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ASYMPTOTYCZNIE EFEKTYWNA STRATEGIA ODRZUCANIA GIER
OBARCZONYCH ZBYT DUZYM RYZYKIEM

1. WSTEP

W niektérych grach bilans ryzyka, strat i zagrozen przewyzsza wszelkiego rodzaju
korzysci, ktére gracz moze czerpaé z gry. W takiej sytuacji gracz powinien raczej zrezyg-
nowacé z uczestnictwa w rozgrywkach, oczywiscie jesli nie jest hazardzista. Hazardzista
jest to bowiem specyficzny rodzaj gracza, ktéry na ogét nie zachowuje si¢ racjonalnie
i raczej nie ma awersji do ryzyka.

Inaczej sprawa wyglada w przypadku racjonalnie zachowujacych sie uczestnikow
rynku, ktérzy w wielu réznych sytuacjach ekonomicznych utozsamiani sg z graczami.
Przyktadem moze byé uczestnictwo w grach o ,charakterze spotecznym”, a z tymi
bardzo czesto mamy do czynienia wspéldziatajac z grupg jednostek majacych wspélne
cele, np. w zakladzie pracy. W tym przypadku gra sie moze toczy¢ o zasoby, o strukture
formalng i miejsca poszczegélnych graczy w owej strukturze. Jezeli nie uczestniczy
sie w grze, Swiadomie lub nie, to mozna wypas¢ z tej struktury. Podobnie jak w przy-
padku wielu innych struktur rynkowych, ktérych istnienie uzaleznione jest gtéwnie od
zachowan uczestnikéw tychze struktur.

Zwyczajowo przyjmuje sie, ze racjonalnie dziatajacy gracz ma awersje do ryzyka.
Awersja do ryzyka jest koncepcjg znang od dawna, na przyklad z ekonomii, teorii gier,
finans6w i psychologii i dotyczy ona zachowan konsumentéw, graczy oraz inwestoréw
dzialajacych w warunkach niepewnos$ci. Stopien awersji do ryzyka mozna wyrazié
liczbowo. Najbardziej znane miary awersji do ryzyka zostaly wprowadzone przez Johna
W. Pratta (1964) oraz Kennetha Arrowa (1965). Awersja do ryzyka jest jedng z waz-
niejszych charakterystyk zjawisk ekonomicznych, ktére byly dyskutowane w ostatnich
latach. Bardzo wazny jest problem uczestnictwa w przedsiewzieciach, inwestycjach
lub grach, w tym rynkowych, ktére charakteryzujg sie duzym ryzykiem. Z punktu
widzenia gracza (np. uczestnika rynku) niezwykle istotne jest ustalenie maksymalnej
straty oraz minimalnego zysku, przy ktérych warto uczestniczyé w grze. Problemami
tymi w ostatnich latach zajmowalo sie wieku autoréw [9], [10], [13].

Problem awersji do ryzyka zostal poruszony, a nastepnie rozwiniety przy okazji
omawiania teorii perspektywy (prospect theory) przez Daniela Kahnemana i Amosa
Tversky’'ego (1979). Teoria ta stwierdza, m.in., Ze gospodarka to nie tylko prawidto-
wosci, ale rowniez ludzie, ktérzy nie zawsze zachowujg sie racjonalnie. Pokazali oni
rOwniez, ze uczestnicy rynku inaczej odbierajg strate, a inaczej taki sam co do wartosci
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bezwzglednej zysk. Innymi stowy, poczucie straty bywa bardziej bolesne niz radosé
z takiego samego co do warto$ci bezwzglednej zysku. W 1991 r. Kahneman i Tversky
ustalili i przebadali empirycznie, ze najbardziej pozadanym stosunkiem straty do zysku
jest 1:2 (loss — aversion to gain — attraction) [13]. Wielu autoréw, takich jak Rabin,
Thaler (2001), Segal, Spivak (1990), Epstein (1992) prowadzilo rozwazania dotyczace
uczestnictwa w grach o zréznicowanych stawkach, a takze rozwazalo stosunek do ryzyka
uczestnikéw takich gier w réznych kontekstach, przy réznych funkcjach uzytecznosci.
W 2000 r. Matthew Rabin sformutowal jedno z wazniejszych twierdzen odnoszace
sie do graczy z awersjg do ryzyka, ktérzy maksymalizujg swoja funkcje uzytecznosci,
tzw. calibration theorem [10]. W uproszczeniu méwi ono, ze przy ustalonym poziomie
zamozno$ci mozliwe jest ustalenie zysku i straty, przy ktérych gracz powinien zrezyg-
nowa¢ z gry. Ponadto gre nalezy odrzuci¢ réwniez wowczas, gdy zysk jest mniejszy
od zatozonego (wyliczonego), za$ strata wieksza od zalozonej.

Problem odrzucania tzw. ztych gier byl roéwniez przedmiotem rozwazan Ignacio
Palacios — Huerty oraz Roberta Serrano [9]. Zaprezentowali oni pewne cechy bez-
piecznych gier. Sformutowali przy tym bardzo istotne twierdzenie pozwalajgce ustali¢
graniczng warto$¢ zysku i straty, przy ktorych gra moze by¢ uznana za ,bezpieczng”
- zostanie ono sformutowane w dalszej czeSci pracy. Robert Aumann oraz wspomniany
Serrano (2007) w oparciu o miary awersji do ryzyka Arrowa — Pratta zdefiniowali
tzw. Indeksy riskiness, ktérych wtasnosci scharakteryzowali, m.in., przy uzyciu aksjo-
matow.

Rozwazania prowadzone byly wylacznie w odniesieniu do gier jednoetapowych.
Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie strategii wyznaczajacej graniczne zyski
i straty w grach rozgrywanych wielokrotnie, a konkretnie wieloetapowych. W tym
celu zostala zaadoptowana asymptotycznie efektywna strategia, ktéra po raz pierwszy
zostala wykorzystana do rozwigzania problemu jednorckiego bandyty (one - armed
bandit problem) przez T.L. Lai i Herberta Robbinsa [5].

Praca zostata zorganizowana w nastepujacy sposéb. W punkcie drugim przedsta-
wiono elementy teorii zwigzanej ze zr6znicowanym stosunkiem do ryzyka uczestnikéw
rynku, a takze zaprezentowano twierdzenie Palacios — Huerty oraz Serrano z 2006
roku dotyczace wyznaczania granicznych wartosci zysku i straty, przy ktérych nalezy
zrezygnowaé z uczestnictwa w grze rozgrywanej tylko jeden raz. W punkcie trzecim
przedstawiono strategie dotyczacg obliczania granicznych warto$ci zysku i straty, przy
ktérych nalezy odrzucié¢ gre wieloetapowg w konkretnej z faz.

2. PODSTAWOWE INFORMACJE ZWIAZANE ZE ZROZNICOWANYM STOSUNKIEM
DO RYZYKA UCZESTNIKOW RYNKU

2.1. ELEMENTY TEORII OCZEKIWANEJ UZYTECZNOSCI

Wiele waznych zagadnien zwiagzanych z podejmowaniem decyzji w warunkach
niepewnos$ci zawiera element ryzyka. Przez wiele lat obowigzywalo w ekonomii zato-
zenie, ze uczestnicy rynku majg awersje do ryzyka, a decyzje przez nich podejmowane
sg racjonalne. Awersja do ryzyka jest zalozeniem znanym nie tylko z ekonomii, ale
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rOwniez teorii gier, finanséw, psychologii. Méwiac o awersji do ryzyka warto wspo-
mnie¢ o teorii oczekiwanej uzyteczno$ci oraz innych pojeciach zwigzanych z tym
zagadnieniem.

Oczekiwang uzyteczno$¢ w sensie von Neumana — Morgensterna mozna zapisaé
w postaci

V= ?p(x)u(x) (1)

gdzie:

u: X = R jest elementarng funkcja uzyteczno$ci w sensie Bernoulliego,
p — prawdopodobiefistwem zajScia okreslonego zdarzenia,

X - jest zbiorem zdarzen.

Prostym przyktadem, ktérym mozna postuzyé sie podczas omawiania kolejnych
pojed jest loteria (simple lottery). Prawdopodobienstwo p; reprezentuje w tym przypadku
prawdopodobienstwo zajsScia zdarzenia i, za$ n-tka L = (py, ..., py), pi = 0 okresla lo-

teri¢ przy czym i = 1, ..., n oraz 2p ; = 1. Loteri¢ mozna réwniez zilustrowa¢ w postaci

1
geometrycznej jako punkt n wymiarowego simpleksu
A ={p €[0,1]"p, +...+p,=1}.

Niech F,(x) = P{z < x} bedzie dystrybuanta odpowiadajaca zmiennej losowej z.
Gracz dokonuje wyboru zgodnie z nastepujaca wskazéwka

F, jest bardziej preferowana niz Fy, tj. F, > F, wtedy, i tylko wtedy, gdy

V(F,) =z V(F), gdzie V(F)= /u(x)sz(x) lub réwnowaznie V(F,)= 2] p(x)u(x);

(analogicznie okresla sig¢ V(Fy)).

W dalszym ciggu zaktada sie, ze zmienna losowa z przyjmuje dwie warto$ci z; lub
2». Niech p oznacza prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia z;, za$ (1 — p) prawdopodo-
bienstwo zaj$cia zdarzenia z,. Przez u w dalszym ciggu oznaczana bedzie elementarna
funkcja uzytecznosci, ktorej oczekiwang warto$¢ mozna okresli¢ nastepujaco

E(u) = pu(z))+ (1 —p)u(z,).

Dochéd z loterii zwany réwniez ekwiwalentem pewnosci (certainty equivalent)
oznacza si¢ jako C(z); V(C(z)) = E (u). Z kolei [[ (z) = E (z) - C (z) jest premig za ryzyko.
Premia ta okresla dochdd, ktéry moze uzyskaé gracz podejmujacy ryzyko.

Przyjmuje sie, ze gracz wykazuje:

- awersje do ryzyka (risk aversion) jezeli C(z) < E (z) dla kazdego z € M,

— jest neutralny wobec ryzyka (risk neutral) jezeli C (z) = E (z) dla kazdego z € M,

- nie ma awersji do ryzyka (kocha ryzyko - risk — loving) C (z) > E (z) dla kaz-
dego z € M, gdzie M jest zbiorem zmiennych losowych odpowiadajacych badanemu
zjawisku.
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Stuszne jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Niech u« : R = R bedzie monotonicznie rosnacg elementarng funkcjag
uzyteczno$ci (Bernoulliego) reprezentujacg relacje preferencji =5, na zbiorze M, ktéra
jest funkcjg monotonicznie rosnacg. Woéwczas

(1) u jest wklesta wtedy, i tylko wtedy, gdy relacja preferencji =; zwigzana jest
z awersje do ryzyka,

(i) u jest wypukla wtedy, i tylko wtedy, gdy relacja preferencji =; zwigzana jest
z brakiem awersji do ryzyka,

(iii) u jest liniowa wtedy, i tylko wtedy, gdy relacja preferencji =, zwigzana jest
z neutralnym stosunkiem do ryzyka.

Wiadomo réwniez, ze wraz ze zmiang zamozno$ci w gracz, ktérego uzytecznosé
wynosi u wykazuje

- malejaca bezwzgledng awersje do ryzyka (decreasing absolute risk aversion —
DARA) i ma to miejsce woéwczas, gdy

[Tw, u) > [[(w + a, u) dla kazdego a > 0,
- rosngcg absolutng awersje do ryzyka (increasing absolute risk aversion — IARA):
[Tw, u) < [I[w + a, u) dla kazdego a > 0,
- stalg absolutng awersje do ryzyka (constant absolute risk aversion — CARA):
[Tw, u) < [[(w + a, u) dla kazdego a > 0,
gdzie [](.) jest opisang wcze$niej awersja do ryzyka.

Najbardziej znane miary awersji do ryzyka zostaly wprowadzone w latach 60.
przez Arrowa i Pratta.

2.2. MIARY AWERSJI DO RYZYKA
Niech w oznacza zamozno$¢ (np. bogactwo, dochdd, stope zwrotu).

Definicja 1. Wspétczynnik Arrowa — Pratta bezwzglednej awersji do ryzyka (absolute
risk aversion — ARA) wzgledem bogactwa w okresla sie nastepujaco

rA(W’”):_% ()

gdzie u — jest podwdjnie rézniczkowalng elementarng funkcjg uzytecznosci.
Wspoétezynnik wzglednej awersji do ryzyka (relative risk aversion — RRA) okresla
sie w nastepujacy sposéb

ro(wou)=wer, (wu). 3
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Bezwzgledna awersja do ryzyka jest miarg reakcji gracza na niepewno$¢ zwigzang
z bezwzglednymi zmianami zamozno$ci. Wzgledna awersja do ryzyka wyraza stosunek
gracza wzgledem ,niepewnos$ci”’! zwigzanej ze wzglednymi (procentowymi) zmianami
poziomu jego zamozno$ci. Gracz z malejaca awersja do ryzyka wraz ze wzrostem
zamoznos$ci bedzie przeznaczal coraz wieksza kwote na ryzykowna gre. Gracze moga
mieé¢ réwniez zréznicowany stopien awersji do ryzyka.

Niech uq(.), u(.) beda dwiema elementarnymi funkcjami uzytecznosci. Stuszne
jest nastepujgce twierdzenie, ktére stwierdza, m.in., ze warunki (i)-(iv) sg réwno-
wazne [7].

Twierdzenie 2. Gracz, ktérego uzyteczno$¢ wynosi u;(.) ma wiekszg awersje do
ryzyka niz gracz, ktérego uzyteczno$é wynosi u; (.) jesli spelniony jest jeden z naste-
pujacych warunkéw.

(i) ry(wouy)>ry(w,u,) dla kazdego poziomu zamoznosci w,

(ii) istnieje taka wklesta funkcja W (.), ze up (w) = W (1 (w)) dla kazdego w (uy (.)
jest bardziej wklesta” niz u5 (.)),

(iii) C(Z,u,) = C(Z,u,) dla pewnej zmiennej losowej z € M.

(iv) [Tw, up) = [[(w, uy) dla pewnego w,
gdzie C(.) jest ekwiwalentem pewnosci, [](.) premig za ryzyko.

Gracz wykazuje bezwzgledng awersje do ryzyka jesli r4 (w, u) jest malejaca funkcjg
dla okreslonej postaci u (.). Dobér u (.) jest zatem bardzo waznym problemem mery-
torycznym omawianej teorii. W tabeli 1 zostaly zaprezentowane przyktadowe funkcje
uzyteczno$ci i ich klasyfikacja pod wzgledem zmian bezwzglednej i wzglednej awersji
do ryzyka.

Tabela 1

Przyktadowe funkcje uzytecznosci i ich klasyfikacja pod wzgledem zmian bezwzglednej
i wzglednej awersji do ryzyka

Funkcja uzytecznosci Bezwzgledna awersja do ryzyka Wzgledna awersja do ryzyka
u(w) = Inw malejgca stala
u(w)=(w+C)"7c>0,7 € (0,1) malejaca rosngca
u(w)=—e"™y>0 stata rosnaca
w(w)=—e"2 2 malejaca malejaca

Zrédto: za praca [8].

1 Niektorzy autorzy zalecaja, aby pojecie niepewnosci wyraznie odréznié od pojecia ryzyka. Kahneman
i Tversky w stworzonej przez siebie teorii perspektywy stwierdzili, ze istotnym elementem zachowan uczest-
nikéw rynku jest asymetria zwigzana ze sposobem podejmowania tych decyzji, w wyniku ktérych mozna
spodziewa¢ si¢ strat oraz tych, ktére moga przynie$¢ zyski. Ponadto gracze sg sktonni wybraé ryzyko, bez
wzgledu na okolicznosci, jesli uwazaja swoje postepowanie za wlasciwe. W zwigzku z tym autorzy twierdza,
ze gracze majg raczej awersj¢ do strat niz do ryzyka.
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Nalezy podkresli¢, ze zaprezentowane w tabeli 1 funkcje uzyteczno$ci charakte-
ryzujg inwestora wykazujacego awersje do ryzyka. Inni autorzy, np. Rabin [10] zapre-
zentowali inne funkcje uzytecznosci, takie jak na przyktad

1-7

a takze

u(w) = 1= () dlaw @ (19,20)

u(w)=1- <%>19 + [(%)19 - (%)20](w —19)2 dlaw € [19,20]

Problem doboru u (.) jest szeroko dyskutowany, gdyz przyjmuje sie, ze nie kazdy
gracz z takg samg sitg unika ryzyka. Podczas rozwazan dotyczacych réznych zagad-
nien stosowane sg inne funkcje uzytecznosci, tzn. o réznych postaciach analitycznych
i r6znych wilasnosciach wynikajacych ze znakéw pierwszej i drugiej pochodnej [9],
[10], [13]. Generalnie jednak stwierdzono, ze podstawowe charakterystyki tejze funkcji,
przy zalozeniu, ze gracze maksymalizuja swoja oczekiwang uzyteczno$é, sa ,stabo”
wrazliwe na rodzaj indywidualnej sktonnosci do ryzyka reprezentowanej przy pomocy
bezwzglednej i wzglednej awersji do ryzyka.

Oproécz wymienionych miar Arrowa — Pratta istniejg inne metody pomiaru awersji
do ryzyka. W 1981 r. Ross wprowadzil pojecie silnej miary awersji do ryzyka (stronger
risk — aversion measurement). Idea konstrukcji wspomnianej miary jest nastepujaca.

Niech u i v bedg elementarnymi funkcjami uzytecznosci. Przyjmuje sie, ze u odpo-
wiada silniejszej awersji do ryzyka niz v jesli istnieje 4 > 0 takie, ze dla kazdych dwéch
pozioméw zamozno$ci w i wq zachodzi

u'"(w
v (w

~
<

(W1)

=A== v,

(©)

~—
~

Jezeli w = wq to mamy do czynienia z miarami Arrowa — Pratta. Tak wiec silna
awersja do ryzyka (SRAM) implikuje awersje do ryzyka w sensie Arrowa - Pratta.
Odwrotna implikacja nie zachodzi. Ross sformutowat réwniez ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3. Niech u i v beda podwdjnie rézniczkowalnymi elementarnymi
funkcjami uzyteczno$ci. Nastepujace warunki sg réwnowazne.

5 w0 o ) G asdyeh dwéch poziomd snosci w 1
(1 V"(W) = = V'(Wl) a Kazdyc woch poziomow zamoznoscClt W 1 wy.

(i) istnieje 4 > 0 oraz taka malejgca, wklesta funkcja G: R - R (G' < 0 oraz G" < 0),
ze v(w) = Au(w)+ G(w) dla kazdego poziomu zamoznosci w € R.

@) [Tw, u) = [](w, v) dla kazdego poziomu zamoznosci w € R.
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2.3. ,BEZPIECZNE” GRY

We wstepie zostalo wspomniane, ze w trakcie rozwazan dotyczacych zachowan
graczy, inwestoréw, konsumentéw czy tez innych uczestnikéw rynku, w sposéb natu-
ralny nasunal sie¢ problem ich uczestnictwa w zbyt ryzykownych przedsiewzieciach.
Gracze nie sg sklonni do uczestnictwa w grach przynoszacych zbyt mate zyski lub
zbyt duze straty. W 1991 r. Kahneman i Tversky stwierdzili, ze zamiast o awersji do
ryzyka nalezy raczej mowié¢ o awersji do strat (loss aversion) [13]. W 2006 r. Palocious
— Huerta oraz Serrano zaproponowali i udowodnili twierdzenie pozwalajgce za pomocg
obliczen ustali¢ graniczng warto$¢ straty do zysku, przy ktérych gre mozna uznaé za
bezpieczng i w niej uczestniczyé [9].

Niech U oznacza zysk, u strate. Gracz odrzuca gre jesli przegrana jest wieksza
od u, za$§ wygrana mniejsza od U.

Twierdzenie 4. Niech u bedzie rosnaca elementarng funkcja uzytecznosci odpo-
wiadajacg awersji do ryzyka. Niech I bedzie przedziatem okreslonym na zbiorze liczb
rzeczywistych. Dla kazdego poziomu zamozno$ci w € I

Tu(w+ U)+ 5 u(w - 1) < u(w) 4)

oraz istnieje takie a* > 0, ze wspolczynnik bezwzglednej awersji do ryzyka r4 (w, u) jest
wiekszy niz a* dla kazdego w € I. Najwieksze takie a* jest rozwigzaniem réwnania

fla)y=e* +e W -2 =0. (5)

Nie sposéb przeceni¢ warto$ci merytorycznej twierdzenia 3. Nalezy jednak zazna-
czy¢, ze dotyczy ono wylacznie gier rozgrywanych tylko jeden raz. W kolejnym rozdziale
zostanie zaproponowana metoda, ktéra pozwoli wyznaczy¢ graniczne wartosci U i u
w grach wieloetapowych (rozgrywanych wielokrotnie).

3. ASYMPTOTYCZNIE EFEKTYWNA REGULA ALOKACIJI

Zalézmy, ze gracze uczestniczacy w okreslonej grze maja awersje do ryzyka.
Z punktu widzenia teorii perspektywy stworzonej przez Kahnemana i Tversky'ego,
opartej na najnowszych osiggnieciach psychologii poznawczej wiadomo, ze gracze
o wiele bole$niej odczuwajg strate niz czerpig zadowolenie z takiego samego co do
warto$ci bezwzglednej zysku. W zwigzku z tym waznym problemem staje sie ustale-
nie warto$ci granicznych zyskéw i strat, ktére satysfakcjonowatyby uczestnikéw gier
rozgrywanych wielokrotnie.

W celu rozwigzania tego problemu celowa wydaje sie konstrukcja takiej strategii
uczestnictwa w grze, ktéra nie przynosi zbyt duzych strat i nie daje zbyt matych zyskéw.
W tym celu zostanie zaadoptowana asymptotycznie efektywna strategia stworzona
w latach 80. XX wieku przez Lai i Robbinsa, ktéra zostala wykorzystana do rozwia-
zania jedno- i wielorekich bandytéw [5]. W niniejszej pracy zostanie wykorzystana do
gier rozgrywanych wielokrotnie.
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Literatura dotyczgca probleméw jedno- i wielorekich bandytéw jest obszerna
(zobacz np. bibliografie w pracy [5]). Nazwa jednoreki bandyta pochodzi od nazwy
automatu do gry (slot machine), wyposazonego najczesciej w trzy bebny do gry ozdo-
bione kolorowymi obrazkami oraz dzwignie lub przycisk. Po wrzuceniu pewnej kwoty
i uruchomieniu dzwigni lub naci$nieciu przycisku umieszczone na bebnach symbole
,2ustawiajg sie” w réznych uktadach, co daje okreslong ,wygrang”. Problemem tym
zainteresowali sie takze naukowcy, ktorzy wykorzystali znane metody statystyczne do
opisu réznych wariantéw tej gry (w uproszczeniu rzecz ujmujac), po czym rozwazania
swoje ,przeniesli na grunt” teorii sterowania, biologii a takze ekonomii. ,Zaadoptowany”
przez badaczy problem decyzyjny generalnie polega na tym, Ze na podstawie obserwacji
wynikéw gry, gracz podejmuje decyzje, czy w konkretnej fazie bedzie grat czy tez nie,
za$ jego celem jest maksymalizacja catkowitej (lub $redniej) wygrane;.

W dalszym ciggu zaktada sie, ze w; (i = 1, 2 ...) oznacza odpowiednig strate lub
zysk w fazie i dowolnej gry rozgrywanej wielokrotnie (niekoniecznie jednorekiego
bandyty). Niech f (w, ;) bedzie funkcja gestosci dla w odpowiadajaca pewnej mierze
probabilistycznej v, gdzie funkcja f(.,.) jest znana, za$ 6; sg nieznanymi parametrami
nalezacymi do przestrzeni nieznanych parametréw ©. Zaklada sie réwniez, ze spel-
niony jest warunek

[ wlf(w.0)dv(w) < oo dla kazdego 6 € ©.

W trakcie gry sekwencyjnie zbierane sg informacje dotyczace przeszlych zyskéw
i strat wy, wy ... Innymi stowy, zbierane sg dane historyczne, na podstawie ktorych
podejmowane sg decyzje dotyczace uczestnictwa w kolejnej fazie gry. Regule gry ¢
mozna traktowaé jako cigg zmiennych losowych @1, @3, ..., przy czym ¢, = 0, kiedy
gracz rezygnuje z gry, ¢; = 1, kiedy gracz decyduje sie na kontynuacje gry, W kazdej
z faz obliczane sg statystyki u;, U; odpowiadajace ,Srednim” zyskom i stratom. Wtasnosci
tych statystyk zostaly zaprezentowane w pracy [5].

Niech S, = w; + ... + wy,. Celem gracza jest osiggniecie najwiekszej z mozliwych
oczekiwanej warto$ci sumy wygranych S, przy n = . Niech

+ 0o

1(0) fwf(w;@)dv(w) (6)
bedzie oczekiwang wyplata w grze. Oczekiwang sume wyptat S,, w grze do fazy n

mozna zapisaé nastepujaco

5,2 5 S p[3) = Bom,0) "
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gdzie
n

T,(j)= 21, - j}( j=0,1) jest liczbg momentéw, podczas ktérych gracz prowadzil
i=1

gre do fazy n (jeslij = 1) lub tez liczbg momentéw, podczas ktérych gracz zrezygnowat
z gry do fazy n (jeslij = 0),
I;y jest indykatorem zdarzenia.

Zdarzenie {p,, = j} nalezy do o- ciala J,_; generowanego przez poprzednie war-
tosci @1, W2, vy Pt Wy_1-
Problem maksymalizacji ES,, jest réwnowazny minimalizacji nastepujacego kosztu

gry
R,(0)=nmt —ES,= 2 (4 —n(0,)ET,()) ®)

Jou(0)<ut”
gdzie
1= max{p(0p). 1(0,)t = u(0) dla 0 € [6,,0,}.

Pomocniczo wprowadza sie tzw. liczbe Kulbacka — Leiblera I (0, 1), ktérg okresla
sie za pomocg formuly

1(0.2) = fm log ;8: f; - f(w; 0)dv(w) ©)

przy czym 0 <10, 1) < », jezeli u (1) > u (6).
Lai — Robbins pokazali, ze koszt wyrazony za pomocg formuly (8) mozna przed-
stawi¢ jako ([5], Twierdzenie 1, str. 7)

R (0) = { >, (« —ﬂ(ﬁj))/l(é’j, 9*)}logn przy n = o, (10)

Ju(0;)<u”

Autorzy pracy [3] pokazali réwniez, ze R, (0) przy n - « zbiega do asymptoty (jest
zbiezny asymptotycznie). Skonstruowali rowniez regule gry ¢ minimalizujacg R,, (6),
ktéra nastepnie nazwali asymptotycznie efektywna reguta alokacji (asymprotically effi-
cient allocation rule). Zostanie ona zaprezentowana ponizej w odniesieniu do zyskéw
i strat w dowolnej grze. Wezeéniej jednak omdéwione zostang wlasnosci, ktére powinny
spetniaé statystyki pomocnicze u,,, U, , ktére wykorzystywane sg przy konstrukcji strate-
gii ¢. Podany bedzie takze przyklad, ktéry zilustruje jakg postaé¢ przyjmuja te statystyki
oraz liczba Kulbacka — Leiblera dla konkretnego rozktadu f (.;.), np. normalnego.

Niech wy, w, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie o funkcji gestosci f (w; 0) z odpowiadajgcg miarg probabilistyczng v, gdzie 6 € ©
oznacza nieznany parametr. Gérng granice przedzialu ufnosci dla nieznanej Sredniej
 (0) mozna zdefiniowaé¢ za pomocy funkcji g,; R R (n =1, 2, ..;t =1, ..., n),
ktéra to funkcja dla kazdego 6 € © spetnia nastepujgce warunki.
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(W1) Py{r = g, (w,....w,)dla wszystkicht < n} = 1 — o(n~"') dla kazdego r < u (6),

gdzie o (n~1) jest pewng malg wartoscig zalezng od 1/n przy n - .

n — co

(W2) hH&)(lim sup 2, P, {gm(wl,...,w[) > n(A)— 8}/logn> < 1/1(0, 4)
e r=1
jezeli u () > u (6).

(W3) g, jest funkcja niemalejacg gdy n = ¢ dla kazdego ¢t = 1, 2, ...

Dodatkowo definiuje si¢ estymator punktowy /h;(wq, ..., wy) dla Sredniej u (0),
h;: Rt - R. Spelnia on warunki

(W4) h; < g,y dla kazdego 6 € ©.

(W5) P, {mtax‘ By (Wi eees W) —u(ﬁ)‘ > s} =o(n!) dla kazdego ¢ > 0.
Mozna zauwazyé, ze warunek W5 jest spelniony dla $redniej, tj. dla
By (Wyseees W) = (W) + oo + W)/, gdy Egw?<oo(i=1,...,1).
Przyklad. Przyjmijmy, ze w; (i = 1, 2, ...) bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadzie normalnym i znanej wariancji 62 > 0 oraz nieznanej warto$ci oczekiwa-

nej Ew; = 6, u(@) = 6, 6 = (-, ©), v — jest miarg Lesbegu’e. Funkcja gestoSci jest
postaci

=0y}

—12
f(w;0) = (270?) exp{— 7572
Z prostych obliczeni wynika, ze liczba Kulbacka — Leiblera przyjmuje postaé

1(6,2) =('92_Gf)2.

Po podstawieniu I (0, 1) do wzoru (10) i dokonaniu odpowiednich przeksztalcen
otrzymujemy réwnosc

nlimwn_lESn = pu*,

A zatem $rednia wyptata na jednostke czasu moze by¢ réwna oczekiwanej wyptacie
w dowolnej z faz gry. Estymator punktowy h;(wy, ..., wy) odpowiada $redniej

ht(wl,..., wt) = (w1 + ...+ w,)/t =w,.
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Z kolei gbérng granice przedzialu ufnosci dla $redniej mozna wyrazi¢ za pomocg
formuty

Gt (Wiseems W) =W, + 0‘(2am)”2 dlan > ¢

gdzie o jest odchyleniem standardowym,

ape m = 1,2, ...;t =1, ..., n) jest dodatnig stalg taka, ze dla kazdego ¢, a,; jest nie-
malejaca dla n = ¢

oraz istnieje ¢ = 0 takie, ze spelniona jest nier6wnosé

e(logn)"’?

1
-8 < (172 dla kazdego t < n.

nt t

a

Analiza dotyczaca innych rozktadéw funkcji f (.,.) zostata zaprezentowana w pracy [3].

W dalszym ciagu niech wy, ..., wr, () oznacza sukcesywne obserwacje zyskow i strat
do fazy n. Nalezy zauwazyé, ze w przypadku rozwazan prowadzonych w niniejszej
pracy, T,,(0) + T,,(1) = n, przy czym T, (0) oznacza liczbe chwil do fazy n, podczas
ktérych gracz zgodnie ze strategig nie uczestniczyt w grze, za$ T, (1) oznacza liczbe
chwil do fazy n, podczas ktérych gracz prowadzit gre.

Wspomniane wczesniej statystyki pomocnicze to

1, (J) = o (y (W o W1, (7))
Up(J) = by, (jy (Wi e+ W )

Strategia gry ¢ jest nastepujaca.

1) Przez dwie pierwsze fazy gry gracz prowadzi gre i zbiera informacje o wygra-
nych lub stratach wy, ws.

2) W fazie (n + 1) (n = 2) gracz podejmuje decyzje dotyczaca dalszej gry: ¢,,+1 = 1
decyduje sie na gre, ¢,,+1 = 0 rezygnuje z gry.

a) jezeli u, < U, to ¢,41 = 1,

b) jezeli u,, > U, to ¢,,+1 = 0.

Strategia ¢ jest asymptotycznie efektywna, co oznacza, ze koszt takiej gry przy
n - o zbiega do asymptoty. Jest to szczegdlnie wazne, gdy udziat w grze jest obowigz-
kowy, a mozna jedynie zrezygnowacd z uczestnictwa w pojedynczych fazach gry.

Autorka niniejszej pracy zastosowala powyzsza, aczkolwiek nieco inaczej sfor-
mulowang strategie do gry na gieldzie k = 1 akcjami spolek (akcje odpowiadaly k
ramionom). Przeprowadzone symulacje komputerowe dla gield: NYSE (New York Stock
Exchange) oraz Gieldy Papier6w Wartosciowych w Warszawie pokazaly, ze w dtuzszym
okresie czasu, po przetestowaniu akcji duzej liczby spétek oraz uwzglednieniu kosztéw
transakcji nalezaloby raczej zrezygnowaé¢ z dywersyfikacji portfela (przy duzym n)
i zdecydowac sie na gre akcjami niewielkiej liczby spotek, przynoszacych w dtuzszym
horyzoncie czasowym najwyzsze dochody. Szczegbétowe badania pokazaly, ze czasami
najlepiej, aby byla to jedna spétka [3].

Strategia zaprezentowana w niniejszej pracy w zamySle odnosi sie do innych niz
jednoreki bandyta, czy tez gielda gier powtarzanych wielokrotnie. Przeprowadzenie
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symulacji wymaga jednak sporych naktadéw. Nalezaloby bowiem uwzgledni¢ w celach
poréwnawczych opisane po cz¢éci w rozdziale drugim najnowsze osiaggniecia psycholo-
gii poznawczej oraz badania przeprowadzone przez Palacios — Huerte i Serrano [9].
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ASYMPTOTYCZNIE EFEKTYWNA STRATEGIA ODRZUCANIA GIER
OBARCZONYCH ZBYT DUZYM RYZYKIEM

Streszczenie

Wiele decyzji ekonomicznych podejmowanych w warunkach niepewnosci zawiera w sobie element

ryzyka, a uczestnicy rynku moga mie¢ zréznicowany do niego stosunek, przy czym przez wiele lat obo-
wigzywalo zalozenie, ze majg oni awersje do ryzyka. Awersja do ryzyka jest koncepcjg znang nie tylko
z ekonomii, ale réwniez teorii gier, finanséw i psychologii, a dotyczy ona zachowan konsumentéw, graczy,
inwestoréw dziatajacych w warunkach niepewnosci. Réwniez awersja do strat jest koncepcja szeroko dys-
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kutowana w ostatnich latach. Zauwazono bowiem, ze uczestnicy rynku o wiele intensywniej odczuwaja
strate niz czerpig rado$¢ z takiego samego co do warto$ci bezwzglednej zysku. Wielu autoréw analizowato
problem optacalnosci uczestnictwa w grach z okre$long wartos$cig zysku lub straty. Kahneman i Tversky
(1991) ustalili nawet, ze warto bra¢ udzial w grach, w ktérych stosunek ewentualnego zysku do ewentualnej
straty ma si¢ tak jak 2:1. Inni autorzy prezentowali cechy tzw. bezpiecznych gier.

Celem pracy jest zaprezentowanie asymtotycznie efektywnej strategii stosowanej w grach wieloeta-
powych, ktéra umozliwia interaktywne wyznaczanie granicznych wartosci straty i zysku przy jakich warto
kontynuowaé gre.

Stowa kluczowe: asymptotycznie efektywna strategia, awersja do ryzyka, awersja do strat, gry wie-
loetapowe

ASYMPTOTICALLY EFFICIENT ADAPTIVE STRATEGY OF REJECTING GAMES WITH TOO HIGH RISK
Summary

Many important economic decisions involve an element of risk. Risk aversion is a concept in economic,
game theory, finance and psychology related to the behavior of consumers, players and investors under
uncertainty. Loss aversion is an important component of a phenomenon that has been discussed a lot in
recent years. Loss aversion is a tendency to feel the pain of a loss more acutely than pleasure of the equal
- sized gain. Many scientists have analyzed the problem of profitability in the game. Some authors presen-
ted certain features, by which “safe” games played once should be characterized. Kahneman and Tversky
(1991) showed that loss — aversion — to — gain — attraction ratio should amount to 1:2.

The aim of this paper is to show an asymptotically effective strategy which enables the risk — aversive
player to establish boundary variables loss and gain at each stage of the repeated game.

Key words: asymptotically efficient strategy, risk aversion, loss aversion, repeated game



