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1. WST P

Model lokalnego poziomu (ang. Local Level Model; LL) jest znan  od dawna kon-
strukcj  modelow , która umo liwia bardziej elastyczne podej cie do opisu warunkowej 
redniej procesu. W tym przypadku rednia traktowana jest jako odr bny proces sto-

chastyczny, i tym samym mo e lepiej opisywa  gwa towne wzrosty lub spadki poziomu 
badanego zjawiska. Ze wzgl du na w asno ci szeregów czasowych, zw aszcza finanso-
wych, w ci gu ostatnich dwudziestu lat zacz y pojawia  si  prace, które modeluj c 
losow  w czasie redni , uwzgl dnia y jednocze nie zmienn  warunkow  wariancj . 
Autorami takich prac s , na przyk ad: Harvey, Ruiz i Sentana [9], Kim i Nelson 
[10], Bos [2]. W ostatnich latach podj to równie  próby uwzgl dnienia warunkowej 
zmienno ci wariancji, nie tylko w równaniu obserwacji, ale równie  w równaniu dla 
redniej. Tego typu konstrukcj  modelow  u yto w [7] i [23] do opisu kwartalnych 

danych wska nika cen konsumenta CPI w Stanach Zjednoczonych, a tak e w [20] 
i [21] dla kursu brytyjskiego funta wzgl dem euro. We wspomnianych pracach auto-
rzy opisuj  w asno ci modelu lokalnego poziomu, w którym warunkowe wariancje, 
w równaniu obserwacji i nieobserwowalnej redniej, s  procesem GARCH(1,1) lub 
zmienno ci stochastycznej (ang. Stochastic Volatility; SV).

Prezentowany artyku  bezpo rednio nawi zuje do najnowszych publikacji dotycz -
cych modelu lokalnego poziomu, a tak e jest ich rozszerzeniem. Artyku  ten, po pierw-
sze, przedstawia pe n , czn  estymacj  parametrów w modelu lokalnego poziomu 
z ró nymi rodzajami zak óce  losowych, w odró nieniu od publikacji [20], [21] i [23], 
gdzie prawdopodobnie stosowano procedury dwuetapowe, tzn. w pierwszej kolejno ci 
u ywano filtr Kalmana, a nast pnie po wyliczeniu zak óce  losowych, estymowano 
parametry dotycz ce struktury GARCH lub SV. Po drugie, artyku  rozwa a zak ócenia 
losowe, które s  procesami GARCH(1,1) z warunkowym rozk adem t-Studenta. Po 
trzecie, przedstawione badania dotycz  aktywów notowanych na gie dzie papierów 
warto ciowych, a jak dot d, ma o wiadomo na temat empirycznych w asno ci modelu 
lokalnego poziomu dla tego typu danych.

1 Praca naukowa finansowana ze rodków na nauk  w latach 2009-2011 jako projekt badawczy numer 
N N111 431737. Autor dzi kuje anonimowemu recenzentowi za bardzo wnikliwe uwagi i poprawki. Adres 
elektroniczny: jkwiat@umk.pl



Bayesowska estymacja modelu lokalnego poziomu o rozk adach dopuszczaj cych... 17

Uk ad artyku u jest nast puj cy. W cz ci drugiej przedstawiono posta  i w asno ci 
modelu lokalnego poziomu. Oprócz rysu historycznego omówiono równie  najnowsze 
badania w tym zakresie. W cz ci trzeciej przedstawiono bayesowsk  analiz  modelu 
lokalnego poziomu. Ostatnia, czwarta cz  zawiera badania empiryczne dotycz ce 
szeregu notowa  wybranej spó ki gie dowej. Ca o  pracy ko czy wniosek.

2. POSTA  I W ASNO CI MODELU LOKALNEGO POZIOMU

Model lokalnego poziomu ma d ug  tradycj  i dobrze ugruntowan  pozycj  
w analizie szeregów czasowych. Jest on na przyk ad wykorzystywany w interpretacji 
popularnej metody prognozowania znanej jako wyrównywanie wyk adnicze, cz sto 
stosowanej w ekonometrii (zob. np. [13]). Model LL jest równie  najprostszym mode-
lem przestrzeni stanów. Jego w asno ci mo na znale  w licznych publikacjach: [4], 
[8], [11], [20] oraz [24]. Ma on nast puj c  posta :

 , , ,y D 0t t t t t
2+d f f v= + _ i" ,  (1)

 , ,D 0t t t t t1
2+d h h ~d = +- _ i" ,  oraz .00d =  (2)

W modelu tym przez yt, dla t = 1, …, T, oznaczono obserwacje zmiennej zale nej,
a , ,iD D0 0t t

2 2v ~_ _i i  oznaczaj  dowolne rozk ady o warto ci oczekiwanej równej zero
i wariancji, odpowiednio .it t

2 2v ~  Procesy {et} i {hs} s  niezale ne dla wszystkich s i t. 
W modelu LL zmienn  {dt} traktuje si  jako odr bny proces stochastyczny, natomiast 
zak ócenia losowe {et} i {ht} mog  by  procesami typu GARCH lub SV. W modelach 
przestrzeni stanów równanie (1) nosi nazw  równania obserwacji, natomiast równa-
nie (2) – równania stanu.

Najcz ciej przyjmuje si  za o enie, e zarówno {et} jak i {ht} s  ci gami nieza-
le nych zmiennych losowych o rozk adzie normalnym i sko czonej wariancji. Mamy 
wtedy t

2 2v v=  oraz t
2 2~ ~=  i model (1)-(2) redukuje si  do podstawowego, tradycyj-

nego modelu lokalnego poziomu:

 , , ,y N 0t t t t
2+d f f v= + ^ h" ,  (3)

 , , ,N 0t t t t1
2+d d h h ~= +- ^ h" ,  (4)

w którym {dt} jest procesem b dzenia przypadkowego.
Istnieje kilka ró nych sposobów interpretacji podstawowego modelu lokalnego 

poziomu (3)-(4). Po pierwsze, model LL mo e by  interpretowany jako model, w któ-
rym, jak ju  wspomniano, rednia {dt} jest odr bnym procesem stochastycznym. Po 
drugie, je eli b dziemy iteracyjnie podstawiali równanie stanu (4) do równania obser-
wacji (3) otrzymamy:

 .yt t i
i

t

1
0f h d= + +

=

/  (5)
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Zmienna obserwowana yt jest zatem sum  dwóch sk adników: b dzenia przypad-
kowego i bia ego szumu. Si  poszczególnych sk adników mo na wyrazi  jako stosunek 
wariancji w równaniu stanu, do wariancji w równaniu obserwacji, tj. r = w2/s2. Nosi 
on nazw  relacji sygna u do szumu (ang. signal-to-noise ratio) i jest dobrze znany 
w modelach przestrzeni stanów. Dla r ® ¥, model LL sprowadza si  do szeroko zna-
nego w literaturze finansowej modelu b dzenia przypadkowego. Na podstawie si y 
wp ywu b dzenia przypadkowego, w stosunku do szumu, mo na okre li , na przyk ad, 
stopie  integracji badanego procesu (por. [12])2.

Po trzecie, podstawiaj c równanie stanu (4) do równania obserwacji (3) 
mo na zauwa y , e model LL ma tak  sam  autokorelacyjn  struktur  jak model 
ARIMA(0,1,1):

 ( ) ( ) ,y L L y L1 1 1t
t

t t t t+
h

f h f= - + - = + -  (6)

czyli:

 .yt t tT Th f= +  (7)

Dokonuj c prostych przekszta ce , West i Harrison [24] wykazali, e pierwsze 
przyrosty procesu lokalnego poziomu {Dyt}, s  równowa ne procesowi redniej rucho-
mej, ze wspó czynnikiem j:

 ,yt t t 1T p jp= + -  (8)

gdzie / / ,r r1 1 4 1 2j = - + -^ h  zatem –1 < j < 0. Oznacza to, e funkcja autoko-
relacji procesu {Dyt} przyjmuje istotn , ujemn  warto  dla rz du pierwszego i zera 
dla pozosta ych, natomiast funkcja autokorelacji cz stkowej wraz ze wzrostem opó -
nie , d y do zera w tempie wyk adniczym. Ujemna autokorelacja pierwszych ró nic 
wyst puje najcz ciej jako skutek b dnej identyfikacji procesu. Przyj cie zb dnego 
ró nicowania dla stacjonarnego procesu AR(1), mo e powodowa  jego identyfikacj  
jako MA(1) z ujemn  autokorelacj  rz du pierwszego (por. [22]). Jednak w tym przy-
padku, ujemna zale no  autokorelacyjna nie jest nast pstwem b dnej identyfikacji, 
ale efektem procesu generuj cego dane.

W modelu LL, do opisu zmienno ci zak óce  losowych, mo na pos u y  si  struk-
tur  GARCH(1,1) w postaci:

 , , ,iN N0 0t t t t
2 2+ +f v h ~_ _i i" ", ,  (9)

gdzie:

 ,ih h, ,tant szum t
GARCH

t t
GARCH2 2v ~= = s  (10)

2 Inne, ciekawe zastosowanie relacji sygna u do szumu w klasyfikacji polskich szeregów finansowych 
przedstawiaj  Doman i Doman [3].
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 ,h b h a a E, , , , ,szum t
GARCH

szum szum t
GARCH

szum szum t1 1 0 1 1
2f= + +- -^ h  (11)

 ,h b h a a E, 1, , 1 0, 1,tan tan tan tan tans t
GARCH

s s t
GARCH

s s t 1
2h= + +- -^ h  (12)

wraz ze standardowymi za o eniami zapewniaj cymi dodatnio  i sko czono  warun-
kowych wariancji (por. [1]):

 ,a b a10, ( ) 1, ( ) 1, ( )tan tan tanszum s szum s szum s/ - -  (13)

 0, 0,b a a b 1<, ( ) , ( ) , ( ) , ( )tan tan tan tanszum s szum s szum s szum s1 1 11$ $ +  (14)

oraz var (et) = 1 i var (ht) = 1 oraz .E h 1( ),tanszum s t
GARCH =_ i

W odró nieniu od podstawowego modelu GARCH, w równaniach (11) i (12), kwa-
draty zak óce  losowych {et} i {ht} musz  by  zast pione ich przybli eniem, poniewa  
w równaniu obserwacji (2) wyst puj  zmienne ukryte {dt}, co oznacza, e równie  
nie mo na uzyska  realizacji {et} i {ht}. Dlatego te  jako ich przybli enie, w tym 
przypadku, u yto:

 ,e E y y E yt t t tf d= = -_ _i i  (15)

 ,E y E y E yut t t t 1h d d= = - -_ _ _i i i  (16)

gdzie E (·|y) jest warto ci  oczekiwan  a posteriori.
Modele lokalnego poziomu ze sk adnikami losowymi typu GARCH(1,1) i warun-

kowym rozk adem normalnym oznaczono jako LL-GARCH.
Rozszerzmy model lokalnego poziomu o rozk ady dopuszczaj ce warunkowy roz-

k ad t-Studenta. Zak ócenia losowe maj  wtedy nast puj c  posta :

 , , , , , ,it
v

v
v t

v

v
v v0

2
0

2
2>( )

tan

tan
tan tant

szum t

szum
szum t

s t

s
s szum s2 2+ +f

v
h

~- -^e ^eh o h o" ", ,  (17)

gdzie t (a, w, v) oznacza jednowymiarowy rozk ad Studenta o niecentralno ci a, precyzji 
w i stopniach swobody v (por. [18]). Model ten oznaczono jako LL-GARCH-Student.

Nast pnym wariantem jest model LL, w którym zak ócenia losowe s  procesem 
zmienno ci stochastycznej SV:

 ,h h, , ,szum
SV

szum szum t
SV

szum tt 1t g= +-  (18)

 ,h h, , 1 ,tan tan tan tans
SV

s s t
SV

s tt t g= +-  (19)

gdzie ,N 0t t
2+f v_ i" ,  i , , expN h0 ,t t t szum t

SV2 2+h ~ v =_ _i i" ,  i exp h ,tant s t
SV2~ = _ i  oraz

( , ),1 1( )tanszum s dt -  a tak e , .N 0( )tanszum s
2

( )tanszum s+ cg ^ h
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Oznaczmy przez:

 , , , ,a b a b( ) , , 1, 1,
'

tan tanszum szum s s1 1 1r = ^ h  (20)

 , , , , ,a b v a b v( ) , , 1, 1,
'

tan tan tanszum szum szum s s s1 12r = ^ h  (21)

wektory nieznanych parametrów w modelu LL-GARCH i LL-GARCH-Student oraz 
przez:

 , , , , ,v v( )
'

tan tan tanszum szum s s sszum
2

3
2r ct c t= _ i  (22)

wektor parametrów w modelu LL-SV.
Przy danym wektorze parametrów p(i) (i = 1, 2, 3) oraz ca ej przesz o ci procesu 

Yt–1, warunkowa wariancja, pierwszych przyrostów {Dyt}, dla (1)-(2), jest równa:

 ,Var y 2( )t t i t t1
2 2T r ~ vW = +-_ i  (23)

lub w równowa nej formie:

 , ,Var y r 2( )t t i t t1
2T r vW = +-_ ^i h  (24)

gdzie /rt t t
2 2~ v=  jest zmienn  w czasie relacj  sygna u do szumu, natomiast warun-

kowa kowariancja mi dzy Dyt i Dyt–1 wynosi:

 , .cov y y ( )t t t i t1 1
2T T r vW =-- -_ i  (25)

Poniewa  wariancja warunkowa jest dodatnia, a kowariancja (25) ujemna, funkcja 
autokorelacji rz du pierwszego przyjmuje zawsze warto  ujemn , i dodatkowo jest 
zmienna w czasie:

 , .corr y y
2( )t t t i

t t

t
1 1 2 2

2

T T r
~ v

v
W =

+

-
- -_ i  (26)

Z kolei warunkowy wspó czynnik koncentracji, w modelu (1)-(2), jest równy (zob. 
[20]):

 , ,y
r

r r
2

1
12 2 6 1 1( )t t i

t
t t1 2
2

1
t
2

T r l l t ll W =
+

+ + + - +h f
f

f-_ ^ ^ai h h k9 C  (27)

gdzie ke i kh jest wspó czynnikiem koncentracji odpowiednio dla {et} i {ht}, natomiast 

1
t
2

tf  jest wspó czynnikiem autokorelacji rz du pierwszego procesu .t
2f$ .

Zasadniczym wnioskiem, jaki wynika ze wzoru (27) jest to, e przy dowolnej 
warto ci r, koncentracja pierwszych przyrostów, {Dyt}, jest mniejsza b d  równa mak-
symalnej warto ci ke i kh, tj. , , .maxy ( )t t i1T #l r l lW f h-_ ^i h
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Posta  funkcji autokorelacji, dla kwadratów pierwszych przyrostów procesu 
,yt

2T^ h$ .  ma posta :

 , ,y
r r

r

1 8 2 1 1 3 4

1 1 2

( )t t i
t t

t

1
2

2 2
1

2
1 1

t

t t t t

2

2 2 2 2

Tt r
l l t

t l l t t t
W =

- + + - + +

- + - + +

x

h f
f

x
h

h f x
f

x
f

x
f

-

- +^a ^ ^ a
^ ^ ah k h h k

h h k
 (28)

dla t = 1, 2, …, natomiast 
t1
2t h_ i  jest wspó czynnikiem autokorelacji rz du pierw-

szego .t
2h

W modelu LL-SV, it t
2 2~ v  s  mierzalne wzgl dem Yt–1. Z tego te  wzgl du, gdy 

rozwa amy p(3), we wzorach (23)-(28) nale y dodatkowo uwzgl dni  warunkowanie 
wzgl dem it t

2 2~ v .
Je eli {et} i {ht} nie maj  rozk adu normalnego, ale nadal s  ci giem niezale -

nych zmiennych losowych, które maj  sko czone pierwsze cztery momenty zwyk e, 
wspó czynnik koncentracji redukuje si  do:

 .y
r

r r
2

1
12 2 6t 2

2Tl l l=
+

+ + +h f^ ^h h 8 B  (29)

Z kolei funkcja autokorelacji dla kwadratów ,yt
2T^ h$ .  ma w tej sytuacji posta :

 ,

, .

y r y2 1

1

0

1

2
t t
2 2T T

$

t l

l
x

x

= + -

-
=

x

f^ ^ ^^h h h h
Z

[

\

]]

]
 (30)

Przy za o eniu normalno ci, warto  funkcja autokorelacji rz du pierwszego, redu-
kuje si  do .y r 2t1

2 2Tt = + -^ ^h h
Oczywi cie dla zak óce  losowych o rozk adzie normalnym, wystarczy, e za ke 

i kh podstawi si  warto  3, co ostatecznie daje k (Dyt) = 3.
Jak wida  we wzorze (30), relacja sygna u do szumu odgrywa wa n  rol  w usta-

leniu warto ci wspó czynnika koncentracji, poniewa  w podstawowym modelu lokal-
nego poziomu (3)-(4), dla r ® ¥, mamy Dyt = ht, czyli proces b dzenia przypad-
kowego, a koncentracja jest identyczna jak dla {ht}, tzn. wzór (29) redukuje si  do 
k (Dyt) = kh = 3. Z kolei dla r ® 0, mamy Dyt = Det, czyli {yt} jest procesem bia ego 
szumu, natomiast jego pierwsze przyrosty {Dyt} s  nieodwracalnym procesem bia ego 
szumu MA(1) z k (Dyt) = 3.

W pozosta ych przypadkach wspó czynnik koncentracji pierwszych przyrostów 
zale y od: zamiennej w czasie relacji sygna u do szumu, warto ci wspó czynnika kon-
centracji procesów {et} i {ht} oraz od warto ci wspó czynnika autokorelacji 

1
t
2

tf .

3. ESTYMACJA W PRZYPADKU ZMIENNEJ WARIANCJI I ROZK ADU t-STUDENTA

Za o enie normalno ci w modelu (3)-(4) jest bardzo wygodne, poniewa  umo liwia 
prosty automatyzm w algorytmie Kalmana. Jak jednak wiadomo z licznych bada  
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empirycznych (np. [5]), w przypadku niektórych danych, zw aszcza finansowych, warun-
kowa normalno  i sta a wariancja zak ócenia losowego nie jest w stanie skutecznie 
opisa  zwi kszonej kurtozy i efektu skupienia zmienno ci. Dlatego te  istnieje potrzeba 
stworzenia narz dzi, które z jednej strony zak adaj  losowo  parametrów w redniej, 
z drugiej strony bazuj  na rozk adach o grubszych ogonach ni  rozk ad normalny oraz 
maj  dodatkowo zmienn  w czasie warunkow  wariancj .

Gdy zak ócenia losowe w modelu przestrzeni stanów nie maj  rozk adu normal-
nego, ale t-Studenta, nie istnieje prosta mo liwo  zastosowania technik filtru Kalmana. 
Problem ten mo na jednak stosunkowo atwo rozwi za , poprzez wprowadzenie dodat-
kowej zmiennej ukrytej {zt}, tak aby zak ócenia losowe mia y (warunkowy) rozk ad 
normalny:

 , , / , / ,z N z z IG v v0 2 2 2, , ,t szum t szum t szum t szum szum+ +f -^ ^^h h h$ .  (31)

 , , / , / .z N z z IG v v0 2 2 2, , ,tan tan tan tan tant s t s t s t s s+ +h -^ ^^h h h$ .  (32)

Symbol IG (c, d) oznacza odwrócony rozk ad gamma o redniej E (q) = d/(c – 1), 
dla c > 1 i wariancji Var (q) = d2/[(c – 1)2 (c – 2)], dla c > 2. Jego g sto  wyra a 
si  wzorem:

 ,
( )

, , , .expf c d
c

d d
c d0 0 0> > >( )

IG

c
c 1i i

i
i

C
= -- +_ bi l  (33)

Aby wykaza  prawdziwo  zale no ci (31)-(32), nale y skorzysta  ze znanych 
w literaturze przedmiotu to samo ci (por. [15], str. 183; [1]). Ca kuj c wzgl dem {zt} 
otrzymujemy:

 

, / , / , , ,

p u p u z p z dz

f u z f z v v dz f u
v
v

v0 2 2 2 0
2

t t t t t

N t t IG t t t t

0

0

= =

- =
-

3

3

^ _ ^
_ ^_ ^c

h i h
i h i h m

#

#
 (34)

gdzie ¦t (·|) oznacza g sto  rozk adu t-Studenta o niecentralno ci 0, precyzji v/(v – 2) 
i v stopniach swobody. Symbolem ¦N (·|c, d) oznaczono g sto  rozk adu normalnego 
o redniej c i wariancji d.

Oznaczmy przez p (p(i)), i = 1, 2, 3 g sto  a priori wektora p(i) oraz za ó my, 
e g sto  cznego rozk adu a priori wektora parametrów jest iloczynem g sto ci 

brzegowych jego wspó rz dnych.
Bayesowski model statystyczny z losow  redni  i zak óceniami losowymi typu 

GARCH(1,1) oraz z warunkowym rozk adem normalnym, ma nast puj c  posta :

 , , , ,p y p y p p( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1d r d r d r r=_ _ _ ^i i i h  (35)

natomiast gdy zak ócenia losowe w modelu LL s  procesem SV, mo na go zapisa  
jako:
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 , , , , .p y h p y h p h p h p( ) ( ) ( )3 33d r d d r r=_ _ _ _ ^i i i i h  (36)

Je eli zak ócenia losowe w modelu LL s  procesem GARCH(1,1) z warunkowym 
rozk adem t-Studenta, bayesowski model statystyczny przyjmuje posta :

 , , , , ., ,p y p y p p pz z z z( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 22 2d r d d r rr r=_ _ _ _ ^i i i i h  (37)

Przez d, z i h oznaczono wektory zmiennych ukrytych d = (d1, …, dT)', 
z = (zszum, zstan)', zszum = (zszum,1, …, zszum,T), zstan = (zstan,1, …, zstan,T) oraz , ,h h h

'
tanszum

SV
s
SV= _ i  

, , ,h h h ,, zum Tszum
SV

szum
SV

s
SV

1 f= _ i  , , .h h h ,,1tan tan tan Ts
SV

s
SV

s
SVf= _ i

W podej ciu bayesowskim, informacja, na temat wszystkich nieznanych wielko ci, 
wyra ana jest za pomoc  rozk adów prawdopodobie stwa, a podzia  na sta e (nie-
zmienne w czasie) i zmienne parametry, tzn. traktowane jako proces stochastyczny, jest 
wy cznie kwesti  interpretacji ([6] i [16]). W modelu bayesowskim zmienne ukryte, 
w tym tzw. parametry losowo zmienne w czasie, traktowane s  po prostu jako dodat-
kowe parametry. Od strony formalnej, nie ró ni  si  one niczym od pozosta ych para-
metrów wyst puj cych w modelu, dlatego te  ich estymacj  przeprowadza si  w taki 
sam sposób, jak estymacj  pozosta ych parametrów. To, co wyró nia model (bayesowski) 
ze zmiennymi ukrytymi od innych modeli, to niew tpliwie jego hierarchiczna struktura 
oraz liczba estymowanych parametrów, która jest nieraz wi ksza, czasami kilkakrotnie, 
od liczby dost pnych obserwacji.

Ta b e l a  1

Rozk ady a priori dla parametrów w modelach LL

Parametr Przyj ty rozk ad a priori Hiperparametry U yty w modelu

a1,szum(stan)

i b1,szum(stan)

Jednostajny w obszarze stacjonarno ci

i dodatnio ci warunkowej wariancji

LL-GARCH,

LL-GARCH-Student

vszum(stan) Uci ty Cauchy’ego, vszum(stan) > 2 LL-GARCH-Student

rszum(stan)
Uci ty normalny

, ,N 2n vt t` j  rszum(stan) Î (–1,1)

mr = 0,9,

12v =t
LL-SV

( )tanszum s
2c

Odwrócony gamma

IG (c, d), , , 0>( )tanszum s i
2 2 2c v ~

c = 0,01,

d = 0,01
LL-SV

ród o: opracowanie w asne.

Aby bayesowski model statystyczny by  kompletny nale y okre li  rozk ady a priori. 
W tym przypadku przyj to dla wszystkich parametrów, jako rozk ady a priori, rozk ady 
w a ciwe w wi kszo ci wyra aj ce nik  wiedz  badacza na temat ich prawdziwych 
warto ci. Wyj tkiem jest tu rozk ad a priori wspó czynnika autoregresji w równaniu 
warunkowej wariancji procesu SV, który ma uci ty rozk ad normalny z parametrem 
mr = 0,9 oraz rozk ad a priori dla stopni swobody, który bardzo faworyzuje rozk ad 
normalny. Poniewa  wcze niejsze wyniki bada  zamieszczone w [7], [20] i [21], wska-
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zuj  na siln  autokorelacj  w równaniach warunkowej wariancji, postanowiono przyj  
informacyjny rozk ad a priori dla rszum(stan), w którym parametr mr sugeruje znaczn  
persystencj  zmienno ci. Rozk ady a priori zmiennych ukrytych, tj. wektora warun-
kowych rednich d i wektora h dla procesu SV, wynikaj  bezpo rednio z hierarchicz-
nej struktury rozpatrywanych modeli, dlatego te  pomini to je w opisie (por. [11]). 
Szczegó owe informacje na temat rozk adów a priori zawiera tabela 1.

Tak zadana struktura aprioryczna, w wi kszo ci przypadków, prowadzi do stan-
dardowych warunkowych rozk adów a posteriori, poniewa  s  to na ogó  rozk ady 
normalne lub odwrócone rozk ady gamma. Umo liwia to bezpo rednie losowanie i tym 
samym atwe i szybkie uzyskanie próby losowej. Pe ne warunkowe rozk ady a posteriori 
parametrów oraz zmiennych ukrytych, dla omawianych tu modeli, przedstawia tabela 2.

W wi kszo ci przypadków przyj te rozk ady a priori, zamieszczone w tabeli 1, 
prowadz  do standardowych rozk adów a posteriori, takich jak uci ty rozk ad normalny 
(dla wspó czynnika autoregresji rszum(stan)) lub odwrócony rozk ad gamma (dla warian-
cji 

( )tanszum s
2c  i zmiennych ukrytych zszum(stan),t). Równie  rednia {dt}, przedstawiona 

równaniami (38)-(43), ma warunkowy normalny rozk ad a posteriori.
Pe ne warunkowe rozk ady a posteriori dla liczby stopni swobody nie nale  do 

adnej znanej standardowej klasy rozk adów. Równie  parametry struktury GARCH 
oraz warunkowa wariancja dla procesu SV wymagaj  dodatkowego schematu loso-
wania, wewn trz procedury Gibbsa. W tym przypadku by  to algorytm Metropolisa 
i Hastingsa. W literaturze polskiej, tego typu zagadnienia omawia np. Pajor [19].

Ta b e l a  2

Warunkowe g sto ci a posteriori dla estymowanych parametrów w modelach LL

Parametr Warunkowa g sto  a posteriori

a1,szum i b1,szum , , , , , ,p a b y z f y z p a b, , , , ,szum szum szum N
t

T

t t szum t t szum szum1 1 0
2

1

2
1 1\d v d v

=

` ` ^j j h%

a1,stan i b1,stan , , , , , , ,p a b y z f z p a b1, 1, , 1, 1,tan tan tan tan tan tans s s N
t

T

t t s t t s s0 0
2

1
1

2\d d d~ ~d
=

-` ` ^j j h%

vszum , expp v y z
v v

z z

v

v2

2

2 2

2

1

1
/

, ,
szum szum

szum

t

T v
szum

szum t

v

szum t

szum

szum1

2

2
1

2

szum szum

\ C
-

-
-

+
=

- +` b cj l m; E * 4%

vstan , expp v y z
v v

z z

v

v2

2

2 2

2

1

1
/

, ,
an tan

tan

tan tan

tan

tan
t

tan
s s

s

t

T v
s

s t

v

s t

s

s1

2

2
1

2

tan tans s

\ C
-

-
-

+
=

- +` b cj l m; E ) 3%

rszum

, , ,

,f

p y h h

h

h h

h

,

,
,

,
,

,

,
,

N szum

szum szum
SV

szum
SV

szum

szum t
SV

t

T

szum

szum szum t
SV

t

T

szum t
SV

szum t
SV

t

T

szum

szum

0
2

2
1

2

1

2

2 2
1

2

1

2
1

2

1

2

2 2

\

\

t

t c

v c

n c v

v c

v c

+

+

+t

t t

t

t

-
=

-
=

-
=

J

L

K
K
K
K
K

`
N

P

O
O
O
O
O

j

/

/

/
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Parametr Warunkowa g sto  a posteriori

rstan

, , ,

,f

p y h h

h

h h

h

,0

, 1
,

, 1
,

,

, 1
,

tan tan tan tan

tan

tan tan

tan tan tan

tan

tan

tan

N s

s s
SV

s
SV

s

s t
SV

t

T

s

s s t
SV

t

T

s t
SV

s t
SV

t

T

s

s

2

2 2

1

2

2 2 2

1

2 2

1

2

2 2

\

\

t

t c

v c

n c v

v c

v c

+

+

+t

t t

t

t

-
=

-
=

-
=

J

L

K
K
K
K
K

`
N

P

O
O
O
O
O

j

/

/

/

( )tanszum s
2c

, , ,

,f

h

p y h h

T c
h d

2

2

2

2( ) ( ),

) )( ) ( ,0 ( ( )

( )

( ), tan tan

tan tantan tan

tan

tan szum s szum s t
SV

IG

szum s szum s
SV

szum s
SV

szum s

szum s

szum s t
SV

t

T

1

2

2

2

1

t

c t

c

-

=

+
+

c
c-

=

J

L

K
K
K

a
` N

P

O
O
O

k
j/

zszum,t , , , , /p z y v f z
v y

v
2

1
2 2, ( ) ,szum t t szum IG szum t

szum

t

t t

szum2 2

2

d r
v

d
=

+ -
+ -` ^ffj h p p

zstan,t , , , , , , /p z y v f z
v

v
2

1
2 2, ( ) ,tan tan tan

tan
tans t t t s IG s t

s

t

t t

s0 1 2 2

1
2

d d d r
~

dd
=

+ -
+ --

-` ^ffj h p p
dt Patrz wzory (38)-(43), zamieszczone w g ównym tek cie artyku u.

h ,szum t
SV

, , , , ,

,exp exp
h

y

p h y h h h

h Var h s
1

2

1
2
1

,
, ,

, , , , ( )

,
,

szum t
SV

t

t t

szum t
SV

t szum
SV

szum t
SV

szum t
SV

szum t
SV szum t

SV
t0 5 2

0 1 1 3

2

\

v

d

d r

-
-

- -
c

- +a
^ `

k
h j* )4 3

gdzie st i VARg wyra aj  si  wzorami:

/ , ,s h h Var1
1, ,t szum szum t

SV
szum t
SV

szum
szum

szum

1 1
2

2

2

t t
t

c
= + + =

+c+ -` `j j  dla t = 1, …, T – 1

oraz , ,s h Var,T szum szum t
SV

szum1
2t c= =c-  dla t = T, por. [19].

h ,tans t
SV

, , , , , , ,

,exp exp

p h y h h h

h h Var h s
1

2

1
2
1

, ,0 , 1 , 1 ( )

,
, ,

,
,

tan tan tan tan

tan tan
tan

s t
SV

t t s
SV

s t
SV

s t
SV

s t
SV

t

t t

s t
SV s t

SV
t

0 1 3

0 5 2

1
2

\d d d r

d

~

d
-

-
- -

c

- - +

-

a
^ `

k
h j* )4 3

gdzie st i VARg wyra aj  si  wzorami:

/ , ,s h h Var1
1, 1 , 1tan tan tan tan

tan

tan
t s s t

SV
s t
SV

s
s

s2
2

2

t t
t

c
= + + =

+c+ -` `j j  dla t = 1, …, T – 1

oraz , ,s h Var, 1tan tan tanT s s t
SV

s
2t c= =c-  dla t = T, por. [19].

ród o: obliczenia w asne.

W modelach LL-GARCH, LL-GARCH-Student i LL-SV mamy nieobserwowaln  
redni  {dt} oraz warunkow  heteroskedastyczno  w równaniu obserwacji i stanu. 

Mimo to losowania dla {dt} mo na przeprowadzi  bardzo atwo, poniewa  warun-
kowe rozk ady a posteriori maj  rozk ad normalny, tym samym losowanie z pe nych 

c d .  t a b e l i  2
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warunkowych rozk adów zmiennej ukrytej dt (t = 1, …, T) jest bardzo proste i w pe ni 
zautomatyzowane. Poni ej przedstawiono warunkowe g sto ci a posteriori zmiennej 
{dt}, w zale no ci od modelu opisuj cego warunkow  heteroskedastyczno .

W modelu LL-GARCH-Student, zmienna {dt} ma nast puj c  g sto  a posteriori:

 , , , , , , , , , , ,p y z z z f g Var( ) , , , 1tan tant t t t szum t s t s t N t
2 2

2 0 1 1 t t
d v ~ r d d d d= d d- + +_ _i i  (38)

 ,g
z z z z z

z z z y z z

, , , , , 1

, , , , , 1

tan tan tan tan

tan tan tan

t szum t t s t t s t t s t t s t

t szum t t t szum t t t s t t t s t t s t

1
2

1
2 2 2

1
2

2
1 1

2
1 1

2 2
1

2

t v ~ ~ ~ ~

v d v d ~ ~ ~
=

+ +

+ +

d
+ + + +

- + + + + +_
_

i
i

 (39)

 ,
z z z z z

z z z
Var

, , , , , 1

, , , 1

tan tan tan tan

tan tan

t szum t t s t t s t t s t t s t

t szum t t s t t s t

1
2

1
2 2 2

1
2

2 2
1

2

t v ~ ~ ~ ~

v ~ ~
=

+ +d
+ + + +

+ +_ i  (40)

dla t = 1, …, T – 1.
Dla ostatniej obserwacji t = T, mamy:

 , , , , , , , ,p y z z f g Var( ) , ,tantanszum szum s NT T T T T Ts
2

2 1
2

T T
d v r d dv = d d-_ _i i  (41)

gdzie rednia i wariancja s  równe:

 ,g
z

z y z

,

, ,

tan

tan

T T s T

T szum T T T T s T
2 2

2
1

2

T v ~

v d ~
=

+

+
d

-  (42)

 .
z

z z
Var

,

, ,

tan

tan

T T s T

T szum T T s T
2 2

2 2

T v ~

v ~
=

+d  (43)

W modelu LL-GARCH, we wzorach (38)-(43) wystarczy na o y  warunki ograni-
czaj ce, tj. przyj , e zstan,t = 1 oraz zszum,t = 1 dla t = 1, …, T. Podobnie post pujemy 
w modelu LL-SV, jednak w tym przypadku nale y pami ta , e po lewej stronie rów-
nania (38) i (41) trzeba dodatkowo uwzgl dni  wektor zmiennych ukrytych hSV.

4. PRZYK AD EMPIRYCZNY

Przedmiotem analizy by y notowania cen akcji spó ki ywiec w okresie od 3 stycznia 
2007 do 30 czerwca 2009 roku. Wybór spó ki ywiec nie by  przypadkowy, poniewa , 
po pierwsze, jest to spó ka, która ma stopy zwrotu zbli one do procesu IMA(1,1), co 
jest konieczne aby my mogli rozwa a  model lokalnego poziomu (por. (6)-(8)), po 
drugie, jest to spó ka o stosunkowo du ej p ynno ci.

Badany szereg czasowy sk ada  si  z T = 605 dziennych obserwacji. Jego wykres, 
typowy dla spó ek gie dowych, wraz z logarytmicznymi stopami zwrotu przedstawia 
rysunek 1. atwo mo na zauwa y , e na prze omie sierpnia i wrze nia 2007 nast pi  
gwa towny wzrost poziomu cen, osi gaj c maksymalna kwot  725 z , z kolei w na-
st pnych miesi cach widoczna jest trwa a tendencja spadkowa wraz z okresowym 
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nasileniem zmienno ci. Na rysunku 2 przedstawiono warto ci funkcji autokorelacji 
(ACF) i autokorelacji cz stkowej (PACF). Wst pne wyniki wskazuj , e stopy zwrotu 
cen spó ki ywiec cechuj  si  niewielk , aczkolwiek istotn , ujemn  autokorelacj  
rz du pierwszego i brakiem autokorelacji wy szych rz dów, co mo e sugerowa , e 
mamy do czynienia z realizacj  procesu lokalnego poziomu.
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Rysunek 1. Ceny akcji spó ki ywiec oraz ich logarytmiczne stopy zwrotu
w okresie od stycznia 2007 do czerwca 2009

ród o: obliczenia w asne na podstawie informacji umieszczonych w serwisie gie dowym Domu Maklerskiego BO : www.bossa.pl
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Rysunek 2. Warto ci funkcji autokorelacji (ACF) i autokorelacji cz stkowej (PACF) dla logarytmicznych 
stóp zwrotu. Przerywan  lini  zaznaczono doln  i górn  granic  95% przedzia  ufno ci

ród o: obliczenia w asne.

W dalszej kolejno ci dokonano estymacji parametrów wybranych modeli bayesow-
skich oraz porównano ich moc obja niaj c . Analiz  obj to logarytmy cen akcji spó ki 

ywiec, zgodnie z formu  yt = 100 ln (Pt), gdzie Pt oznacza cen  zamkni cia. Nale y 
podkre li , e za pomoc  Dyt = 100 ln (Pt) – 100 ln (Pt–1) opisano logarytmiczne stopy 
zwrotu, a logarytmy cen yt traktuje si  jako realizacje procesu zintegrowanego w stop-
niu pierwszym. Oznacza to, e w przypadku modelu lokalnego poziomu modelujemy 
logarytmy cen, a nie, jak to ma najcz ciej miejsce w badaniach empirycznych, ich 
pierwsze przyrosty.
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Rozwa ono trzy nast puj ce modele lokalnego poziomu: LL-GARCH-Student, 
LL-GARCH i LL-SV. W celach porównawczych poddano dodatkowo analizie podsta-
wowy model stochastycznej zmienno ci, zgodnie z równaniem:

 , , ,y y N 0t t t t t0 1 1
2T T +{ { f f v= + +- _ i  (44)

gdzie , , ,N h0t t t t
2 2 2+f v v v=_ i  , ,exph h h ht t

SV
t
SV

t
SV

t1t g= = +-_ i  ( , ),1 1dt -  a tak e

, .N 0t
2+g c^ h

Model bayesowski wymaga za o e  a priori. Zatem dla wariancji g2 i s2 przyj to 
odwrócony rozk ad gamma z parametrami c = 0,01 i d = 0,01, a dla wspó czynni-
ków autoregresji j1 i r za o ono uci ty rozk ad normalny o redniej 0 i odchyleniu 
standardowym równym 1. Równie  sta a j0 ma rozk ad a priori, b d cy rozk adem 
normalnym o redniej 0 i odchyleniu standardowym równym 1.

Ta b e l a  3

Warto ci brzegowej g sto ci obserwacji, ranking modeli oraz informacje na temat liczby parametrów
i procesów ukrytych w modelach LL-GARCH-Student, LL-GARCH i LL-SV

Model

LL-GARCH-Student LL-GARCH LL-SV SV

Brzegowa

g sto  obserwacji
2,199E-65 2,789E-153 6,884E-09 3,505E-226

Ranking modeli 2 3 1 4

Liczba procesów

ukrytych
3 1 3 1

Liczba parametrów 6 4 4 5

ród o: obliczenia w asne.

W tabeli 3 znajduj  si  warto ci brzegowej g sto ci wektora obserwacji, b d ce 
podstaw  porównania mocy obja niaj cej modeli bayesowskich (zob. [16]). Poszczególne 
wielko ci obliczono za pomoc  metody Newtona i Raftery’ego [14] na podstawie miliona 
cykli Gibbsa, w tym 50 tys. cykli spalonych. Dla pocz tkowego stanu d0 przyj to warto  
równ  0. Warto  pocz tkowa warunkowej wariancji jest równie  traktowana jako usta-
lona i równa h 1( ),0tanszum s

GARCH =  dla procesu GARCH, i h 0( ),0tan
SV
szum s =  dla procesu SV.

Jak wida , pierwsze miejsce w rankingu uzyska  model LL-SV, w którym warunkowa 
rednia i wariancje traktowane s  jako odr bne procesy ukryte. Kolejny w rankingu 

model to model lokalnego poziomu, w którym zak ócenia losowe {et} i {ht} tworz  pro-
ces GARCH(1,1) z warunkowym rozk adem t-Studenta. Trzeci  pozycj  zaj  najprostszy 
model lokalnego poziomu, czyli LL-GARCH. Ostatnie miejsce w rankingu przypad o 
standardowemu modelowi SV. Czynniki Bayesa obliczone dla modelu LL-SV wzgl dem 
LL-GARCH-Student i LL-GARCH, przy jednakowych prawdopodobie stwach a priori, 
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wskazuj , e model LL ze zmienno ci  stochastyczn  jest o 56 rz dów wielko ci lepszy 
ni  model lokalnego poziomu z zak óceniami losowymi typu GARCH(1,1) i warunko-
wym rozk adem t-Studenta i a  o 144 rz dy wielko ci lepszy od podstawowego modelu 
LL-GARCH(1,1), z warunkowym rozk adem normalnym. Czynnik Bayesa obliczony dla 
modelu LL-SV wzgl dem SV wskazuje, e model LL-SV jest o 217 rz dów wielko ci 
lepszy ni  podstawowy model stochastycznej zmienno ci. Okazuje si  wi c, e najwi k-
sz  moc obja niaj c  uzyska  model LL-SV, czyli taki, w którym redni  i warunkowe 
wariancje traktuje si  jako odr bny proces stochastyczny, a nie, jak to ma miejsce w przy-
padku procesów AR lub GARCH jako deterministyczn  funkcj  przesz o ci procesu.

Ta b e l a  4

Informacje a posteriori o parametrach w modelach LL-GARCH-Student i LL-GARCH
oraz LL-SV, obliczone dla cen akcji spó ki ywiec w okresie od stycznia 2007 do czerwca 2009

LL-GARCH-Student

a1.szum b1.szum vszum a1.stan b1.stan vstan

0,1168

(0,0694)

0,5511

(0,2817)

2,7217

(0,1942)

0,0602

(0,0224)

0,8991

(0,0471)

2,7413

(0,2049)

LL-GARCH

0,1890

(0,0665)

0,4947

(0,1957)
–

0,1535

(0,0346)

0,7683

(0,0610)
–

LL-SV

rszum szum
2c – rstan tans

2c –

0,9855

(0,0097)

0,4287

(0,2536)
–

0,5901

(0,0897)

2,0223

(0,5098)
–

SV

j0 j1 s2 r g2 –

–0,0095

(0,0039)

–0,0051

(0,0041)

1,5789

(2,8125)

0,6979

(0,0065)

1,1898

(0,3103)
–

ród o: obliczenia w asne.

W tabeli 4 zawarto podstawowe informacje na temat rozk adów a posteriori esty-
mowanych parametrów, takich jak warto  oczekiwana oraz odchylenie standardowe 
(umieszczone poni ej warto ci oczekiwanej, w nawiasach pó okr g ych). Na podstawie 
najbardziej prawdopodobnego modelu, czyli LL-SV, mo na stwierdzi , e trwa o  
zak óce  losowych (szoków), w zmienno ci {et} jest bardzo du a, o czym wiadczy war-
to  wspó czynnika autokorelacji bliska warto ci jeden (rszum = 0,9855). W przypadku 
szoków w redniej, trwa o  zak óce  jest nieco mniejsza, poniewa  wspó czynnik auto-
korelacji dla warunkowej wariancji w równaniu stanu (rstan) wyniós  0,5901. Poniewa  
przyj to za o enie, e rozk ad a priori dla wspó czynnika autoregresji jest uci tym 
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rozk adem normalnym z parametrem mr = 0,9, uzyskane wyniki porównano z wynikami 
przy za o eniu, e mr = 0. W tym drugim przypadku warto  oczekiwana i odchylenie 
standardowe, dla parametru rszum by y równe odpowiednio 0,9854 i 0,0096, natomiast 
dla rstan wynios y 0,5794 i 0,0925. Jak wida  (zob. tabela 4), rozk ady a posteriori 
nie ró ni  si  zasadniczo kszta tem i po o eniem od rozk adów a posteriori obliczo-
nych przy innych za o eniach a priori. Oznacza to, e wst pne informacje na temat 
wspó czynnika autoregresji s  silnie zdominowane przez informacje zawarte w próbie.
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Rysunek 3. Mediany a posteriori dla dt (t = 1, …, 605), obliczone w modelu LL-SV

ród o: obliczenia w asne.

Rysunek 3 przedstawia ci g median a posteriori dla zmiennej dt (t = 1, …, 605), 
obliczony w modelu LL-SV. Przedzia y o najwy szej g sto ci a posteriori mia y bar-
dzo ma  rozpi to , dlatego zrezygnowano z ich prezentacji. Ma a, wzgl dna rozpi -
to  przedzia ów a posteriori wskazuje na du  precyzj  oszacowania. Równie  nie 
zamieszczono na tym rysunku logarytmów cen, poddanych modelowaniu, poniewa  ich 
warto ci bardzo mocno pokrywa y si  z przebiegiem median a posteriori. Traktowania 
redniej jako odr bnego procesu stochastycznego pozwala zatem na bardzo elastyczny 

opis dynamiki cen akcji.
Wyniki uzyskane dla parametrów struktury GARCH, w przeciwie stwie do para-

metrów struktury SV, wskazuj  na wi ksz  trwa o  zak óce  w procesie redniej, ni  
odchyle  od redniej. Warto  oczekiwana a posteriori liczby stopni swobody, w modelu 
LL-GARCH-Student, w równaniu obserwacji i stanu kszta tuje si  na zbli onym do 
siebie poziomie, tj. 2,7. Fakt, e niemal ca a masa prawdopodobie stwa a posteriori jest 
skupiona poni ej warto ci cztery oznacza, e dane silnie odrzucaj  hipotez  o istnieniu 
kurtozy rozk adów. Taka sytuacja wskazuje na rozk ad warunkowy, wyra nie ró ny od 
rozk adu normalnego i jednocze nie sygnalizuje wyst powanie obserwacji nietypowych.

Wyniki otrzymane dla podstawowego modelu stochastycznej zmienno ci s  typowe 
dla finansowych szeregów czasowych o dziennej cz stotliwo ci (por. [19]).

Rysunek 4 prezentuje przebieg median rozk adów a posteriori warunkowej warian-
cji, obliczony zgodnie ze wzorem (23). Warunkow  wariancj  obliczono w modelu lokal-
nego poziomu LL, w którym zak ócenia losowe s  procesem stochastycznej zmienno ci.
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Rysunek 4. Mediany rozk adów a posteriori dla warunkowej wariancji , ,Var y 2t t t t1
2 2T i ~ vW = +-` j

t = 1, …, 605, obliczone w modelu LL-SV

ród o: obliczenia w asne.

Jak wida  na rysunku 4, w miesi cach od sierpnia do pa dziernika 2007, a tak e od 
sierpnia 2008 do marca 2009 r. mo na zauwa y  znacz cy wzrost zmienno ci. Poniewa  
we wzorze (23) mo na dokona  dekompozycji zmienno ci na dwa odr bne procesy, 
interesuj ce wydaje si  wnikni cie, która zmienno , czy ta zwi zana z odchyleniami od 
redniej czy te  ta zwi zana ze redni  procesu, odgrywa a w tym przypadku wi ksz  

rol . Rysunek 5 opisuje przebieg median rozk adu a posteriori w równaniu obserwa-
cji, czyli zawiera graficzn  prezentacj , jak kszta towa a si  zmienno  odchyle  od 
redniej. Z kolei rysunek 6 zawiera przebieg median warunkowej wariancji w rów-

naniu stanu, czyli w równaniu redniej procesu. Jak wida  na rysunku 5, warunkowa 
wariancja mia a stosunkowo spokojny przebieg poza nielicznymi okresami gwa tow-
nego nasilenia zmienno ci. Szczególnie wyra nie uwidacznia si  to we wspomnianej 
ju  drugiej po owie 2008 r. i pierwszym kwartale 2009 r., kiedy to mia o miejsce 
za amanie si  g ównych wiatowych indeksów gie dowych oraz bardzo silne os abie-
nie z otego. Obserwowana w tym okresie du a zmienno  by a nast pstwem wzrostu 
wiatowej awersji do ryzyka, s abn cym sentymentem dla krajów rozwijaj cych si , 

i w konsekwencji odp ywem kapita u zagranicznego z tych krajów3. Równie  dwa 
wcze niejsze, widoczne na rysunku 5, podokresy mog  by  skutkiem wp ywu wydarze  
na mi dzynarodowym rynku finansowym, poniewa  pierwsze powa ne zaburzenia 
cen na rynku wiatowym pojawi y si  ju  w sierpniu 2007, a ich nast pstwem by a 
d ugotrwa a przecena cen akcji wraz z ich silnym wzrostem zmienno 4. Dotyczy o 
to zw aszcza ma ych i rednich spó ek, czyli m.in. spó ki ywiec. Z kolei na pocz tku 
2008 roku nast pi o wycofywanie rodków z funduszy inwestycyjnych, co zmusza o je 
do sprzeda y akcji i w ostateczno ci przyczyni o si  do pog bienia spadków i zwi k-
szenia niepewno ci na rynku gie dowym.

3 Analiza sytuacji gospodarczej w krajach Europy rodkowej i Wschodniej, Raport NBP, http://www.
nbp.pl/home.aspx?f=/publikacje/nms/nms.html (31.08.09).

4 Raport o stabilno ci systemu finansowego – czerwiec 2008 r., Raport NBP, http://www.nbp.pl/home.
aspx?f=/systemfinansowy/stabilnosc.html (31.08.09).
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Rysunek 5. Mediany rozk adów a posteriori dla warunkowej wariancji w równaniu obserwacji,
,exp h ,t szum t

SV2v = ` j  t = 1, …, 605, obliczone w modelu LL-SV

ród o: obliczenia w asne.

O ile dla odchyle  od redniej atwo mo na wyró ni  nieliczne podokresy zna-
cz cego wzrostu zmienno ci i tym samym powi za  je z wydarzeniami na rynkach 
finansowych, to w przypadku zmienno ci samej redniej, jak pokazuje przebieg median 
na rysunku 6, w ca ym badanym okresie wyst powa y liczne, krótkotrwa e przypadki 
nasilenia zmienno ci, których przyczyny trudno jednoznacznie ustali . Wydaje si  jed-
nak, e przynajmniej niektóre z nich mog y by  powi zane z czynnikami specyficznymi, 
zwi zanymi z dzia alno ci  spó ki. W przypadku ywca jako przyczyny zwi kszenia 
zmienno ci w redniej mo na wymieni : dobre wyniki spó ki w pierwszym pó roczu 
2007 roku, deklaracja o skupie w asnych akcji (we wrze niu 2007 i pa dzierniku 2008) 
oraz wyp ata dywidendy (w kwietniu 2008).
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Rysunek 6. Mediany rozk adów a posteriori warunkowej wariancji w równaniu stanu, ,exp h ,tant s t
SV2~ = ` j

t = 1, …, 605, obliczone w modelu LL-SV

ród o: obliczenia w asne.
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5. ZAKO CZENIE

W niniejszym artykule przedstawiono model lokalnego poziomu i jego bayesow-
sk  estymacj . Dla parametrów w modelu LL, analityczne wyznaczenie charaktery-
styk rozk adów a posteriori jest bardzo trudne, dlatego te  w prezentowanym artykule 
przedstawiono pe ny uk ad rozk adów warunkowych. Do ich oszacowania stosuje si  
metody Monte Carlo z a cuchami Markowa, a zw aszcza próbnik Gibbsa po czony, 
niekiedy z algorytmem Metropolisa i Hastingsa. Przyk ad empiryczny, zawarty w arty-
kule, dotyczy  modelowania szeregu cen akcji spó ki ywiec. Na podstawie uzyska-
nych wyników mo na stwierdzi , e modele lokalnego poziomu maj  znacznie wi ksz  
moc obja niaj c  ni  tradycyjny model stochastycznej zmienno ci, który zaj  czwarte, 
ostatnie miejsce w ród rozwa anych modeli. Traktowanie redniej w modelach LL, 
jako odr bnego procesu stochastycznego, a nie jako deterministycznej funkcji przesz o-
ci procesu zwi kszy o znacz co ich szanse a posteriori. Najbardziej prawdopodobny 

okaza  si  model LL-SV, czyli model, który zawiera a  trzy odr bne procesy ukryte. 
Przeprowadzone badania potwierdzaj  równie  traktowanie redniej jako procesu 
z zak óceniami typu SV. Okazuje si  wi c, e zarówno w opisie odchyle  od redniej, 
jaki i samej redniej mo na mówi  o okresach nasilenia zmienno ci. Wspomniane 
okresowe nasilenia zmienno ci mog  mie  swoje uzasadnienie w zmieniaj cych si  
czynnikach rynkowych.

Uniwersytet Miko aja Kopernika w Toruniu
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Praca wp yn a do redakcji we wrze niu 2009 r.

BAYESOWSKA ESTYMACJA MODELU LOKALNEGO POZIOMU O ROZK ADACH
DOPUSZCZAJ CYCH WARUNKOWY ROZK AD t-STUDENTA I ZMIENN  WARIANCJ

S t r e s z c z e n i e

 W artykule omówiono posta  i w asno ci modelu lokalnego poziomu, w którym zak ócenia losowe, 
w równaniu stanu i obserwacji, podlegaj  procesowi zmienno ci stochastycznej (SV) lub GARCH(1,1). 
Zasadniczym celem by o opracowanie metod numerycznych wykorzystywanych w schemacie wnioskowania 
bayesowskiego w kontek cie rozwa anych modeli. Przyk ad empiryczny, zawarty w artykule, dotyczy  wybranej 
spó ki notowanej na GPW w Warszawie. Uzyskane wyniki wskazuj , e najbardziej prawdopodobny okaza  
si  model LL-SV, który uzyska  znaczn  przewag  na standardowym modelem stochastycznej zmienno ci.

S owa kluczowe: Model lokalnego poziomu, bayesowskie testowanie modeli, warunkowa heteroske-
dastyczno

BAYESIAN ESTIMATION OF LOCAL LEVEL MODEL WITH STUDENT-t DISTURBANCES
AND TIME-VARYING CONDITIONAL VARIANCE

S u m m a r y

The paper presents the general LL (Local Level) model with time-varying conditional variance, recently 
proposed by Stock and Watson. The main purpose is to present the Bayesian estimation and model comparison 
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of different local level models with Normal GARCH, Student-t GARCH and SV disturbances. We are 
particularly interested how the different specifications of the conditional variance affect the explanatory 
power of a set of competing models. We apply the LL models to logarithmic transformations of the original 
prices of ywiec, Polish company listed on the WSE. The model selection and posterior estimates provide 
strong evidence in favor of a model with SV disturbances in the core component, and the transitory 
component.

Key words: Local level model, Bayesian Model Comparison, Conditional Heteroscedasticity


