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1. WSTEP

Model lokalnego poziomu (ang. Local Level Model; LL) jest znang od dawna kon-
strukcja modelowg, ktéra umozliwia bardziej elastyczne podejécie do opisu warunkowej
$redniej procesu. W tym przypadku Srednia traktowana jest jako odrebny proces sto-
chastyczny, i tym samym moze lepiej opisywaé gwaltowne wzrosty lub spadki poziomu
badanego zjawiska. Ze wzgledu na wlasnosci szeregéw czasowych, zwlaszcza finanso-
wych, w ciggu ostatnich dwudziestu lat zaczely pojawiaé sie prace, ktére modelujac
losowag w czasie $rednig, uwzglednialy jednocze$nie zmienng warunkows wariancje.
Autorami takich prac sa, na przyklad: Harvey, Ruiz i Sentana [9], Kim i Nelson
[10], Bos [2]. W ostatnich latach podjeto réwniez préby uwzglednienia warunkowej
zmienno$ci wariancji, nie tylko w réwnaniu obserwacji, ale réwniez w réwnaniu dla
$redniej. Tego typu konstrukcje modelowg uzyto w [7] i [23] do opisu kwartalnych
danych wskaznika cen konsumenta CPI w Stanach Zjednoczonych, a takze w [20]
i[21] dla kursu brytyjskiego funta wzgledem euro. We wspomnianych pracach auto-
rzy opisujg wlasnosci modelu lokalnego poziomu, w ktérym warunkowe wariancje,
w réwnaniu obserwacji i nieobserwowalnej $redniej, sg procesem GARCH(1,1) lub
zmienno$ci stochastycznej (ang. Stochastic Volatility; SV).

Prezentowany artykut bezposrednio nawigzuje do najnowszych publikacji dotycza-
cych modelu lokalnego poziomu, a takze jest ich rozszerzeniem. Artykut ten, po pierw-
sze, przedstawia pelna, taczng estymacje parametréw w modelu lokalnego poziomu
z réznymi rodzajami zaktécen losowych, w odréznieniu od publikacji [20], [21] i [23],
gdzie prawdopodobnie stosowano procedury dwuetapowe, tzn. w pierwszej kolejnosci
uzywano filtr Kalmana, a nastepnie po wyliczeniu zaklécen losowych, estymowano
parametry dotyczace struktury GARCH lub SV. Po drugie, artykut rozwaza zakl6cenia
losowe, ktére sg procesami GARCH(1,1) z warunkowym rozkladem ¢-Studenta. Po
trzecie, przedstawione badania dotycza aktywow notowanych na gietdzie papieréow
warto$ciowych, a jak dotad, mato wiadomo na temat empirycznych wtasnoéci modelu
lokalnego poziomu dla tego typu danych.

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2009-2011 jako projekt badawczy numer
N N111 431737. Autor dzigkuje anonimowemu recenzentowi za bardzo wnikliwe uwagi i poprawki. Adres
elektroniczny: jkwiat@umbk.pl
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Uktad artykutu jest nastepujacy. W cze$ci drugiej przedstawiono postaé i wlasnosci
modelu lokalnego poziomu. Oprdcz rysu historycznego oméwiono réwniez najnowsze
badania w tym zakresie. W czeSci trzeciej przedstawiono bayesowska analize modelu
lokalnego poziomu. Ostatnia, czwarta cze$¢ zawiera badania empiryczne dotyczace
szeregu notowan wybranej spotki gietdowej. Calos¢ pracy koniczy wniosek.

2. POSTAC I WEASNOSCI MODELU LOKALNEGO POZIOMU

Model lokalnego poziomu ma dluga tradycje i dobrze ugruntowang pozycje
w analizie szeregéw czasowych. Jest on na przyklad wykorzystywany w interpretacji
popularnej metody prognozowania znanej jako wyréwnywanie wyktadnicze, czesto
stosowanej w ekonometrii (zob. np. [13]). Model LL jest réwniez najprostszym mode-
lem przestrzeni stanéw. Jego wlasno$ci mozna znalez¢é w licznych publikacjach: [4],
[8], [11], [20] oraz [24]. Ma on nastepujaca postaé:

v, =0,+¢,{e}~ D(0,07), (1)
6,=0,_,+n,{n}~ D(O, a)f) oraz 0, = 0. ()
W modelu tym przez y,, dla ¢t =1, ..., T, oznaczono obserwacje zmiennej zaleznej,

a D(0,07) i D(0, w}) oznaczajg dowolne rozklady o wartosci oczekiwanej réwnej zero

i wariancji, odpowiednio ¢? i w?. Procesy {e;} i {15} sa niezalezne dla wszystkich s i t.
W modelu LL zmienng {d,} traktuje sie jako odrebny proces stochastyczny, natomiast
zakl6cenia losowe {¢;} i {n;} mogg by¢ procesami typu GARCH lub SV. W modelach
przestrzeni stanéw réwnanie (1) nosi nazwe réwnania obserwacji, natomiast réwna-
nie (2) - rOwnania stanu.

Najczesciej przyjmuje sie zaltozenie, ze zaréwno {¢;} jak i {5;} sa ciggami nieza-
leznych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym i skofczonej wariancji. Mamy
wtedy 0? = 02 oraz w? = »? i model (1)-(2) redukuje si¢ do podstawowego, tradycyj-
nego modelu lokalnego poziomu:

¥, =0,+¢, {g} ~ N(0,0?), (3)

6t = 6:—1 + 7 {77:} ~ N(O,a)z), (4)
w ktérym {d,} jest procesem bladzenia przypadkowego.

Istnieje kilka réznych sposobdéw interpretacji podstawowego modelu lokalnego
poziomu (3)-(4). Po pierwsze, model LL moze by¢ interpretowany jako model, w kt6-
rym, jak juz wspomniano, $rednia {d;} jest odrebnym procesem stochastycznym. Po
drugie, jezeli bedziemy iteracyjnie podstawiali réwnanie stanu (4) do réwnania obser-
wacji (3) otrzymamy:

t
yz:5r+z77i+5o~ 5)
i=1
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Zmienna obserwowana y; jest zatem sumg dwdch sktadnikéw: bigdzenia przypad-
kowego i biatego szumu. Site poszczegdlnych sktadnikéw mozna wyrazi¢ jako stosunek
wariancji w réwnaniu stanu, do wariancji w réwnaniu obserwacji, tj. r = w?/02. Nosi
on nazwe relacji sygnatu do szumu (ang. signal-to-noise ratio) i jest dobrze znany
w modelach przestrzeni stanéw. Dla r - «, model LL sprowadza sie do szeroko zna-
nego w literaturze finansowej modelu btgdzenia przypadkowego. Na podstawie sily
wplywu btadzenia przypadkowego, w stosunku do szumu, mozna okresli¢, na przyklad,
stopiefl integracji badanego procesu (por. [12])2.

Po trzecie, podstawiajgc réwnanie stanu (4) do réwnania obserwacji (3)
mozna zauwazy¢, ze model LL ma taka samg autokorelacyjng strukture jak model
ARIMA(0,1,1):

U
v=1-pte e U-Dy =n+0-LDe, (6)
czyli:
Ay, =n,+ Ag,. (7)

Dokonujac prostych przeksztalcen, West i Harrison [24] wykazali, ze pierwsze
przyrosty procesu lokalnego poziomu {Ay,}, sa réwnowazne procesowi $redniej rucho-
mej, ze wspdtczynnikiem 9

Ay, =&+ 9 (8)

gdzie 9=1—r(v1+4/r —1)/2, zatem -1 < 9 < 0. Oznacza to, ze funkcja autoko-
relacji procesu {Ay,} przyjmuje istotng, ujemng warto$¢ dla rzedu pierwszego i zera
dla pozostalych, natomiast funkcja autokorelacji czastkowej wraz ze wzrostem op06z-
niei, dazy do zera w tempie wykladniczym. Ujemna autokorelacja pierwszych réznic
wystepuje najczesciej jako skutek blednej identyfikacji procesu. Przyjecie zbednego
réznicowania dla stacjonarnego procesu AR(1), moze powodowaé jego identyfikacje
jako MA(1) z ujemna autokorelacjg rzedu pierwszego (por. [22]). Jednak w tym przy-
padku, ujemna zalezno$¢ autokorelacyjna nie jest nastepstwem blednej identyfikacji,
ale efektem procesu generujacego dane.

W modelu LL, do opisu zmiennoSci zaktécen losowych, mozna postuzy¢ sie struk-
turg GARCH(1,1) w postaci:

{e} ~ N(0,07) i {n,} ~ N(0,07), 9)
gdzie:
07 = G 107 = MG, (10)

2 Inne, cickawe zastosowanie relacji sygnatu do szumu w klasyfikacji polskich szeregéw finansowych
przedstawiaja Doman i Doman [3].
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GARCH — GARCH 2
hszum,t - bl,szumhszum,tfl + aO,.szum + al,szum (Egtf l) ’ (1 1)
GARCH _— GARCH 2
hxtan,l - bl,.\‘tunhxmn,tfl + a(),xtan + al,,\‘tun (E7]t7 1) ’ (12)

wraz ze standardowymi zatozeniami zapewniajacymi dodatnio$¢ i skoniczonoéé warun-
kowych wariancji (por. [1]):

1—b (13)

a(),xzum(stan) = 1,szum(stan) — al,szum(xran)’

bl,szum(xtan) = 0’ al,szum(xtan) = O’ al,szum(stan) + bl,szum(xtan) <1 (14)

oraz var(e) = 1ivar(y) = 1 oraz E(hGNl ) )= 1.

W odréznieniu od podstawowego modelu GARCH, w réwnaniach (11) i (12), kwa-
draty zakltécen losowych {¢;} i {5;} musza by¢ zastgpione ich przyblizeniem, poniewaz
w réwnaniu obserwacji (2) wystepuja zmienne ukryte {d;}, co oznacza, ze réwniez
nie mozna uzyskaé realizacji {¢;} i {n;}. Dlatego tez jako ich przyblizenie, w tym
przypadku, uzyto:

e, = E(&|y)=y,—E(6,]y). (15)
1= E(013) = F(3.9)~ E(01 ) 19

gdzie E (-|y) jest warto$cig oczekiwang a posteriori.

Modele lokalnego poziomu ze sktadnikami losowymi typu GARCH(1,1) i warun-
kowym rozktadem normalnym oznaczono jako LL-GARCH.

Rozszerzmy model lokalnego poziomu o rozktady dopuszczajace warunkowy roz-
ktad z-Studenta. Zakt6cenia losowe majg wtedy nastepujacg postac:

1% . vV,
{‘St} ~t O’ Si"" 2 Vszum 1 {7][} ~1 0’ e 29 vstan ’ vszum(stan) > 2’ (17)
(Vszum 2)Gt (V 2)60[

stan

gdzie t (a, w, v) oznacza jednowymiarowy rozktad Studenta o niecentralnosci a, precyzji
w i stopniach swobody v (por. [18]). Model ten oznaczono jako LL-GARCH-Student.

Nastepnym wariantem jest model LL, w ktérym zaklécenia losowe sg procesem
zmienno$ci stochastycznej SV:

hSV = hSV + §vzum,t’ (18)

szum,t ‘Oxzum szum,f— 1
hft‘;n,t = pstanh?;‘t;n,t—l + é‘Stan,t’ (19)
gdzie {g} ~ N(0,07) i {n,} ~ N(0,0}), 07 =exp(hl,, ) i o] =exp(hl,,) oraz

. ~ 2
'Oszum(xtan) & (_ 1’ 1)’ a takze g\*zum(s‘tan) N (O’ 7vzum(.vwn))'
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Oznaczmy przez:

71'(1) = (Cl b bl,x[an)" (20)

1, szum’ l,xzum’al,stan’

77(2) = (al,s‘zum’ bl,szum’ vszum’ al,stan’ bl,stan’ vstan) (2 1)

wektory nieznanych parametréw w modelu LL-GARCH i LL-GARCH-Student oraz
przez:

— 2 2 !
T3y = (pxzum’ Y saum> Vszum Cstan> ¥ stan than) (22)

wektor parametréw w modelu LL-SV.
Przy danym wektorze parametréw n(;) (i = 1, 2, 3) oraz calej przeszlosci procesu
¥, |, warunkowa wariancja, pierwszych przyrostow {Ay,;}, dla (1)-(2), jest réwna:

Var( Ay, |V, _ . 7)) = of + 207 (23)
lub w réwnowaznej formie:
Var<Ayt‘wt71’7z(i)) =07 (r+2), (24)

gdzie r, = w?/0? jest zmienng w czasie relacja sygnatu do szumu, natomiast warun-
kowa kowariancja miedzy Ay; i Ay,_; wynosi:

cov(AyrAyt_l‘IIft_l,ﬂ'(i)) =—02. (25)

Poniewaz wariancja warunkowa jest dodatnia, a kowariancja (25) ujemna, funkcja
autokorelacji rzedu pierwszego przyjmuje zawsze warto$¢ ujemna, i dodatkowo jest
zmienna w czasie:

_ 2
Gl

corr( Ay Ay, |V, 1) = W+ 207

(26)

Z kolei warunkowy wspétczynnik koncentracji, w modelu (1)-(2), jest réwny (zob.

[20]):

KAy, | W, 7p) = r2n, + 125+ 26, + 6(0% (1, — 1)+ 1)) 27)

(rti2)2[

gdzie k, ik, jest wspdtczynnikiem koncentracji odpowiednio dla {e;} i {5,}, natomiast
2, A e .. .
o] jest wspdtczynnikiem autokorelacji rzedu pierwszego procesu {6,2}
Zasadniczym wnioskiem, jaki wynika ze wzoru (27) jest to, ze przy dowolnej

wartos$ci r, koncentracja pierwszych przyrostéw, {Ay,}, jest mniejsza badZ réwna mak-

symalnej wartosci «; i &y, tj. /c( Ay,| W,fl,z(i)) < max(k,, &,).
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Posta¢ funkcji autokorelacji, dla kwadratéw pierwszych przyrostéw procesu
{(Ayt)z}, ma postaé:

r2o7 (i, = 1)+ (k. = )0, + 205 + 07 |)
r2(k, — 1)+ 8r2 +2(x, — 1)(1 + 3p§?) +4

O ((Ayt)z‘wt—l’”(i)) = ) (28)

dlar = 1, 2, ..., natomiast o, (77{2) jest wspélczynnikiem autokorelacji rzedu pierw-
szego 7.
t

W modelu LL-SV, w? i 0? sa mierzalne wzgledem W,_i. Z tego tez wzgledu, gdy
rozwazamy 7(3), we wzorach (23)-(28) nalezy dodatkowo uwzglgdni¢ warunkowanie
wzgledem w? i 07

Jezeli {¢;} i {n;} nie majg rozkltadu normalnego, ale nadal sg ciagiem niezalez-
nych zmiennych losowych, ktére majg skonczone pierwsze cztery momenty zwykle,
wspdtczynnik koncentracji redukuje si¢ do:

_ 1 2
K(Ay,) = o 2)2[r K, + 12r + 2+ 6|. (29)

Z kolei funkcja autokorelacji dla kwadratow {( A yt)z}, ma w tej sytuacji postac:

kK, —1
0 (AY) =1(r+2)* (k(Ay,)— 1) o= (30)
0, T = 2.

Przy zalozeniu normalnosci, warto$¢ funkcja autokorelacji rzedu pierwszego, redu-
kuje sig do o, (Ay,)? = (r+2)7%.

Oczywiscie dla zaktocenn losowych o rozkladzie normalnym, wystarczy, ze za «,
ik, podstawi si¢ warto$¢ 3, co ostatecznie daje « (Ay,) = 3.

Jak widaé¢ we wzorze (30), relacja sygnalu do szumu odgrywa wazng role w usta-
leniu wartosci wspétczynnika koncentracji, poniewaz w podstawowym modelu lokal-
nego poziomu (3)-(4), dla r = ©, mamy Ay, = #;, czyli proces bladzenia przypad-
kowego, a koncentracja jest identyczna jak dla {»;}, tzn. wzér (29) redukuje sie do
& (Ay,) =k = 3. Z kolei dla r = 0, mamy Ay, = Ae;, czyli {y,} jest procesem biatego
szumu, natomiast jego pierwsze przyrosty {Ay,} sa nieodwracalnym procesem biatego
szumu MA(1) z «x (Ayy) = 3.

W pozostalych przypadkach wspétczynnik koncentracji pierwszych przyrostéw
zalezy od: zamiennej w czasie relacji sygnatu do szumu, warto$ci wspo6tczynnika kon-

centracji proceséw {¢;} i {1,} oraz od warto$ci wspétczynnika autokorelacji pfg .

3. ESTYMACJA W PRZYPADKU ZMIENNEJ WARIANCJI I ROZKEADU ¢-STUDENTA

Zalozenie normalnosci w modelu (3)-(4) jest bardzo wygodne, poniewaz umozliwia
prosty automatyzm w algorytmie Kalmana. Jak jednak wiadomo z licznych badan
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empirycznych (np. [5]), w przypadku niektérych danych, zwlaszcza finansowych, warun-
kowa normalno$¢ i stala wariancja zaktocenia losowego nie jest w stanie skutecznie
opisa¢ zwiekszonej kurtozy i efektu skupienia zmiennos$ci. Dlatego tez istnieje potrzeba
stworzenia narzedzi, ktére z jednej strony zaktadajg losowo$¢ parametrow w $redniej,
z drugiej strony bazuja na rozkladach o grubszych ogonach niz rozklad normalny oraz
majg dodatkowo zmienng w czasie warunkowa wariancje.

Gdy zaklécenia losowe w modelu przestrzeni stanéw nie majg rozktadu normal-
nego, ale £-Studenta, nie istnieje prosta mozliwo$¢ zastosowania technik filtru Kalmana.
Problem ten mozna jednak stosunkowo tatwo rozwigzaé, poprzez wprowadzenie dodat-
kowej zmiennej ukrytej {z;}, tak aby zakl6cenia losowe mialy (warunkowy) rozktad
normalny:

{‘St | Zszum,t} ~ N(O’ Zs'zum,t) 2 ~ [G(V /2 (vszum - 2)/2)’ (31)

> Nszum,t szum ’
{7]1 ‘ ZS[[I”,[} ~ N(O’ ZSfllI’l,[)’ Zstan,t ~ IG(Vstan /2’ (VSI(l’l - 2)/2) (32)

Symbol IG (¢, d) oznacza odwrécony rozktad gamma o $redniej E (0) = df(c - 1),
dla ¢ > 1 i wariancji Var(0) = d?/[(c - 1)?2 (c - 2)], dla ¢ > 2. Jego gesto$¢ wyraza
si¢ wzorem:

e,d) = (5 0 Vexp(~§). 05>0,¢50,d50 (33)

fia (0

Aby wykazaé prawdziwo$¢ zalezno$ci (31)-(32), nalezy skorzysta¢ ze znanych
w literaturze przedmiotu tozsamosci (por. [15], str. 183; [1]). Calkujac wzgledem {z;}
otrzymujemy:

p(u,) = fp(u[ ‘ Zt)p(zz)dzz =
’ (34)

ff/v(”z 10.2,) fi (2 v/2. (v = 2)/2)dz, =ft<ul| O,ﬁ‘)z),\/),
0

gdzie f;(-|) oznacza gesto$¢ rozkladu z-Studenta o niecentralnosci 0, precyzji v/(v - 2)
i v stopniach swobody. Symbolem fy(-|c, d) oznaczono gesto$é rozktadu normalnego
o $redniej ¢ i wariancji d.

Oznaczmy przez p (n(;), i = 1, 2, 3 gestos¢ a priori wektora 7(;) oraz zalézmy,
ze gesto$é tacznego rozktadu a priori wektora parametrow jest iloczynem gestosci
brzegowych jego wspéirzednych.

Bayesowski model statystyczny z losowa $rednig i zakldéceniami losowymi typu
GARCH(1,1) oraz z warunkowym rozktadem normalnym, ma nastepujaca postac:

p(y, 0, ”(1)) = p(y d, ﬁ(l))p<6 | ﬁ(l))p(ﬂ(l)), (35)

natomiast gdy zakldcenia losowe w modelu LL sg procesem SV, mozna go zapisaé
jako:
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p(v.0.hm3)) = p(y] 8. h)p(d | h)p(h | 73))p(m)- (36)

Jezeli zaktocenia losowe w modelu LL sg procesem GARCH(1,1) z warunkowym
rozkltadem ¢-Studenta, bayesowski model statystyczny przyjmuje postaé:

P(3.0.2.7)) = p(]0. 2.7 Jp(0

Z 7T<2>)1”(Z | T2))P(T(2))- (37)

Przez 9, z i h oznaczono wektory zmiennych ukrytych 6 = (04, ..., d7),
= (Zszumr Zslan); Lszum = (Zszum,ly (XXM} Zszum,T)r Zstan = (Zslan,I; (EEN) Zslan,T) oraz h = (hiz‘;np h?t‘;n) B

hfz\;m = (hfgtm,l’ I hgz\;m,T)’ hftZﬂ = (hft‘(én,l’ T hft\;n,T)'

W podejéciu bayesowskim, informacja, na temat wszystkich nieznanych wielkos$ci,
wyrazana jest za pomoca rozktadéow prawdopodobienistwa, a podzial na stale (nie-
zmienne w czasie) i zmienne parametry, tzn. traktowane jako proces stochastyczny, jest
wylacznie kwestig interpretacji ([6] i [16]). W modelu bayesowskim zmienne ukryte,
w tym tzw. parametry losowo zmienne w czasie, traktowane sg po prostu jako dodat-
kowe parametry. Od strony formalnej, nie r6znig sie one niczym od pozostatych para-
metréw wystepujacych w modelu, dlatego tez ich estymacje przeprowadza sie w taki
sam sposob, jak estymacje pozostatych parametréw. To, co wyr6znia model (bayesowski)
ze zmiennymi ukrytymi od innych modeli, to niewatpliwie jego hierarchiczna struktura
oraz liczba estymowanych parametréw, ktora jest nieraz wieksza, czasami kilkakrotnie,
od liczby dostepnych obserwacji.

Tabela 1
Rozklady a priori dla parametréw w modelach LL
Parametr Przyjety rozktad a priori Hiperparametry Uzyty w modelu
art,szum(stan) Jednostajny w obszarze stacjonarno$ci LL-GARCH,

i D1 squm(stan) i dodatnio$ci warunkowej wariancji LL-GARCH-Student
Vzum(stan) Ucigty Cauchy’ego, Vzum(stan) > 2 LL-GARCH-Student
Ucigty normalny Uy = 0,9,

Pszumist LL-SV
saum(stan) N(ﬂm Gﬁ), Pszumstan) € (<1,1) 0'[2; =1
2 Odwré6cony gamma ¢ = 0,01,
7’szw'n(.smn) 2 PP LL-SV
1G (C' d)’ 7’.\\zz4m(.xlun)’(7 » W7 > 0 d= 0,01

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Aby bayesowski model statystyczny byt kompletny nalezy okresli¢ rozktady a priori.
W tym przypadku przyjeto dla wszystkich parametréw, jako rozktady a priori, rozktady
wlasciwe w wiekszosci wyrazajace niklg wiedze badacza na temat ich prawdziwych
warto$ci. Wyjatkiem jest tu rozklad a priori wspétczynnika autoregresji w réwnaniu
warunkowej wariancji procesu SV, ktéry ma uciety rozkltad normalny z parametrem
#p = 0,9 oraz rozklad a priori dla stopni swobody, ktéry bardzo faworyzuje rozktad
normalny. Poniewaz wcze$niejsze wyniki badan zamieszczone w [7], [20] i [21], wska-
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zuja na silng autokorelacje w rownaniach warunkowej wariancji, postanowiono przyjaé
informacyjny rozktad a priori dla pgyum(sian), W ktérym parametr u, sugeruje znaczng
persystencje zmienno$ci. Rozktady a priori zmiennych ukrytych, tj. wektora warun-
kowych $rednich 0 i wektora h dla procesu SV, wynikaja bezposrednio z hierarchicz-
nej struktury rozpatrywanych modeli, dlatego tez pominigto je w opisie (por. [11]).
Szczegbdtowe informacje na temat rozktadéw a priori zawiera tabela 1.

Tak zadana struktura aprioryczna, w wigkszosci przypadkéw, prowadzi do stan-
dardowych warunkowych rozktadéw a posteriori, poniewaz sg to na ogdét rozktady
normalne lub odwrécone rozktady gamma. Umozliwia to bezposrednie losowanie i tym
samym latwe i szybkie uzyskanie préby losowej. Pelne warunkowe rozktady a posteriori
parametréw oraz zmiennych ukrytych, dla omawianych tu modeli, przedstawia tabela 2.

W wigkszosci przypadkow przyjete rozktady a priori, zamieszczone w tabeli 1,
prowadzg do standardowych rozktadéw a posteriori, takich jak uciety rozktad normalny
(dla wspétczynnika autoregresji pgzm(sian)) lub odwrécony rozktad gamma (dla warian-
cji yfmm(mn) i zmiennych ukrytych zZs;um(sian),)- Roéwniez $rednia {d;}, przedstawiona
rownaniami (38)-(43), ma warunkowy normalny rozklad a posteriori.

Pelne warunkowe rozklady a posteriori dla liczby stopni swobody nie naleza do
zadnej znanej standardowej klasy rozktadéw. Réwniez parametry struktury GARCH
oraz warunkowa wariancja dla procesu SV wymagajg dodatkowego schematu loso-
wania, wewnatrz procedury Gibbsa. W tym przypadku byt to algorytm Metropolisa
i Hastingsa. W literaturze polskiej, tego typu zagadnienia omawia np. Pajor [19].

Tabela 2

Warunkowe ggstosci a posteriori dla estymowanych parametréw w modelach LL

Parametr Warunkowa gestosé a posteriori
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cd. tabeli 2
Parametr Warunkowa gesto$¢ a posteriori
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

W modelach LL-GARCH, LL-GARCH-Student i LL-SV mamy nieobserwowalng
$rednig {0;} oraz warunkowg heteroskedastyczno$¢ w réwnaniu obserwacji i stanu.
Mimo to losowania dla {0;} mozna przeprowadzi¢ bardzo tatwo, poniewaz warun-
kowe rozktady a posteriori majg rozktad normalny, tym samym losowanie z pelnych
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warunkowych rozktadéw zmiennej ukrytej o, (t = 1, ..., T) jest bardzo proste i w pelni
zautomatyzowane. Ponizej przedstawiono warunkowe gestoSci a posteriori zmiennej
{0;}, w zalezno$ci od modelu opisujgcego warunkowsa heteroskedastycznosé.

W modelu LL-GARCH-Student, zmienna {d;} ma nastepujaca gestos¢ a posteriori:
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W modelu LL-GARCH, we wzorach (38)-(43) wystarczy natozy¢ warunki ograni-
czajace, tj. przyjaé, ze Zgqan, = 1 oraz gy, = 1 dlat =1, ..., T. Podobnie postgpujemy
w modelu LL-SV, jednak w tym przypadku nalezy pamiectaé, ze po lewej stronie row-
nania (38) i (41) trzeba dodatkowo uwzgledni¢ wektor zmiennych ukrytych hSV.

4. PRZYKEAD EMPIRYCZNY

Przedmiotem analizy byly notowania cen akcji spétki Zywiec w okresie od 3 stycznia
2007 do 30 czerwca 2009 roku. Wybér spétki Zywiec nie byt przypadkowy, poniewaz,
po pierwsze, jest to spotka, ktéra ma stopy zwrotu zblizone do procesu IMA(1,1), co
jest konieczne aby$my mogli rozwaza¢ model lokalnego poziomu (por. (6)-(8)), po
drugie, jest to spétka o stosunkowo duzej ptynnosci.

Badany szereg czasowy sktadat sie z T = 605 dziennych obserwacji. Jego wykres,
typowy dla spétek gietldowych, wraz z logarytmicznymi stopami zwrotu przedstawia
rysunek 1. Latwo mozna zauwazyé, ze na przetomie sierpnia i wrze$nia 2007 nastgpit
gwaltowny wzrost poziomu cen, osiggajac maksymalna kwote 725 zI, z kolei w na-
stepnych miesigcach widoczna jest trwata tendencja spadkowa wraz z okresowym
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nasileniem zmienno$ci. Na rysunku 2 przedstawiono warto$ci funkcji autokorelacji
(ACF) i autokorelacji czastkowej (PACF). Wstepne wyniki wskazujg, ze stopy zwrotu
cen spolki Zywiec cechuja sie niewielka, aczkolwiek istotna, ujemna autokorelacja
rzedu pierwszego i brakiem autokorelacji wyzszych rzedéw, co moze sugerowad, ze
mamy do czynienia z realizacjg procesu lokalnego poziomu.

25 800
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o1 =+ 400
-+ 300
0 - 200
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Rysunek 1. Ceny akcji spotki Zywiec oraz ich logarytmiczne stopy zwrotu
w okresie od stycznia 2007 do czerwca 2009

Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie informacji umieszcezonych w serwisie gieldowym Domu Maklerskiego BOS: www.bossa.pl
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Rysunek 2. Warto$ci funkcji autokorelacji (ACF) i autokorelacji czgstkowej (PACF) dla logarytmicznych
stop zwrotu. Przerywang linig zaznaczono dolng i gérna granic¢ 95% przedzial ufnosci

Zrédlo: obliczenia wiasne.

W dalszej kolejnosci dokonano estymacji parametréw wybranych modeli bayesow-
skich oraz poréwnano ich moc objasniajacg. Analizg objeto logarytmy cen akcji spotki
Zywiec, zgodnie z formulg y, = 100 In (P,), gdzie P, oznacza cene zamkniecia. Nalezy
podkreslié, ze za pomocg Ay, = 100 In (P;) — 100 In (P,_1) opisano logarytmiczne stopy
zwrotu, a logarytmy cen y; traktuje sie jako realizacje procesu zintegrowanego w stop-
niu pierwszym. Oznacza to, ze w przypadku modelu lokalnego poziomu modelujemy
logarytmy cen, a nie, jak to ma najczesSciej miejsce w badaniach empirycznych, ich
pierwsze przyrosty.
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Rozwazono trzy nastepujace modele lokalnego poziomu: LL-GARCH-Student,
LL-GARCH i LL-SV. W celach poréwnawczych poddano dodatkowo analizie podsta-
wowy model stochastycznej zmiennos$ci, zgodnie z réwnaniem:

Ay, =@yt @ Ay, +e, g ~ N(0,07), (44)

gdzie €, ~ N(O, O‘f), 0?=0%h, h, = exp(hfv), WV =phV +&, 0 € (= 1,1), a takze

& ~ N(0,7).

Model bayesowski wymaga zatozen a priori. Zatem dla wariancji y2 i 02 przyjeto
odwrécony rozklad gamma z parametrami ¢ = 0,01 i d = 0,01, a dla wspdétczynni-
kéw autoregresji ¢q i p zalozono uciety rozktad normalny o $redniej 0 i odchyleniu
standardowym réwnym 1. Réwniez stala ¢y ma rozklad a priori, bedacy rozktadem
normalnym o $redniej 0 i odchyleniu standardowym réwnym 1.

Tabela 3

Warto$ci brzegowej gestosci obserwacji, ranking modeli oraz informacje na temat liczby parametrow
i proceséw ukrytych w modelach LL-GARCH-Student, LL-GARCH i LL-SV

Model

LL-GARCH-Student LL-GARCH LL-SV SV

Brzegowa
2,199E-65 2,789E-153 6,884E-09 3,505E-226
gesto$¢ obserwacji
Ranking modeli 2 3 1 4
Liczba proceséw
3 1 3 1

ukrytych
Liczba parametrow 6 4 4 5

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W tabeli 3 znajdujg sie warto$ci brzegowej gestosci wektora obserwacji, bedace
podstawa poréwnania mocy objasniajacej modeli bayesowskich (zob. [16]). Poszczegdlne
wielko$ci obliczono za pomocg metody Newtona i Raftery’ego [14] na podstawie miliona
cykli Gibbsa, w tym 50 tys. cykli spalonych. Dla poczatkowego stanu d¢ przyjeto wartosé
rowng 0. Warto$¢ poczatkowa warunkowej wariancji jest rowniez traktowana jako usta-

lona i rowna AZRCH =1 dla procesu GARCH, i h3y,, o = 0 dla procesu SV.

Jak wida¢, pierwsze miejsce w rankingu uzyskal model LL-SV, w ktérym warunkowa
$rednia i wariancje traktowane sg jako odrebne procesy ukryte. Kolejny w rankingu
model to model lokalnego poziomu, w ktérym zaklécenia losowe {e;} i {3;} tworzg pro-
ces GARCH(1,1) z warunkowym rozktadem ¢-Studenta. Trzecia pozycje zajal najprostszy
model lokalnego poziomu, czyli LL-GARCH. Ostatnie miejsce w rankingu przypadto
standardowemu modelowi SV. Czynniki Bayesa obliczone dla modelu LL-SV wzgledem
LL-GARCH-Student i LL-GARCH, przy jednakowych prawdopodobienistwach a priori,
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wskazuja, ze model LL ze zmienno$cig stochastyczng jest o 56 rzedéw wielkosci lepszy
niz model lokalnego poziomu z zakléceniami losowymi typu GARCH(1,1) i warunko-
wym rozkladem ¢-Studenta i az o 144 rzedy wielkosci lepszy od podstawowego modelu
LL-GARCH(1,1), z warunkowym rozktadem normalnym. Czynnik Bayesa obliczony dla
modelu LL-SV wzgledem SV wskazuje, ze model LL-SV jest o 217 rzedéw wielkosci
lepszy niz podstawowy model stochastycznej zmiennoSci. Okazuje sie wiec, ze najwiek-
sza moc objasniajaca uzyskal model LL-SV, czyli taki, w ktérym $rednig i warunkowe
wariancje traktuje sie jako odrebny proces stochastyczny, a nie, jak to ma miejsce w przy-
padku proceséw AR lub GARCH jako deterministyczng funkcje przesztosci procesu.

Tabela 4

Informacje a posteriori o parametrach w modelach LL-GARCH-Student i LL-GARCH
oraz LL-SV, obliczone dla cen akcji spotki Zywiec w okresie od stycznia 2007 do czerwca 2009

LL-GARCH-Student
a1.szum b1 szum Vszum al.stan b1 stan Vstan
0,1168 0,5511 2,7217 0,0602 0,8991 2,7413
(0,0694) (0,2817) (0,1942) (0,0224) (0,0471) (0,2049)
LL-GARCH
0,1890 0,4947 0,1535 0,7683
(0,0665) (0,1957) (0,0346) (0,0610)
LL-SV
2 2
Pszum saum - Pstan Vstan =
0,9855 0,4287 0,5901 2,0223
(0,0097) (0,2536) (0,0897) (0,5098)
SV
P0 P1 o2 p 72 -

-0,0095 -0,0051 1,5789 0,6979 1,1898
(0,0039) (0,0041) (2,8125) (0,0065) (0,3103)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W tabeli 4 zawarto podstawowe informacje na temat rozkladéw a posteriori esty-
mowanych parametréow, takich jak warto$¢ oczekiwana oraz odchylenie standardowe
(umieszczone ponizej wartoSci oczekiwanej, w nawiasach pétokraglych). Na podstawie
najbardziej prawdopodobnego modelu, czyli LL-SV, mozna stwierdzi¢, ze trwatosé
zaktocen losowych (szokéw), w zmiennosci {¢;} jest bardzo duza, o czym $wiadczy war-
to$¢ wspdlczynnika autokorelacji bliska wartosci jeden (pg;y, = 0,9855). W przypadku
szokéw w Sredniej, trwalos$¢ zaktocen jest nieco mniejsza, poniewaz wspoélczynnik auto-
korelacji dla warunkowej wariancji w réwnaniu stanu (p,;,,) wyniést 0,5901. Poniewaz
przyjeto zalozenie, ze rozktad a priori dla wspétczynnika autoregresji jest ucietym
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rozkladem normalnym z parametrem u,, = 0,9, uzyskane wyniki poréwnano z wynikami
przy zalozeniu, ze u, = 0. W tym drugim przypadku wartos¢ oczekiwana i odchylenie
standardowe, dla parametru pg;,,, byly réwne odpowiednio 0,9854 i 0,0096, natomiast
dla pgren, wyniosty 0,5794 i 0,0925. Jak widaé (zob. tabela 4), rozklady a posteriori
nie réznig sie zasadniczo ksztaltem i polozeniem od rozkltadéw a posteriori obliczo-
nych przy innych zalozeniach a priori. Oznacza to, ze wstepne informacje na temat
wspétczynnika autoregresji sg silnie zdominowane przez informacje zawarte w prébie.
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Rysunek 3. Mediany a posteriori dla d; (t = 1, ..., 605), obliczone w modelu LL-SV
Zrédto: obliczenia wiasne.

Rysunek 3 przedstawia cigg median a posteriori dla zmiennej o; (t = 1, ..., 605),

obliczony w modelu LL-SV. Przedzialy o najwyzszej gesto$ci a posteriori mialy bar-
dzo malg rozpietosé, dlatego zrezygnowano z ich prezentacji. Mala, wzgledna rozpie-
to$¢ przedziatow a posteriori wskazuje na duzg precyzje oszacowania. Réwniez nie
zamieszczono na tym rysunku logarytméw cen, poddanych modelowaniu, poniewaz ich
wartosci bardzo mocno pokrywaly si¢ z przebiegiem median a posteriori. Traktowania
$redniej jako odrebnego procesu stochastycznego pozwala zatem na bardzo elastyczny
opis dynamiki cen akgji.

Wyniki uzyskane dla parametréw struktury GARCH, w przeciwienistwie do para-
metréow struktury SV, wskazujg na wiekszg trwatosé zaktécen w procesie $redniej, niz
odchylen od $redniej. Warto$¢ oczekiwana a posteriori liczby stopni swobody, w modelu
LL-GARCH-Student, w réwnaniu obserwacji i stanu ksztaltuje sie na zblizonym do
siebie poziomie, tj. 2,7. Fakt, Ze niemal cala masa prawdopodobienstwa a posteriori jest
skupiona ponizej wartoSci cztery oznacza, ze dane silnie odrzucajg hipoteze o istnieniu
kurtozy rozktadow. Taka sytuacja wskazuje na rozktad warunkowy, wyraznie rézny od
rozktadu normalnego i jednoczes$nie sygnalizuje wystepowanie obserwacji nietypowych.

Wyniki otrzymane dla podstawowego modelu stochastycznej zmiennoSci sg typowe
dla finansowych szeregéw czasowych o dziennej czestotliwosci (por. [19]).

Rysunek 4 prezentuje przebieg median rozktadéw a posteriori warunkowej warian-
cji, obliczony zgodnie ze wzorem (23). Warunkowg wariancj¢ obliczono w modelu lokal-
nego poziomu LL, w ktérym zakt6cenia losowe sg procesem stochastycznej zmiennoSci.
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Rysunek 4. Mediany rozkltadéw a posteriori dla warunkowej wariancji Var( Ay, | v,_, 19) = w?+ 202,
t =1, ..., 605, obliczone w modelu LL-SV
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Zrédlo: obliczenia wiasne.

Jak widaé na rysunku 4, w miesigcach od sierpnia do pazdziernika 2007, a takze od
sierpnia 2008 do marca 2009 r. mozna zauwazy¢ znaczacy wzrost zmienno$ci. Poniewaz
we wzorze (23) mozna dokonaé¢ dekompozycji zmiennos$ci na dwa odrebne procesy,
interesujace wydaje sie wnikniecie, ktéra zmienno$¢, czy ta zwigzana z odchyleniami od
$redniej czy tez ta zwigzana ze $rednig procesu, odgrywata w tym przypadku wicksza
role. Rysunek 5 opisuje przebieg median rozktadu a posteriori w réwnaniu obserwa-
cji, czyli zawiera graficzng prezentacje, jak ksztaltowala sie zmienno$¢ odchylen od
$redniej. Z kolei rysunek 6 zawiera przebieg median warunkowej wariancji w réw-
naniu stanu, czyli w réwnaniu $redniej procesu. Jak wida¢ na rysunku 5, warunkowa
wariancja miata stosunkowo spokojny przebieg poza nielicznymi okresami gwaltow-
nego nasilenia zmienno$ci. Szczegblnie wyraznie uwidacznia sie to we wspomnianej
juz drugiej potowie 2008 r. i pierwszym kwartale 2009 r., kiedy to mialo miejsce
zalamanie si¢ glownych $wiatowych indeksow gieldowych oraz bardzo silne ostabie-
nie zlotego. Obserwowana w tym okresie duza zmienno$¢ byla nastepstwem wzrostu
Swiatowej awersji do ryzyka, stabngcym sentymentem dla krajéw rozwijajacych sie,
i w konsekwencji odplywem kapitalu zagranicznego z tych krajow3. Réwniez dwa
wcze$niejsze, widoczne na rysunku 5, podokresy moga by¢ skutkiem wptywu wydarzen
na miedzynarodowym rynku finansowym, poniewaz pierwsze powazne zaburzenia
cen na rynku $wiatowym pojawily sie juz w sierpniu 2007, a ich nastepstwem byla
dhugotrwata przecena cen akcji wraz z ich silnym wzrostem zmienno$é¢4. Dotyczyto
to zwlaszcza malych i srednich spétek, czyli m.in. spotki Zywiec. Z kolei na poczatku
2008 roku nastgpito wycofywanie $rodkéw z funduszy inwestycyjnych, co zmuszato je
do sprzedazy akcji i w ostatecznoS$ci przyczynito sie do poglebienia spadkéw i zwiek-
szenia niepewnos$ci na rynku gietdowym.

3 Analiza sytuacji gospodarczej w krajach Europy Srodkowej i Wschodniej, Raport NBP, http:/www.
nbp.pl/home.aspx?f=/publikacje/nms/nms.html (31.08.09).

4 Raport o stabilnosci systemu finansowego — czerwiec 2008 r., Raport NBP, http:/www.nbp.pl/home.
aspx?f=/systemfinansowy/stabilnosc.html (31.08.09).
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Rysunek 5. Mediany rozkladéw a posteriori dla warunkowej wariancji w réwnaniu obserwacji,
o’ = exp(hsv ), t =1, ..., 605, obliczone w modelu LL-SV
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Zrodto: obliczenia whasne.

O ile dla odchylen od $redniej tatwo mozna wyr6znic¢ nieliczne podokresy zna-
czacego wzrostu zmienno$ci i tym samym powigzaé je z wydarzeniami na rynkach
finansowych, to w przypadku zmiennosci samej $redniej, jak pokazuje przebieg median
na rysunku 6, w calym badanym okresie wystepowaly liczne, krétkotrwale przypadki
nasilenia zmiennosci, ktérych przyczyny trudno jednoznacznie ustali¢. Wydaje sie jed-
nak, ze przynajmniej niektére z nich mogty by¢ powigzane z czynnikami specyficznymi,
zwiazanymi z dzialalnoscig spotki. W przypadku Zywca jako przyczyny zwigkszenia
zmienno$ci w $redniej mozna wymienié: dobre wyniki spétki w pierwszym pétroczu
2007 roku, deklaracja o skupie wtasnych akcji (we wrze$niu 2007 i pazdzierniku 2008)
oraz wyplata dywidendy (w kwietniu 2008).
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Rysunek 6. Mediany rozktadéw a posteriori warunkowej wariancji w réwnaniu stanu, w? = exp(hg,‘fm.,),
t =1, ..., 605, obliczone w modelu LL-SV

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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5. ZAKONCZENIE

W niniejszym artykule przedstawiono model lokalnego poziomu i jego bayesow-
ska estymacje. Dla parametréow w modelu LL, analityczne wyznaczenie charaktery-
styk rozkltadéw a posteriori jest bardzo trudne, dlatego tez w prezentowanym artykule
przedstawiono pelny uktad rozktadéw warunkowych. Do ich oszacowania stosuje sie
metody Monte Carlo z tancuchami Markowa, a zwtaszcza prébnik Gibbsa potaczony,
niekiedy z algorytmem Metropolisa i Hastingsa. Przyktad empiryczny, zawarty w arty-
kule, dotyczyl modelowania szeregu cen akcji spotki Zywiec. Na podstawie uzyska-
nych wynikéw mozna stwierdzié, ze modele lokalnego poziomu majg znacznie wiekszg
moc objasniajgcg niz tradycyjny model stochastycznej zmiennosci, ktéry zajal czwarte,
ostatnie miejsce wsrdod rozwazanych modeli. Traktowanie $redniej w modelach LL,
jako odrebnego procesu stochastycznego, a nie jako deterministycznej funkcji przeszto-
$ci procesu zwiekszyto znaczaco ich szanse a posteriori. Najbardziej prawdopodobny
okazal sie model LL-SV, czyli model, ktéry zawiera az trzy odrebne procesy ukryte.
Przeprowadzone badania potwierdzaja réwniez traktowanie $redniej jako procesu
z zakléceniami typu SV. Okazuje sie wiec, ze zaréwno w opisie odchylen od $redniej,
jaki i samej $redniej mozna méwi¢ o okresach nasilenia zmiennos$ci. Wspomniane
okresowe nasilenia zmienno$ci mogag mie¢ swoje uzasadnienie w zmieniajacych si¢
czynnikach rynkowych.

Uniwersytet Mikolaja Kopernika w Toruniu
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Praca wplyneta do redakcji we wrzes$niu 2009 r.

BAYESOWSKA ESTYMACJA MODELU LOKALNEGO POZIOMU O ROZKLADACH
DOPUSZCZAJACYCH WARUNKOWY ROZKEAD ¢-STUDENTA I ZMIENNA WARIANCJE

Streszczenie

W artykule oméwiono postaé i wlasnosci modelu lokalnego poziomu, w ktérym zakiécenia losowe,
w réwnaniu stanu i obserwacji, podlegaja procesowi zmiennos$ci stochastycznej (SV) lub GARCH(1,1).
Zasadniczym celem bylo opracowanie metod numerycznych wykorzystywanych w schemacie wnioskowania
bayesowskiego w kontekscie rozwazanych modeli. Przyktad empiryczny, zawarty w artykule, dotyczyt wybranej
sp6tki notowanej na GPW w Warszawie. Uzyskane wyniki wskazuja, ze najbardziej prawdopodobny okazat
si¢ model LL-SV, ktéry uzyskal znaczng przewage na standardowym modelem stochastycznej zmiennosci.

Stowa kluczowe: Model lokalnego poziomu, bayesowskie testowanie modeli, warunkowa heteroske-
dastycznosé

BAYESIAN ESTIMATION OF LOCAL LEVEL MODEL WITH STUDENT-r DISTURBANCES
AND TIME-VARYING CONDITIONAL VARIANCE

Summary

The paper presents the general LL (Local Level) model with time-varying conditional variance, recently
proposed by Stock and Watson. The main purpose is to present the Bayesian estimation and model comparison
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of different local level models with Normal GARCH, Student-t GARCH and SV disturbances. We are
particularly interested how the different specifications of the conditional variance affect the explanatory
power of a set of competing models. We apply the LL models to logarithmic transformations of the original
prices of Zywiec, Polish company listed on the WSE. The model selection and posterior estimates provide
strong evidence in favor of a model with SV disturbances in the core component, and the transitory
component.

Key words: Local level model, Bayesian Model Comparison, Conditional Heteroscedasticity



