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STABILNO  STANU RÓWNOWAGI NA RYNKU KONKURENCYJNYM
Z NIEKLASYCZNYM RÓWNANIEM DYNAMIKI CEN I CZASEM DYSKRETNYM

1. WST P

W pracy [2] przedstawiony zosta  model stacjonarnego rynku konkurencyjnego 
z nast puj cym nieklasycznym równaniem dynamiki cen:
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gdzie:
t – dyskretna zmienna czasu, t = 0, 1, …,
( ) ( ), , ( )p t p t p tn1 f= ^  – wektor cen towarów na rynku (n – liczba towarów),
( ) , ,p ppz p z zn1 f= ^ ^^ h h  – wektorowa funkcja popytu nadwy kowego na towary,

s – parametr dodatni,
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W równaniu (1) ceny s  unormowane:

( ) ( ) .t p t P p R p0 1 1n n
i

i

d d6 $ = =+ +c m' /

Uogólnia ono klasyczne równanie dynamiki cen na rynku konkurencyjnym i opi-
suje taki mechanizm ich kszta towania, który wp ywa hamuj co z jednej strony na 
wzrost cen, towarów w nadmiarze (których poda  jest wi ksza od popytu), z drugiej 
strony na spadek cen towarów deficytowych (oferowanych w niewystarczaj cej ilo ci). 
We wspomnianej pracy dowód twierdzenia o globalnej stabilno ci rynku z równaniem 
dynamiki cen (1) by  przeprowadzony przy za o eniu, e odwzorowanie
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simpleksu ( )P 1n
+  w siebie jest kontrakcj  (odwzorowaniem zw aj cym). Nie ma 

szczególnego uzasadnienia dla tego za o enia. Poni ej przedstawiamy dowód twier-
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dzenia o globalnej stabilno ci rynku z równaniem dynamiki cen (1), w którym nie jest 
wymagana kontrakcja odwzorowania f. Inaczej te  definiujemy norm  <p<. Obecnie

p pi
z

i

2
1

= b l/  (norma Euklidesa)1.

2. DEFINICJE I ZA O ENIA

Obowi zuj  ponadto nast puj ce standardowe za o enia2:
(I) \{ } ,z C R 0n1d +^ h
(II) ,i p z p0 0>i i&6 = ^^ h h
(III) ( ) , ,p P p z p1 0nd6 =+ ^_ h i
(IV) , , ( ) ,p p p P p p J p1 0 0<n T1 2 1 2d6 6 !m m m= -+ ^_ h i

gdzie

J p
p

z p

,j

i

n n
2

2
=^ ^f

^
h h p

h

(tutaj i wsz dzie dalej , ) .x y x yi
i

i=/

Przy za o eniach (I)-(III) istnieje dok adnie jeden taki dodatni wektor cen 
( ),p P 1nd +

r  e ,z p 0=r^ h  zob. np. [1], rozdz. 3, twierdzenie 3.1. Nazywamy go wek-
torem cen równowagi rynkowej.

Rozwi zanie ( )p t t 0
3
=^ h  równania (1) z warunkiem poczatkowym

 ( ) ( )p p P0 1n0d= +  (3)

nazywamy (p0, ¥) – dopuszczaln  trajektori  cen.
Rynek jest globalnie asymptotycznie stabilny, je eli ka da (p0, ¥) – dopuszczalna 

trajektoria cen jest przy t ® +¥ asymptotycznie zbie na do q:

( ) .limp t p
t

= r

Zauwa my, e warunek z (q) = 0 jest równowa ny z tym, e q = f (q). Ponadto:
– je eli , 0 ( ) ,top p t p t p0 6 $= =r r^ h
– je eli , 0 ( ) .top p t p t p0 6! !$r r^ h

1 Wektory cen zlokalizowane s  na kuli o promieniu r = 1, ze rodkiem w 0 (w pracy [2]) pozostawa y 
na simpleksie jednostkowym).

2 Z interpretacj  ekonomiczn  za o e  mo na zapozna  si  np. w [1] rozdz. 3.
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3. TWIERDZENIE O STABILNO CI RYNKU

Przy dowodzie twierdzenia pomocny b dzie nast puj cy lemat.

Lemat 1. Je eli ( )p t t 0
3
=^ h  jest tak  (p0, ¥) – dopuszczaln  trajektori  cen, e 

p0 ¹ q, to

 , ( )t p z p t0 0>6 $ r ^_ i  (*)

(wyra ona w cenach równowagi warto  niezrównowa onego popytu nadwy kowego 
jest zawsze dodatnia).

Dowód. Je eli , 0 ( ) .top p t p t p0 6! !$r r  Ustalmy czas t i przyjmijmy oznaczenia:
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gdzie t Î [0,1]. Wówczas p(0) = p1, p(1) = p, P(0) = 0
oraz [ , ] .p P0 1 1nd d6x x +^ ^_ h hi

Odwzorowanie : , R0 1 1"P 6 @  jest ci g e i ró niczkowalne (g adkie),
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 Przy za o eniu (IV)

, ,0 1 0<d6x xP ^^ h h6 @
tzn.
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co ko czy dowód lematu.

Faktycznie udowodnili my wi cej ni  g osi teza lematu 1, a mianowicie, e warunek 
(*) spe niaj  nie tylko wektory tworz ce (p0, ¥) – dopuszczaln  trajektori  cen, lecz 
e warunek ten spe nia ka dy wektor cen \ .p P p1nd +

r^ h " ,
Przy dowodzie twierdzenia o stabilno ci rynku z równaniem dynamiki cen (1) 

b dzie nam potrzebna dodatkowo nast puj ca w asno  funkcji popytu nadwy kowego 
z (p):
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Nie potrafimy wprawdzie pokaza , jak obszerna klasa funkcji popytu nadwy -
kowego czyni zado  za o eniu V, ale nawet proste przyk ady pokazuj , e nie jest 
to za o enie restrykcyjne. Np., je eli we miemy rynek 2×2 z funkcjami u ytecz-
no ci kupców , ln lnu x x a x b xk

k k1 2 1 2= +^ h  i zapasami towarów ,yy y 0>k k k
1 2=

!
_ i

, , , , ,a b y y k0 0 0 1 2> > >k k
k k
1 2+ =_ i  to odpowiadaj ca im funkcja popytu nadwy ko-

wego ma posta
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Twierdzenie 1. Je eli spe nione s  za o enia (I)-(V) i parametr s > 0 w (1) jest 
dostatecznie ma y, to rynek konkurencyjny z nieklasycznym równaniem dynamiki cen (1) 
jest globalnie asymptotycznie stabilny (w równaniu (1) <p + sz (p)< oznacza norm  
Euklidesa wektora p + sz (p)).

Dowód. We my dowoln  (p0, ¥) – dopuszczaln  trajektori  cen p t t 0
3
=^^ hh  z warunkiem

pocz tkowym p0 ¹ q i wprowad my funkcj  , .V t p t p p t p p t p2
= - = - -r r r^ ^ ^ ^h h h h

Aby udowodni  twierdzenie wystarczy pokaza , e .limV t 0
t

=^ h
Z definicji funkcji V (t) otrzymujemy:
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gdzie
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wi c w charakterze parametru s > 0 wystarczy przyj
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Bior c dowolny parametr s Î (0, s) mamy "t ³ 0

( ) ( ), ,V t F p t2 0<T v=- ^ h
zatem ( ) .limV t V 0

t
7 $= ra k  Za ó my, e .V 0>r  Wówczas

( ) ( ) ,t p t U p p P p p0 0 1> <nd7 6 !$f f= -f +
r r^a h k% /

tzn.

( ) ( ) \ .t p t P U p0 1nd6 $ X = f+
r^_ hi

Poniewa  zbiór W jest zwarty ( , )F C0$ dv X^ h  i ( , ) ,p F p 0>d6 vX h  wi c

( , ) ' ,maxF p 0<
p

7 v f=-
dX

tzn.

( ) ( ), ' ,t V t F p t0 26 T$ #v f=- -^^ h h
czyli

( ) ( ) ' .V t V t0 0 " 3# # f- -

Otrzymana sprzeczno  ko czy dowód twierdzenia.

4. PRZYK AD

Kontynuuj c przyk ad rynku 2×2 z funkcj  popytu nadwy kowego (4) przyjmijmy 
nast puj ce warto ci parametrów: a1 = 0,5, a2 = 0,25, b1 = 0,5, b2 = 0,75, y1 = (10, 0), 
y2 = (5, 20).

Wówczas
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Ceny równowagi rynkowej tworzy wektor
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Aby rynek by  globalnie asymptotycznie stabilny nale y w równaniach dynamiki 
cen



Stabilno  stanu równowagi na rynku konkurencyjnym... 11

 
( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( )

( 1)
( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( )
,

p t
p t z p t p t

p t z p t p t

p t
p t z p t p t

p t z p t p t

1 1 2

1 2

2

2 2

1
1 1 2

1 1 1 2

v

v

v

v

+ =
+

+

+ =
+

+

^
^

^
^

h
h

 (6)

przyj  parametr s Î (0; 0,0468).
Przyk adowe stabilne trajektorie cen prezentujemy w tabelach (oraz na rysunkach) 

1, 2. W tabeli (oraz na rysunku) 3 prezentujemy przyk ad trajektorii cen na rynku 
niestabilnym, z parametrem s > s.

Ta b e l a  1

Rozwi zanie uk adu równa  (6) z warunkiem pocz tkowym p0 = (0,6; 0,8) i parametrem s = 0,001

t p1 (t) p2 (t) z1 (t) z2 (t)

0 0,6 0,8 –2,08333 1,5625

1 0,597915 0,80156 –2,04704 1,526966

2 0,595866 0,803084 –2,0112 1,492252

3 0,593853 0,804574 –1,97581 1,458338

4 0,591875 0,80603 –1,94088 1,425205

5 0,589932 0,807453 –1,9064 1,392832

6 0,588024 0,808843 –1,87237 1,3612

h h h h h

200 0,497223 0,867623 –0,02531 0,014502

h h h h h

1000 0,496139 0,868243 –1,5E-10 8,65E-11

ród o: opracowanie w asne.
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Rysunek 1. Wykres trajektorii cen z tabeli 1

ród o: opracowanie w asne.

Ta b e l a  2

Rozwi zanie uk adu równa  (6) z warunkiem pocz tkowym p0 = (0,6; 0,8) parametrem s = 0,001

t p1 (t) p2 (t) z1 (t) z2 (t)

0 0,6 0,8 –2,08333 1,5625

1 0,57897 0,815349 –1,70863 1,213282

2 0,561761 0,8273 –1,38655 0,941506

3 0,547818 0,836597 –1,11428 0,72965

4 0,536628 0,843819 –0,88776 0,564575

5 0,527721 0,849418 –0,70202 0,436146

6 0,520683 0,85375 –0,55163 0,33643

h h h h h

150 0,496139 0,868243 0 0

ród o: opracowanie w asne.
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Rysunek 2. Wykres trajektorii cen z tabeli 2

ród o: opracowanie w asne.

Tabela 3. Rozwi zanie uk adu równa  (6) z warunkiem pocz tkowym p0 = (0,6; 0,8) i parametrem s = 1

t p1 (t) p2 (t) z1 (t) z2 (t)

0 0,6 0,8 –2,08333 1,5625

1 –0,53174 0,846906 –16,7135 –10,4938

2 –0,87273 –0,4882 –5,95302 10,64185

3 –0,5579 0,829907 –16,1878 –10,8821

4 –0,85738 –0,51468 –5,74855 9,576302

5 –0,58908 0,808071 –15,6087 –11,3788

6 –0,83745 –0,54652 –5,48699 8,407884

h h h h h

195 0,998695 –0,05106 –9,00565 –176,134

196 –0,0454 –0,99897 101,2702 –4,60235

197 0,998473 –0,05525 –9,02668 –163,127

198 –0,04914 –0,99879 92,88035 –4,56952

199 0,998206 –0,05988 –9,04992 –150,874

200 –0,05327 –0,99858 84,97799 –4,53322

ród o: opracowanie w asne.
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Rysunek 3. Wykres trajektorii cen z tabeli 3

ród o: opracowanie w asne.
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Praca wp yn a do redakcji w lipcu 2010 r.

STABILNO  STANU RÓWNOWAGI NA RYNKU KONKURENCYJNYM
Z NIEKLASYCZNYM RÓWNANIEM DYNAMIKI CEN I CZASEM DYSKRETNYM

S t r e s z c z e n i e

Artyku  nawi zuje do pracy E. Panek (2005), w której udowodniono twierdzenie o stabilno ci rynku 
konkurencyjnego z czasem dyskretnym t = 0, 1, … i nieklasycznym równaniem dynamiki cen postaci

 p (t + 1) = f (p (t)) (*)

przy za o eniu, e odwzorowanie : ( ) ( )P P1 1n n"z + +  jest kontrakcj , gdzie ( )P 1n
+  jest simpleksem jednost-

kowym w Rn. Obecnie dowodzimy, e rynek pozostaje stabilny tak e bez za o enia o kontrakcji f, o ile 
tylko zmiany cen z okresu na okres w równaniu (*) nie b d  zbyt gwa towne.

S owa kluczowe: rynek konkurencyjny, równowaga rynkowa, stabilno  rynku
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STABILITY OF COMPETITIVE MARKET EQUILIBRIUM WITH NON-CLASSICAL EQUATION
OF PRICE DYNAMICS AND DISCRETE TIME

S u m m a r y

The article is refers to E. Panek’s (2005) paper, in which a competitive stability theorem with discrete 
time t = 0, 1, … and a non-classical equation of price dynamics given by:

 p (t + 1) = f (p (t)) (*)

was proved under the assumption that the relation : ( ) ( )P P1 1n n"z + +  is a contraction, where ( )P 1n
+  is 

a unit simplex in Rn. We proof currently, that a market is stable without the assumption of f contraction, 
if periodically price changes in the equation (*) are not too rapid.

Key words: competitive market, market equilibrium, market stability


