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WYKORZYSTANIE ENTROPII SHANNONA I JEJ UOGOLNIEN
DO BADANIA ROZKEADU PRAWDOPODOBIENSTWA
ZMIENNEJ LOSOWEJ DYSKRETNEJ

1. WPROWADZENIE

Pojecie entropii, ktére wywodzi sie z termodynamiki znalazlo zastosowanie w wielu
dziedzinach nauki, poczawszy od teorii informacji poprzez mechanike statystyczng,
teorie chaosu do sieci neuronowych, lingwistyki matematycznej czy tez taksonomii.
Mozliwo$¢ wykorzystania entropii do okreslania stopnia nieokreslonosci badanych sta-
néw czy tez rozkladéw zmiennych losowych dato przyczynek do okreslania réznych
postaci entropii. Do teorii informacji pojecie entropii wprowadzil Shannon (1948), po
czym w drugiej polowie ubieglego wieku pojawito sie wiele uogélnien probabilistycznej
miary shannonowskiej entropii.

W artykule przedstawione zostalo pojecie entropii Shannona wraz z jej wybranymi
uogdblnieniami: entropig Rényiego (1965) oraz entropiag Havrda-Charvat-Dar6czy-Tsallisa
(1970). Entropia Rényiego jest wynikiem uogdlnienia $redniej Kotmogorowa-Nagumo,
entropia Tsallisa jest natomiast pewng funkcjg entropii Rényiego.

Wiasnos$ci entropii rozktadu zmiennej losowej typu skokowego wskazujg na liczne
zwigzki miar koncentracji z entropig Shannona ([2], [3], [7], [9], [10], [16], [17], [23],
[24]). Dlatego tez w artykule zaproponowano wykorzystanie entropii Rényiego, bedacej
uogdblnieniem entropii Shannona, do oceny stopnia nieréwnomiernosci dyskretnego
rozktadu prawdopodobiefistwa.

Celem teoretycznym artykutu jest przedstawienie poje¢ i wlasno$ci entropii zmien-
nej losowej dyskretnej umozliwiajace zastosowanie jej w badaniu wlasnosci dyskret-
nych rozktadéw zmiennych losowych. Celem aplikacyjnym natomiast jest wskazanie na
mozliwo$¢ wykorzystania miar entropii do okre$lania stopnia koncentracji dyskretnego
rozktadu prawdopodobiefistwa.

2. ENTROPIA SHANNONA

Niech X bedzie zmiennag losowa dyskretng o rozkladzie prawdopodobiefistwa
{p(x;), p(xy), ---» P(x,)} z prawdopodobiefistwami {p(x;)} spelniajacymi warunek

n
0=px)=1 >, p(x;) = 1. W teorii informacji zdefiniowanie entropii poprzedzone
i=1



40 Ewa Wedrowska

zostato sformutowaniem nastepujacych postulatéw, jakie powinna spetniaé poszukiwana
funkcja entropii H¢(X) = Hg(p(x)), P(X3)s -5 P(X,)) ([41,112D):

P1. Funkcja Hg(p(x,), p(X;),--+» P(X,)) powinna by¢ ciggla wzgledem wszystkich
argumentow p (x;) (i = 1, 2, ..., n), co oznacza, ze niewielkim zmianom prawdopodo-
biefistw powinna odpowiadaé niewielka zmiana entropii.

P2. Jezeli wszystkie n zdarzen zmiennej losowej X sg jednakowo prawdopodobne, to
funkcja H < ( p(x] ), p(xz), ey p(xn)) powinna rosnaé¢ monotonicznie wraz ze wzrostem #,
gdzie p(x,)=p(x;)= ... =p(x,) = %

P3. Funkcja Hg(p(xy), p(%3),---, P(%,)) powinna by¢ symetryczna, co oznacza,
ze warto$¢ funkcji entropii jest niezmiennikiem permutacji prawdopodobienstw
p(xl), p(xz), cees p(xn).

P4. Funkcja H (P(X1), P(%3)s -+, P(X,)) powinna by¢ koherentna, co oznacza w tym
przypadku, ze jezeli realizacja zdarzen odbywa sie w dwoch kolejno nastepujacych po
sobie etapach, to entropia poczatkowa powinna by¢ suma wazong entropii poszcze-
gblnych etapow.

Istnieje dokladnie jedna, z dokladno$cig do statej k [4], funkcja
Hg(p(xy), P(X3)-++» P(X,)) n-zmiennych spelniajaca powyzsze warunki i jest ona

okres$lona wzorem:

n
Hy(X) = Hg (p(X,). p(X3)s +oes P(X,)) = kg)lp(xi)logﬁ. (1)
Dowdd tego twierdzenia przedstawiono mi¢dzy innymi w pracach ([4], [12]).
Stata k we wzorze (1) stanowi wybér jednostki entropii. Jezeli k = § oé ~ jednostka
entropii jest bit, a funkcja zapisana wzorem (1) przyjmuje postaé:
n
Hy(X) = Hg(p(X)), P(X,), +o D(X,)) = iglp(xi)logz ﬁ. )

Entropia Shannona Hg zmiennej losowej X, ktérej wartoSci wystepujg z prawdo-
podobienstwami {p(x)), P(x3)s - P(X,)} jest okreslona wzorem (2) i jest traktowana
jako miara niepewnoSci zwigzanej z rozkladem dyskretnym o prawdopodobiefistwach
{p(xy), P(xy)s -+ P(x,)} [25].

Okreslenie shannonowskiej entropii pozwala ustali¢ szereg jej istotnych wtasnosci,
przedstawionych miedzy innymi w pracy [20]:

1) Entropia Shannona jest wielkoscig nieujemna, Vp(x;) € [0,1]1 Hg(X) = 0.

2) Entropia Hg przyjmuje warto$¢ 0, gdy p (x;) = 1 dla pewnego i (i = 1, 2, ..., n).

3) Entropia Hg przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowng Hg (X) = log, n, gdy wszystkie
prawdopodobienstwa p (x;) sa sobie rowne dla i = 1, 2, ..., n.

4) Entropia Hg jest wklesta.
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5) Entropia Shannona spetnia wtasnos¢ addytywnosci dla dyskretnych zmiennych
losowych niezaleznych.

Wiasnosé 5 dotyczy pary zmiennych losowych niezaleznych. Jesli zmienne losowe
dyskretne X i Y o rozkladach prawdopodobiefistwa odpowiednio {p(x;)} oraz {q(y;)}
dlai=1,2, .., norazj =1, 2, ..., m sg niezalezne, to rozktad prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y) zadany jest iloczynem {p(x;)q(y;)}.

n m

gdzie D, X, p(x;)q(y;) = 1. Wtedy entropia Shannona spetnia wlasnos¢ addytywnosci,
i=1j=1

a zatem prawdziwa jest réwno$¢ Hg(X,Y)= Hy(X)+ Hy(Y). Prawdziwo$é podanej

réwno$ci wynika z wlasnos$ci funkcji logarytmicznych [20].

3. ENTROPIA RENYIEGO

Wegierski matematyk Alfred Rényi wsréd swoich licznych osiggnie¢ z dziedziny
teorii prawdopodobienstwa zaproponowal uogélnienie pojecia entropii Shannona.
Wyprowadzenie uogélnionej postaci entropii wymaga zastosowania S$redniej
Kolmogorowa-Nagumo (KN) [15].

Niech ¢ (x;) bedzie funkcja ciagla i $cisle monotoniczng. Srednia Kolmogorowa-
-Nagumo zwigzana z funkcjg ¢ (x;) zmiennej losowej dyskretnej X przyjmujacej wartosci
{x1, X2, ..., x,,}, definiowana jest nastepujaco [13]:

(X)p=¢7" (fp(x»w(x») 3)

i=1

Srednia arytmetyczna jest $redniag Kolmogorowa-Nagumo zwigzang z funkcja
liniowa ¢ (x;) = x;, uwzgledniajagc bowiem w formule (3) zamiast ¢ (x;) warto$¢ x;
uzyskana zostanie znana posta¢ wartos$ci oczekiwanej.

Srednie Kolmogorowa-Nagumo sg niezmiennicze ze wzgledu na transformacje

afiniczne @(x;) = 7(x;) = a@(x;) + b, gdzie a, b s liczbami. Stad funkcja odwrotna

x.—b
do ¢ (x;) jest 7! (%)= o1 < 7 > a Srednia KN zwigzana w funkcjg ¢ (x;) zmiennej

losowej X, czyli (X), réwna jest Sredniej KN (X), zwigzanej z funkcja y (x;).
Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe dyskretne X i Y o rozktadach praw-

dopodobienstwa odpowiednio {p(x;)} oraz {q(y;)} dlai =1, 2, ..., n. Poszukiwanie
funkeji ¢ (x;) spetniajacej wtasnos¢ addytywnosci srednich (X + Y), = (X), + (Y),, daje,
oprécz funkeji typu ax; + b, jedynie funkcj¢ postaci ¢(x;) = au™i+ b, gdzie a, b sa

liczbami rzeczywistymi. Warunek addytywnosci spetniajg jedynie Srednie KN zwigzane
z dwiema funkcjami, pierwsza z nich to funkcja liniowa ¢ (x;) = x;, druga to funkcja

wykltadnicza ¢(x;) = ai**i + b [15]. Rozpatrzmy dalej funkcje ¢(x;) = ©™i(a = 1, b = 0),
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przyimujac u = 2, v = 1 —a. Wtedy funkcja ¢ (x;) przyjmuje posta¢ 2(! =), a funkcja

odwrotna ¢~ ' (x;) = ﬁlogzxi.

Srednia ilo$¢ informacji w sensie Kolmogorowa-Nagumo zwigzana z funkcja
P(x;) = 2(1=a) § rozkladem prawdopodobienstwa {p(x;)} zmiennej losowej X jest
entropig Rényiego. W teorii informacji ilo§¢ informacji dostarczang przez wiado-
mos$¢ o przyjeciu przez dyskretng zmienng losowg X wartosci x; wyraza si¢ miarg
I(x;) =—log,p(x;) [25]. Stad uwzgledniajac przyjete powyzej zatozenia, jawna postac
entropii Rényiego otrzymuje si¢ drogg ponizszych przeksztatcen ([5], [13]):

He,(X) = 97! ( znlp(xi)@(](xf))>

i=1

(Zp< @(~log,p(x )))

i=1

(4)

Uwzgledniwszy, ze przyjeto powyzej funkcje ¢ (x;) postaci 2(1 =% wraz z funkcja

do niej odwrotng ¢! (x;) = ﬁlogzxi, wyrazenie (4) mozna wyrazi¢ nastepujaco:

11 log, ( > p(x;) - 270 -a)logzmo)

i=1

1 —a/log2<2p 210g2p(xi)(n_l)>

i=1

=1—4 10g2<ZP )p(x l)(al)>

i=1

1—a1°g2<§n; )

()

Posta¢ 71—, 1 2 102, ( le ) powyzszej formuly jest podawana najczesciej w litera-
i=
turze jako definicja entropii Rényiego, a jej zwigzek ze Srednig Kotmogorowa-Nagumo
jest mniej znany. Zwracajg na to uwage Czachor i Naudts w pracy [5] oraz Lavenda [13].
Entropia Hp, (X) okreslona wzorem (5) nazywana jest najczeSciej entropig Rényiego
stopnia ¢ lub a-entropig Rényiego dla a > 0, a = 1.

Entropia Rényiego stopnia a dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdo-

podobiefistwa {p(x;)} <O = p(x) =1, Z p(x > spelnia nastepujgce wlasnosci:
i=1
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I. Jest wielkoscig nieujemng Va € (0,1) U (1, + ), Hy (X) = 0

II. Jest wklesta Vo € (0,1) [8].

III. Jest wklesta lub wypukta dla a > 1 [8].

IV. Przyjmuje warto$¢ 0, gdy p (x;) = 1 dla pewnego i (i = 1, 2, ..., n).

V. Przyjmuje warto$¢ najwieksza rowng Hg, (X) = logy n, gdy wszystkie prawdo-

podobienstwa p (x;) sg sobie réwne dlai =1, 2, ..., n
VI. Entropia Rényiego spelnia wlasno$¢ addytywnosci dla zmiennych losowych
niezaleznych.

VII. Entropie Shannona Hg oraz Rényiego Hpg, spelniaja relacje
Hpy, = Hg = Hg, jezeli 0 <ay < 1 oraz ay > 1 [19].

VIII. Entropia Shannona Hg jest granica entropii Rényiego Hpg, dla a -1,

hm1 1og2<2p )) Zp (x;)log, p(x,)-

i=1 i=1

Z wlasnosci V wynika, ze dla zmiennej losowej o rozktadzie réwnomiernym
(p(x1) = p(xy) = ... = p(x,)) wartos¢ najwicksza entropii Rényiego réwna jest entro-
pii Shannona dla tego rozkladu. Zatem w nieréwnosci Hg, = Hg = Hpy, podanej
we wlasno$ci VII zachodzi réwnos$é dla rozkladu réwnomiernego. Warto$ci entro-

pii Rényiego rosng monotonicznie wraz ze wzrostem 7, co jest spelnieniem jednego
z postulatéw stawianych funkcji entropii przez Shannona.
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Rysunek 1. Entropia Rényiego zmiennej losowej o rozktadzie prawdopodobienstwa {p, (1 — p)}

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Wtasno$é VI dotyczy pary zmiennych losowych niezaleznych. Je$li zmienne
losowe dyskretne X i Y o rozkladach prawdopodobiefistwa odpowiednio {p(x;)} oraz
{q(y;)} dlai=1,2,..,n oraz j = 1,2, ..., m sa niezalezne, prawdziwa jest rowno$¢

Hy,(X,Y) = Hp,(X) + Hg, (Y). Prawdziwo$¢ podanej réwnosci wynika, podobnie jak

w przypadku réwnosci dla entropii Shannona, z wtasnos$ci funkcji logarytmicznych.

Entropia Rényiego dla zmiennej losowej o dwumianowym rozktadzie prawdo-
podobienstwa {p,(1 —p)} przyjmuje warto$¢ najwigksza réwnag jeden dla p = 1-p,
czyli dla rozktadu o prawdopodobienstwach {0,5; 0,5}. Na rysunku 1 przedstawiono
wykres entropii Rényiego dla wybranych wartosci stopnia a rozkladu o prawdopo-
dobienstwach {p,(1 —p)}. Dla a = 0,99 wykres entropii Rényiego jest przyblizony do
wykresu entropii Shannona.

4. ENTROPIA TSALLISA

Entropie okres$lang mianem ,entropii typu a” zaproponowali niezaleznie w swoich
pracach z roku 1970 Havrda i Charvat oraz Dardczy, a nastepnie Tsallis w roku 1988
przy okazji tzw. termodynamiki nieekstensywnej [S]. Stad czesto w literaturze pojawia
si¢ okreslenie entropia Havrda-Charvét-Dar6czy-Tsallis (HCDT) lub w pracach z zakresu
fizyki, entropia Tsallisa. Entropia HCDT zostata zaproponowana jako pierwsza nie-
logarytmiczna posta¢ entropii.

Do wyprowadzenia ogdélnej postaci entropii HCDT wykorzystane zostang
ponownie wiasnosci $redniej Kolmogorowa-Nagumo dotyczgce niezmienniczo$ci ze

wzgledu na transformacje afiniczne ¢(x;) = 7(x;) = ag(x;) + b. Z rodziny funkcji typu

1 2(1-api — ]
1- P —
W= =y

P(x;) = ap™i+ b wybrana zostanie funkcja P(x;) = T—a

gdzie @ € (0,1) U (1, + o).

Posta¢ entropii HCDT uzyskana jest droga modyfikacji $redniej Kotmogorowa-

1
1—ay _ :
e

-Nagumo zwigzanej z funkcja ¢(x;) =

Hy, = ¢! (iznlp(xi)g"(_logzl’(xi))>

_ n 2(1—a)(—log p(x,-)) -1
P

1 1-a
n 2"’“(@) —1
-1
=9 2 p(x;) 1—«a :

(6)
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Wykorzystujac wilasnosci funkcji wyktadniczych i logarytmicznych wyrazenie
1-a
210g2(p(x_)> . .. . . 1 \l~@ .
i mozna wyraziC W prostszej postacl 71?(96) . Stad wyrazenie (6)
]

przyjmuje postac:

n (7)
'ZP(X,-)“— 1
=¢ ! lﬂl—a :

Wyrazenie uzyskane w drodze przeksztalcen prowadzacych do otrzymania entropii
Hp, (X) postaci:

ip(xi)“ -1

Hp,(X) = lzlﬁ (8

nosi miano entropii Tsallisa lub entropii Havrda-Charvat-Dar6czy-Tsallisa.
Entropia Tsallisa typu a dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdopodo-

biefistwa {p(x;)} (O = p(x;) = 1, Zp(xi) = 1) spelnia nastepujace wlasnosci:
i=1

a) Jest wielkoscia nieujemng Ve € (0,1) U (1, + ), Hy,(X) = 0.

b) Jest wklesta Va € (0,1) U (1, +x)

¢) Przyjmuje warto$¢ 0, gdy p (x;) = 1 dla pewnego i (i = 1, 2, ..., n).

d) Przyjmuje warto$¢ najwieksza, gdy wszystkie prawdopodobienstwa p (x;) sa
sobie rowne dla i = 1, 2, ..., n.

e) Dla Ve, @, € (0,1) U (1, + =) jezeliay < ap zachodzirelacja Hy, (X) > Hy, (X).

f) Tloczyn entropii Shannona Hg i In 2 jest granicg entropii Tsallisa Hp, dla
a->1;

n
‘Zp(xi)a, - 1 n
limhlﬁ =—In2 Zp(xi)logp(xi) = In2H((X).

@l i=1

g) Spelnia tzw. wlasnos¢ pseudo-addytywnosci (subaddytywnosci) dla zmiennych
losowych niezaleznych [13]:

HTa,(X,Y) = HTQ(X) + HTQ(Y) + (1 - CZ)HTQ(X)HTQ(Y).
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Z wtasnosci pseudo-addytywnos$ci wynika, ze dla ¢ € (0,1) entropia Hy, (X, Y)
jest wieksza od sumy Hp, (X) + Hy, (Y), natomiast dla a € (1, +®) zachodzi relacja
Hyp, (X, Y) < Hp,, (X) + Hy, (Y). Wlasno$é pseudo-addytywnos$ci w fizyce nazywana jest
czesto nieekstensywno$cia. Whasnosé pseudo-addytywnosci odréznia entropie Tsallisa od
entropii Shannona i Rényiego, ktére spetniaty wlasno$é addytywnosci dla dyskretnych
zmiennych losowych niezaleznych X i Y.

Entropia HCDT przyjmuje warto$¢ najwicksza dla zmiennej losowej o rozktadzie
{p, (1 —p)} dla p = 0,5. Warto$¢ ta jest funkcjg stopnia ¢ oraz jest mniejsza dla kazdego
a €(0,1) U (1, +») od warto$ci maksymalnej entropii Shannona i Rényiego dla tego
rozktadu {0,5; 0,5}. Na rysunku 2 przedstawiono wykres entropii Tsallisa dla wybranych
warto$ci stopnia a rozktadu o prawdopodobienstwach {p, (1 -p)}.

0,1
0,9

- ( 0,5 \
e ] 09 \
wll / N\
sl / A\
o/ \
1l m \

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

prawdopodobiefistwo

entropia Tsallisa

Rysunek 2. Entropia Tsallisa zmiennej losowej o rozkladzie prawdopodobienstwa {p, (1 - p)}

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Entropia Tsallisa osigga warto$¢ najwiekszg dla réwnomiernego rozktadu praw-
dopodobiefistwa (p(x;) = p(x,) = ... = p(x,)). Warto$¢ najwigksza entropii HCDT jest
funkcja nie tylko wartosci n, jak to bylo w przypadku entropii Shannona oraz Rényiego,

ale i stopnia a. Wraz ze wzrostem n ro$nie warto$¢ entropii Hy, dla danego stopnia
a. WartoSci najwieksze omawianych w artykule entropii zamieszczono w tabeli 1.
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Tabela 1
Wartos$ci entropii rozktadu réwnomiernego zmiennej losowej dyskretnej
Entropia

n Rényiego Tsallisa
shamona | q e vt [T o 2o | w2 | =10
2 1,00000 1,00000 0,96230 0,82843 0,50000 0,11089
4 2,00000 2,00000 2,75800 2,00000 0,75000 0,11111
5 2,32193 2,32193 3,61856 2,47214 0,80000 0,11111
10 3,32193 3,32193 7,71476 4,32456 0,90000 0,11111
50 5,64386 5,64386 36,45796 12,14214 0,98000 0,11111
100 6,64386 6,64386 68,99526 18,00000 0,99000 0,11111
200 7,64386 7,64386 129,71200 | 26,28427 0,99500 0,11111

Zrédlo: opracowanie wlasne.

5. MIARY KONCENTRACJI BAZUJACE NA ENTROPII

Zwigzek pomi¢dzy miarami koncentracji, czy tez miarami dekoncentracji, a entro-
pia wydaje sie by¢ oczywisty. Entropia jest bowiem miarg nieokreslonosci i niejed-
norodno$ci rozktadu dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdopodobien-
stwa {p(x,), p(%,), ---» P(,)} z prawdopodobiefistwami {p(x;)} spelniajacymi warunek

n
0=px)=1, >, p(x;) = 1. Jednym z przyktadéw zwigzku miar koncentracji z entro-
i=1
pig jest indeks Giniego-Simpsona. Indeks ten jest miarg rownomiernosci dyskretnego
rozktadu prawdopodobiefistwa i okreslony jest formutg [17]:

GS=1- zn:p(xi)z. ©)

i=1

Miernik ten jest szczegélnym przypadkiem entropii Tsalisa Hrp, (X). Jesli bowiem
w formule (8) uwzgledniony zostanie stopien a réwny dwa, entropia HCDT przyjmie
nastepujaca postac:

n

Hp(X) = afll[l — 2 p(x)°

i=1

= GS.

= [1 - En)lp(xi)z
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Miernik ten nazywany jest takze w literaturze entropig kwadratowa Vajdy (zob. [16]).

Warto zauwazy¢, ze suma kwadratéw prawdopodobienstw Y p(x))
i=1

2 wystepujaca
w formule indeksu Giniego-Simpsona jest znanym w literaturze miernikiem koncen-
tracji, zwanym indeksem Herfindahla-Hirschmana (HHI).

Konstrukcja indeksu Herfindahla-Hirschmana wskazuje, ze wybér wyktadnika
potegi prawdopodobienstw p (x;) implikuje relatywny wpltyw na pomiar koncentracji
warto$ci x;, zachodzgcych odpowiednio z matymi badZ znacznymi prawdopodobien-
stwami. Dobér wyzszych wyktadnikéw potegi sprawia, ze wigksze znaczenie przypi-
sywane jest tym warto$ciom zmiennej losowej X, ktére wystepuja z duzym prawdopo-
dobienstwem. Stad w literaturze pojawily sie modyfikacje i uogélnienia indeksu HHI.
Hannah i Kay zaproponowali w 1977 roku swobodny dobér wyktadnika, podajac
nastepujacg formule miernika koncentracji [2]:

“ -1
Zp(xi)“ ¢ dlaag>0,a +1

i=1

exp[ Zn:p(xi)lnp(xi)

i=1

HKI,, = (10)

dlaa =1

Indeks Hannah-Kaya dla a = 1 (HKI(j)) jest granicg indeksu HKI(,) dla a > 1, za$
w przypadku przyjecia w formule (10) @ = 2 indeks Hannah-Kaya staje sie indeksem
Herfindahla-Hirschmana. Zwigzki indeksu Hannah-Kaya z miarami entropii okres$lajg
Bajo i Salas (2002) w pracy [2].

Odrebng klase miernikéw koncentracji stanowig miary wykorzystujgce definicje
entropii Shannona. Entropia Shannona Hg(X) zdefiniowana formutg (2) jest odwrot-
no$cig stopnia koncentracji prawdopodobienstw p (x;) w rozktadzie prawdopodobien-
stwa {p(x,), p(%x,), ---» P(%,)}. Entropia Hs(X) réwna jest bowiem zeru, gdy jedna
z warto$ci x; (i = 1, 2, ..., n) osiggana jest z prawdopodobienstwem réwnym jednoSci.
W przypadku gdy wszystkie n warto$ci dyskretnej zmiennej losowej X zachodzg z jed-
nakowymi prawdopodobienstwami, entropia Hg(X) osigga warto$¢ najwigksza roéwng
HP™(X) = log,n. W wielu pracach entropia Shannona wykorzystywana jest bezposred-
nio do oceny stopnia niejednorodnosci rozktadu badanej cechy [3] badZ do analizy
stopnia dywersyfikacji dzialalnosci przedsiebiorstw na poziomie korporacyjnym (zob.
[9], [10]) czy tez na poziomie regionalnym (zob. [1], [7]).

Znacznie bardziej popularne w naukach ekonomicznych sg mierniki bedace funk-
cja wystandaryzowanej postaci entropii. Mierniki te stanowig miare koncentracji, tak
jak miara

Hy(X)

h=1—m (11)
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przedstawiona przez Roeske-Stomka (1994) w pracy [21] badZ tez miare dekoncen-
tracji postaci:

H(X)
e = m (12)

proponowang miedzy innymi w pracach ([17], [23], [24]).

Z konstrukcji miary (11) wynika, ze w pomiarze stopnia koncentracji dyskretnego
rozktadu prawdopodobienstwa najwiekszy wplyw na otrzymane wyniki majg wartosci
zmiennej losowej X realizowane z duzym prawdopodobienstwem. Powoduje to sytu-
acje, ze zdecydowana wiekszosci obszaru zmienno$ci miary i przeznaczona jest dla
rozktadéw bliskich pelnej koncentracji.

W niniejszym artykule skonstruowana zostanie miara koncentracji dyskretnego
rozktadu prawdopodobiefistwa {p(x,), p(x,), ..., p(x,)} bazujaca na entropii Rényiego
Hpg,(X). Proponowana miara jest jednocze$nie uogélnieniem miary (11) i zdefiniowana
zostanie nastepujacg formuta:

log, (é:lp(xi)“

= (1 —a)log,n

ydlaa>0ia +1

HRI,(X) = (13)

n

1
Zp(xi)logzix.
| —i=1 p( i

Tog, 7 ,dlaa =1

Widaé, ze proponowang miare mozna nastepujaco wyrazi¢ jako funkcje entropii
Rényiego:

H
1—%@1&1%01@9& 1
HRI,(X) = 153(}() : (14)
I—W, dlaag =1

Wilasnosci entropii Rényiego determinujg wlasnosci miary HRI,. Miara koncen-
tracji HRI, jest symetryczna, to oznacza, ze jest niezalezna od permutacji prawdo-
podobienstw p(x;) (i =1,2,...,n) w dyskretnym rozktadzie prawdopodobienistwa
{P(x)), P(X3), oo P(X,,)}- Spetnia takze kryterium unormowania w przedziale [0,1]
i jest jednoznacznie okreslona dla krancowych sytuacji. W przypadku réwnomiernego
rozktadu prawdopodobienistw p (x;) miernik HRI, przyjmuje warto$¢ zero, natomiast
w sytuacji pelnej koncentracji osigga warto$¢ jeden. Uogélnienie miary (11) bazujacej
na entropii Shannona daje mozliwo$¢ swobodnego wyboru potegi prawdopodobienstw
p (x;). Dobér stopnia « entropii Rényiego Hg,(X) umozliwia relatywny wplyw na ocene
stopnia koncentracji warto$ci x; zmiennej losowej X wystepujacych z odpowiednio
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niskimi badz wysokimi prawdopodobiefistwami. Dla a € (0,1] zdecydowanie wieksza
cze$¢ przedzialu zmienno$ci miary HRI, przeznaczona jest dla rozktadéw prawdo-
podobienstw bliskich pelnej koncentracji. Wystepuje znikoma reakcja miernika przy

odbieganiu rozkladu {p(x,), p(x,), ..., p(x,)} od rozkladu réwnomiernego o prawdo-

podobiefistwach p(x)) =p(x,) = ... = p(x,) = % Dla rozktadéw bliskich pelnej kon-

centracji miernik HRI, przyjmuje wartosci z dolnego kranca przedziatu [0,1]. Zatem
omawiany miernik dla stopnia a z przedziatu (0,1] charakteryzuje sie niewielkg awersja
do niejednorodnego rozktadu prawdopodobienstwa.

Proponowana miara HRI,, jest wypukla dla kazdego stopnia ¢ € (0,1]. Na rysunku 3
przedstawiono warto$ci miary HRI,, dla rozktadu o prawdopodobienistwach {p, (1 - p)},
przyjmujgc wybrane wartoSci stopnia a.

0,9
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Rysunek 3. Warto$ci miary HRI, dla zmiennej losowej o rozkladzie prawdopodobienstwa {p, (1 -p)}

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Miara koncentracji HRI,, dla a wiekszego od jednosci jest wypukta badz wklesta.
Charakteryzuje sie wiekszg wrazliwoscig (bezwzgledng i wzgledng) na zmiany w roz-
kiadzie prawdopodobiefistwa {p(x,), p(x;), .... p(x,)}. Wraz ze wzrostem a zwigksza

sie awersja miernika do nier6wnomiernego rozktadu prawdopodobiefistw, z jakim
zachodzg wartosci x; dyskretnej zmiennej losowej X.
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6. PODSUMOWANIE

Mozliwo$¢ wykorzystania entropii do okreslania stopnia nieokreslonosci badanych
stanéw czy tez rozktadéw prawdopodobienstw przyczynilo sie do okreslania réznych
postaci entropii. Zastosowanie pojecia entropii w teorii informacji przez Shannona
dato poczatek licznym uogélnieniom miary entropii. W artykule wskazano jedynie
wybrane uogdélnienia entropii Shannona, mianowicie entropie Rényiego oraz Tsallisa.
Entropia Rényiego stopnia @ doczekala sie kolejnych uogélnien, czego przykladem jest
chociazby entropia stopni (a, ) zaproponowana przez Kapura (1967). Inne probabili-
styczne miary entropii proponujg miedzy innymi Lavenda [14], Sharma i Taneja [22],
Chakrabarti [4], Garbaczewski [6], Nanda i Paul [18], Kumar i in. [11].

Entropia Shannona jest granica entropii Rényiego oraz Tsallisa dla stopnia a dazg-
cego do jednoSci. Entropie Shannona i Rényiego majg postaé¢ funkcji logarytmicznych,
natomiast entropia Tsallisa jest pierwsza proponowang w literaturze nie-logarytmiczng
entropig. Warto podkresli¢, Ze entropie Shannona i Rényiego sg addytywne dla dys-
kretnych zmiennych losowych X i Y, natomiast entropia Tsallisa nie spelnia wlasnosci
addytywnosci, a jedynie tzw. wlasno$¢ pseudo-addytywnosci.

Warto$ci entropii Shannona, Rényiego oraz Tsallisa zalezg jedynie od prawdopo-
dobienstw, jakie towarzysza realizacji wartosci {xy, x3,..., x,,} dyskretnej zmiennej loso-
wej X, a nie od tych warto$ci. Warto$¢ najwiekszag kazda ze wskazanych entropii osigga

dla rozktadu rownomiernego o prawdopodobiefistwach p(x,) = p(x,) = ... = p(x,) = %,

przy czym monotoniczny wzrost entropii wraz ze wzrostem n. Entropia jest odwrot-
noscig stopnia koncentracji prawdopodobienstw p (x;) w dyskretnym rozktadzie praw-
dopodobiefistwa {p(x,), p(x,), .-, P(%,)}- Stad znajomos$¢ entropii moze by¢ przydatna
do rozpoznania stopnia koncentracji rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej losowej
dyskretnej. W artykule zaproponowano miare umozliwiajaca ocene stopnia koncentracji
dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa bedaca funkcja entropii Rényiego. Istotng
zaletg proponowanej miary jest swobodny dobdér potegi prawdopodobienstw p (x;).
Dobér stopnia a umozliwia bowiem relatywny wplyw na ocene stopnia koncentracji
rozktadu wartosci x; zmiennej losowej X wystepujacych z odpowiednio niskimi badz
wysokimi prawdopodobienstwami.
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Praca wplyneta do redakcji kwiecienn 2010 r.

WYKORZYSTANIE ENTROPII SHANNONA I JEJ UOGOLNIEN
DO BADANIA ROZKEADU PRAWDOPODOBIENSTWA ZMIENNEJ LOSOWEJ DYSKRETNEJ

Streszczenie

O entropii mozna moéwi¢ wszedzie tam, gdzie istnieje potrzeba rozpoznania i zmierzenia nieokre-

$lonosci badanych rozkladéw zmiennych losowych. Potrzeba zmierzenia stopnia koncentracji wystgpuje
w badaniu wielu systeméw, proceséw czy zjawisk, w szczegélno$ci w badaniu zjawisk spoleczno-ekono-
micznych. Wiasnie dlatego w badaniu tychze zjawisk coraz cze$ciej wykorzystuje si¢ miary zdefiniowane
na gruncie teorii informacji. W artykule zaprezentowano pojecia i wlasnosci entropii zmiennej losowej
dyskretnej. Wykorzystano entropi¢ Shannona wraz z jej uogdlnieniami (entropig Rényiego i Tsallisa) do
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badania wtasnosci rozktadéw prawdopodobienistw dyskretnych zmiennych losowych. Wskazano ponadto
na liczne zwiazki miar koncentracji dyskretnego rozktadu prawdopodobienistwa z entropig. W artykule
zaproponowano miar¢ umozliwiajaca oceng stopnia koncentracji dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa
bedaca funkcja entropii Rényiego.

Stowa kluczowe: entropia Shannona, entropia Rényiego, entropia Havrda-Charvat-Dardczy-Tsallisa,
miary koncentarcji

APPLICATION OF SHANNON’S ENTROPY AND ITS GENERALIZATIONS FOR STUDIES
ON THE DISCRETE RANDOM VARIABLE PROBABILITY DISTRIBUTION

Summary

Everywhere where there is need for identification and measurement of indeterminacy of the distributions
studied we can talk about entropy. The need to measure the degree of diversity occurs in studies on numerous
systems, processes and phenomena, in particular in studies on socioeconomic phenomena. That is why in
studies on those phenomena the measures or models defined on grounds of the information theory are
used increasingly often. The paper presents categorization of notions and characteristics of the entropy of
a discrete random variable. In addition to Shannon’s entropy, the Rényi’s and Tsallis entropies were applied
for studies on the properties of distributions in case of probabilities of the random variables. The notion of
entropy stemming from thermodynamics found application in many fields of sciences. Shannon’s entropy
was defined on the grounds of the information theory, the Rényi’s entropy is the result of generalization
of the Kolmogorov-Nagumo average while the Tsallis entropy is a certain function of Rényi’s entropy. The
present paper unifies these approaches by presenting one general model of concentration measure that
applies Rényi’s entropy.

Key words: Shannon’s entropy, Rényi’s entropy, Tsallis entropy, concentration measure



