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CZESEAW DOMANSKI

UWAGI O TESTACH JARQUE’A-BERA

1. MIARY SKOSNOSCI I KURTOZY

W literaturze statystycznej prezentuje sie wiele miar sko$nosci i sptaszczenia
(kurtozy). Wystepujg rézne podzialy tych miar, czesto jako kryterium uwzglednia sie
wielko$¢ wplywu na ich warto$é pojedynczych obserwacji nietypowych. Miary te cze-
sto sg stosowane do budowy statystyk testowych weryfikujacych hipoteze o skosnosci
rozktadéw (por. Domanski [4] i [5]).

Przypu$émy, ze mamy # niezaleznych obserwacji x{, x», ..., x,, zmiennej loso-
wej X.

Dla n-elementowej proby okreSlamy moment centralny k-tego rzedu:
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Jesli zmienna losowa X ma rozklad normalny o parametrach u i o, to wiadomo,
ze u3 =0, ugy = 304, stad p, =0i B, =3.
W artykule zostang przedstawione wiasnosci testéw weryfikujgcych hipotezy o skos-

no$ci rozkladéw zaproponowanych przez Jarque'a-Berego [7] oraz ich modyfikacji
zaproponowanych przez Godfreya i Orme’a [6].

2. TESTY JARQUE'A-BEREGO I MODYFIKACJE

Test Jarque’a-Berego [7] oparty jest na miarach sko$nosci i sptaszczenia (kurtozy)
rozktadu, czyli jest testem omnibus, poniewaz uwzglednia jednocze$nie odstepstwa od
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normalno$ci wywotane zar6wno przez sko$nosci i sptaszczenia. Statystyka ta najczesciej
przedstawiona jest wzorem:

(Vo) | (b,=3)

JB=n|"—"+>55 | (4)

Statystyka (4) przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej H, ze rozklad badany
jest rozktadem normalnym, ma asymptotyczny rozktad y2 o dwéch stopniach swobody.
Wydzielajac pierwszy sktadnik, uwzgledniajacy jedynie sko$no$é¢ rozktadu, dostajemy
postac:

(vVor)

‘]Bl = HT (5)

Statystyka ta przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H,:/f, = 0 (wspélczynnik
sko$no$ci réwna sie zero) ma asymptotyczny rozktad y2 o jednym stopniu swobody.
Wyodrebniajac drugi sktadnik ze wzoru (4) otrzymujemy:

b, —3)?
B, = n%. (6)

Statystyka (6) przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej Hy: > = 3 (wspot-
czynnik splaszczenia réwna sie 3) ma asymptotyczny rozklad y2 o jednym stopniu
swobody.

W wielu pracach wykazano, Ze test oparty na statystyce (5) nie rozréznia w sposob
wiarygodny rozktadéw symetrycznych i asymetrycznych w przypadku wystepowania
wysokiej kurtozy. Istotng przyczyng wystepowania nieodpowiedniej wlasnosci tego testu
jest fakt, ze wzér na wariancje statystyki /b, zostal wyprowadzony przy zalozeniu
wystapienia niskiej kurtozy. Bera i John [2] wyraznie stwierdzili, ze statystyki (5) i (6)
nie sg poprawnymi testami skos$nosci i kurtozy, poniewaz asymptotyczny rozktad tych
statystyk jest wyprowadzony przy zatozonej normalnosci.

W szczegblnoéci wzor okredlajacy asymptotyczng wariancje D? (\/ZT1 ) = 6/n wy-
korzystany we wzorze (5) bedzie niepoprawny. Na przyktad, przy duzej kurtozie bedziemy
mieli do czynienia z proporcjonalnie wieksza liczbg obserwacji nietypowych, co czesto
wystepuje w praktyce przy badaniu rozkltadéw stop zwrotu instrumentéw finansowych
(por. Piontek [9]). Pearson [8] wykazal, ze wychodzac od rozkltadéw z krétkimi ogo-
nami i przesuwajac sie w kierunku rozktadéw o dtugich ogonach, momenty beda rosty
coraz szybciej ze wzgledu na ekstremalne wartosci pochodzace z ogonéw rozktadéw
prawdopodobieristwa. W konsekwencji wariancja statystyki (5) bedzie rosta i dla rozkta-

déw o grubych ogonach formuta D? (/b—l ) = 6/n bedzie powodowata niedoszacowanie

wariancji. W przypadku duzej kurtozy, bedziemy odrzuca¢ hipoteze zerowg zaktadajac
symetrie zbyt czesto.
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Godfrey i Orme [6] zaproponowali odpowiednig modyfikacje poszerzajac zakres
zastosowan tego testu zwlaszcza do badania rozktadéw o grubych ogonach (por. takze
Bera, Premarante 2001).

Znalezienie formuly dla wariancji statystyk \/bil oraz by (por. (2)), ktére beda
poprawne w przypadku btednej specyfikacji modelu, umozliwia wykorzystanie rodziny
rozkltadéw Pearsona oraz zastosowania modyfikacji White'a (1987).

Zmodyfikowana statystyka przyjmuje postaé:

(«/b—1>2 = (7)
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gdzie m; oznaczaja odpowiednie i-te momenty zwykle rozktadu zmiennej losowej X.
Statystyka (7) przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hy ma réwniez asymptotyczny
rozktad 2 o jednym stopniu swobody.

3. POROWNANIE TESTOW OPARTYCH NA STATYSTYCE (4/b, )

W celu zbadania wlasnosci rozwazanych testéw opartych na statystykach (5) i (7)
wygenerowaliSmy metodg Monte Carlo dane z rozktadu normalnego (10000 powtérzen).
Uzyskali$my wynik §wiadczacy o tym, ze rozmiar zmodyfikowanego testu opartego na
statystyce RS jest na ogét blizszy zalozonym poziomom istotnosci w szczegélnosci dla
a = 1% (por. tabl. 1).

W tabeli 1 przedstawione sg wyniki dotyczgce rozmiaru testu dla rozktadu Studenta
(t7) o 7 stopniach swobody. W tym przypadku standardowy test niedoszacowuje warian-
cje, prowadzac do blednego zbyt czestego odrzucania hipotezy HO:«/F = 0.

Warto$¢ wyrazenia (9 + 75> = 61247, *)/n = 104/n we wzorze (7) jest zdecydo-

wanie wieksza niz standardowa wielko$¢. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy
Hy dla testu zmodyfikowanego jest réwniez w tym przypadku bliskie nominalnym
poziomom 5% i 1%. Proces generujacy dane z rozktadu beta (2,2), ma charakter pla-
tykuryczny B, < 3 oraz symetryczny. W tym przypadku standardowy test cechuje sie
znacznie bardzo malymi oszacowaniami warto$ciami rozmiaru. Zmodyfikowany test
tym razem réwniez ma rozmiar blizszy nominalnym poziomom 5% i 1%.

Dla rozktadu Laplace’a, ktéry cechuje symetrie oraz leptokuroze (6, > 0) stan-
dardowy test odrzuca prawdziwg hipoteze zbyt czesto, podczas gdy zmodyfikowany
test utrzymuje swdéj rozmiar.

Tabela 2 przedstawia rezultaty symulacji dotyczace mocy rozwazanych testéw. Dla
dwoch pierwszych rozktadéw, ktére generuja dane z dodatnia asymetrig (x3 oraz beta
1,2) zaréwno test standardowy, jak i zmodyfikowany cechuje sie bardzo wysoka moca,
przy czym dla rozktadu beta (1,2) wyzsza moc posiada test zmodyfikowany.

Analiza wynikéw prezentowanych w tablicy 1 i 2 potwierdza teze, ze standar-
dowy test oparty na statystyce okreslonej wzorem (5) daje btedne wyniki w przypadku
wystepowania duzej kurtozy. W konsekwencji powoduje to zbyt czeste, bledne odrzu-
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cenie prawdziwej hipotezy zerowej moéwigcej o symetrii. Test zmodyfikowany oparty
na statystyce (7) daje znacznie lepsze rezultaty. Ponadto cechuje sie bardzo dobrymi
wlasciwosciami odnoszacymi sie do jego rozmiaru i mocy.

Tabela 1

Oszacowania rozmiaréw testow sko$nosci (asymetrii) na podstawie 10000 powtoérzen

Test
Wielko$¢ proby standardowy (JB;) zmodyfikowany (RS)
a = 5% a=1% a=5% a=1%
Rozktad N (0,1)
30 3,29 0,83 3,88 0,59
50 4,35 1,07 4,43 0,71
100 4,88 1,12 4,55 0,81
200 4,83 0,89 4,51 0,63
250 4,74 0,91 4,68 0,81
300 4,96 0,89 4,96 0,73
400 5,17 1,06 4,81 0,90
500 4,99 0,91 5,00 0,85
600 4,88 1,05 4,73 0,80
700 4,62 0,94 4,42 0,65
800 4,92 1,05 5,00 0,82
900 4,52 0,89 4,43 0,78
1000 5,18 0,87 4,98 0,88
Rozktad Studenta t7
30 15,36 7,71 3,08 0,39
50 20,93 11,99 2,66 0,35
100 27,85 17,45 3,02 0,27
200 33,48 22,27 3,44 0,31
250 34,72 23,29 2,81 0,20
300 36,79 24,98 3,28 0,39
400 37,72 26,16 3,45 0,34
500 39,91 27,27 3,50 0,36
600 39,65 28,12 3,38 0,37
700 41,44 29,09 3,67 0,43
800 41,72 29,94 3,50 0,30
900 43,05 30,91 3,65 0,33
1000 43,29 31,47 3,68 0,57
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cd. tabeli 1

Wielkos¢ préby

Test

standardowy (JBj)

zmodyfikowany (RS)

a = 5% a=1% a = 5% a=1%
Rozktad Beta (2,2)
30 0,17 0,01 3,05 0,63
50 0,11 0,00 3,03 0,53
100 0,17 0,00 3,39 0,42
200 0,11 0,00 2,79 0,41
250 0,04 0,00 2,75 0,44
300 0,07 0,00 3,17 0,37
400 0,10 0,00 2,96 0,47
500 0,14 0,00 3,16 0,53
600 0,08 0,00 3,04 0,50
700 0,11 0,00 2,73 0,39
800 0,08 0,00 2,80 0,42
900 0,13 0,00 2,89 0,41
1000 0,06 0,00 2,98 0,45
Rozktad Laplace’a (A = 2)
30 26,18 15,49 2,85 0,19
50 33,47 21,58 2,28 0,14
100 39,74 27,50 2,74 0,18
200 44,07 31,77 3,05 0,32
250 46,07 33,10 3,06 0,16
300 47,49 35,26 3,41 0,29
400 47,73 35,08 3,41 0,34
500 48,56 36,13 3,59 0,31
600 49,30 36,77 3,65 0,32
700 49,95 37,05 3,68 0,33
800 49,34 37,49 4,00 0,46
900 50,83 38,22 3,96 0,44
1000 50,65 38,76 4,07 0,52

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 2

Oszacowania rozmiaréw testow sko$noséci metodg Monte Carlo oparte na 10000 powtérzen

Wielkos$¢ préby

Test

standardowy (JB;)

zmodyfikowany (RS)

a = 5% a=1% a = 5% a=1%
Rozktad x3
30 60,90 39,24 85,02 58,70
50 87,79 70,81 97,51 91,58
100 99,68 97,91 99,99 99,90
200 100 100 100 100
250 100 100 100 100
300 100 100 100 100
400 100 100 100 100
500 100 100 100 100
600 100 100 100 100
700 100 100 100 100
800 100 100 100 100
900 100 100 100 100
1000 100 100 100 100
Rozktad Beta (1,2)
30 11,97 2,36 49,93 21,04
50 27,33 6,70 73,39 49,87
100 66,90 31,92 96,21 88,18
200 97,98 84,17 99,96 96,97
250 99,57 95,09 100 100
300 99,95 98,43 100 100
400 100 99,93 100 100
500 100 100 100 100
600 100 100 100 100
700 100 100 100 100
800 100 100 100 100
900 100 100 100 100
1000 100 100 100 100
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cd. tabeli 2
Test
Wielkos¢ préby standardowy (JBj) zmodyfikowany (RS)
a = 5% a=1% a = 5% a=1%
Rozktad Beta (2,1)
30 12,78 36,87 2,15 14,85
50 26,96 61,62 7,03 35,59
100 68,04 92,60 31,55 76,87
200 97,78 99,87 85,19 99,01
250 99,68 100 94,82 99,86
300 99,93 100 98,64 99,99
400 100 100 99,96 100
500 100 100 100 100
600 100 100 100 100
700 100 100 100 100
800 100 100 100 100
900 100 100 100 100
1000 100 100 100 100

Zrédlo: obliczenia wlasne.

4. UWAGI KONCOWE

Warto przesledzi¢ wiasnosci testu opartego na statystyce okreslonej wzorem (6)

oraz jego modyfikacji postaci:

* (b2_3)2
RS =134+ 64b, + 8b,

mym
gdzie: by i b, dane sg wzorem (2), b, = ;14 =
2
przy czym m; (i = 1, 2, ..., 5) oznaczajg momenty zwykle zmiennej losowe;.
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UWAGI O TESTACH JARQUE’A-BERA
Streszczenie

W opracowaniu tym analizie symulacyjnej poddane zostaly rozmiary testéw sko$nosci i kurtozy
Jargue’a-Bera oraz ich modyfikacji. Eksperymenty symulacyjne dotyczg wybranych czterech rodzin rozkta-
déw prawdopodobienstwa i obejmuje 10000 powtérzen kazdy.

Stowa kluczowe: statystyczne testy skosnosci i kurtozy, rozmiar testu, eksperymenty symylacyjne

SOME REMARKS ON JARQUE-BERA TESTS
Summary

The paper involves a description of simulation experiments aimed at determining the size of Jargue-Bera
tests for skewness and kurtosis, as well as selected modifications of those tests. All experiments refer to
four different families of probability distributions and consist of one thousand runs each.

Key words: statistical tests for skewness and kurtosis, the size of a test, simulation experiments.



