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1. WPROWADZENIE

Dana jest zmienna losowa X o nieznanym rozkladzie F. Interesuje nas parametr
rozktadu, ktéry oznaczymy jako 6. Jesli parametru nie mozna wyznaczy¢ bezposred-
nio, konieczne jest pobranie préby losowej oraz dobranie odpowiedniego estymatora
parametru 6. Estymator jest statystykg okreslong na przestrzeni préb. Probe losowa
oznaczymy jako X = (X, X»,... , X,), jej realizacje jako x = (x1, x2,... , X;,), za$
estymator parametru 6 jako 6 = ¢ (X).

Efron [4] zaproponowal metode, ktdrg nazwat bootstrap polegajaca na losowaniu z
uzyskanej proby (préby pierwotnej) x, kolejnych prob wtérnych (préb bootstrapowych)
o liczebnosci n. Losowanie odbywa si¢ ze zwracaniem przy zatozeniu jednakowych
prawdopodobienistw réwnych 1/n wylosowania, kazdej z wartosci x;, dla i=1, ..., n.
Generowany jest w ten sposéb rozklad F, zwany rozkfadem bootstrapowym z préby.

Préba bootstrapowa oznaczana jest jako X* = (X|,XJ,---,X,), a dowolna jej
realizacja jako x* = (x},x},--- ,x}). Statystyka § dla préby bootstrapowej oznaczana
jest jako G = 1 (Xx).

Istota metody jest aproksymacja rozktadu statystyki 6, rozktadem statystyki boot-
strapowej @x. Efron [4] zaproponowal trzy metody wyznaczania rozkfadu Gx:

1. przeprowadzenie wlasciwych rozwazan teoretycznych,

2. zastosowanie aproksymacji Monte Carlo,

3. aproksymacje rozktadu 6% poprzez rozwiniecie funkcji ¢ w szereg Taylora.

Jesli wybrane zostanie rozwiagzanie 2 konieczne jest okreSlenie liczby losowanych
prob bootstrapowych N. Efron [5] opierajac sie na bootstrapowe]j wariancji stwierdza,
ze wystarczy niewielka liczba losowan, aby otrzymac wystarczajacq doktadnos¢. Z taka
oceng nie zgadzajg si¢ Booth i Sarkar [1], ktérzy zastosowali aproksymacje rozktadu
wzglednej wariancji bootstrapowej rozktadem normalnym. Pozwolifo to na oszacowa-
nie N dla okreslonego poziomu bledu na zalozonym poziomie ufnosci. Okazato sie, ze
uzyskanie btedu ponizej 10% przy poziomie ufnosci 0,95 wymaga przyjecia N okoto
800. Domanski i Pruska [3] (str. 261) stwierdzaja, ze przyjmuje si¢ N >1000.

Prowadzac rozwazania nad metoda bootstrapowa zada¢ mozna sobie pytanie, czy
losowanie préby bootstrapowej X*, z wczesniej juz uzyskanej préby pierwotnej X jest
konieczne? Losowanie préby jest niezbedne, jesli zbadanie calej populacji nie jest
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mozliwe lub jest zbyt kosztowne. Postugiwanie si¢ proba zamiast populacjag ma swoje
istotne implikacje bedace w obszarze zainteresowan statystyki matematyczne;j.

Zwréémy uwage, ze podstawowa wlasno$cig proby jest jej skoiczony rozmiar.
Okreslony dla niej rozktad bootstrapowy F jest prostym rozktadem dyskretnym. Roz-
ktad dowolniej statystyki okreSlonej dla n dyskretnych zmiennych losowych o skoficzo-
nej liczbie realizacji, nie musi by¢ szacowany, poniewaz moze by¢é po prostu wyzna-
czony. Kwestig otwartg pozostaje jedynie, jak duzego nakfadu obliczen wymaga takie
podejscie, o czym mowa bedzie dale;j.

Rolz)klad bootstrapowy jest w istocie rozkladem empirycznym okreslonym dystry-
buantg’:

B <i<nX <t
Fo)= ! ’n” D dlaseR! (1)

gdzie X, Xp,... , X, jest ciggiem ciaglych i niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowych rozktadach okreslonych dystrybuantg F.

Z twierdzenia Gliwienki-Cantelliego (podstawowego twierdzenia statystyki mate-
matycznej) wynika, ze:

D, = sup |F,(x)—F )| 2)
—oo<x<+00

dazy do 0 z prawdopodobiefistwem 1.

Twierdzenie to upowaznia do wnioskowania statystycznego — formufowania stwier-
dzeri dotyczgcych populacji na podstawie proby.

2. DOKLADNA METODA BOOTSTRAPOWA

Zatézmy, ze z populacji opisanej zmienng losowa X wylosowano n elementowa
probe pierwotng X = (xj, X,... , X,). Poniewaz dla niektérych i # j moze zachodzic¢
X = Xxj, zredukujmy?® rozmiar wylosowanej préby do k réznych wartosci. Prawdopo-
dobienistwa p; wylosowania z préby realizacji x;, gdzie i=1, 2,..., k nie muszg by¢
woéwczas jednakowe (jak to ma miejsce dla proby bootstrapowe;j).

W prébie x, kazda warto$¢ x; jest realizacjg zmiennej losowej X o rozktadzie
F. Zgodnie z twierdzeniem Gliwienki-Cantelliego, rozktad F moze by¢ przyblizony
rozktadem empirycznym F,.

WprowadZmy pojecie dyskretnej zmiennej losowej proby, ktérg oznaczyé mozna
jako XP. Zbiorem realizacji tej zmiennej jest pierwotna proba losowa {x;, X2, ... , X¢}.
Poszczegdlne wartosci przyjmowane sg z prawdopodobienstwami p? =P (X D x,-) =
pi>), dlai= 1, 2, ... , k. Rozklad ten jest réwnowazny rozktadowi empirycznemu

D Zapis zgodnie z Zieliniski [9] str. 11, gdzie # oznacza liczebnos¢.

2 Redukcja ta nie jest konieczna, lecz wskazana, poniewaz pozwala na zmniejszenie wymiaru pro-
blemu.

3) Prawdopodobieiistwa te bytyby jednakowe i réwne 1/n gdyby nie przeprowadzono redukcji wymiaru
proby do k réznych wartosci.
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i oznaczony zostanie jako F”. W takim przypadku n elementowa wtérna probe lo-
sowa mozna zapisaé¢ jako XP = (XP ,X?,--- ,X,Il)), a dowolng jej realizacje jako
xP = (x?,x];,--- , n) Zmienne XD dla i= 1, 2, ... , n maja rozklady FP. Staty-
styke 6+ dla préby bootstrapowej oznaczy¢é mozna wéwczas jako ° = t(XD). Rozktad
statystyki 6 przybliza¢ bedziemy rozkladem statystyki 6°. Zauwazmy, ze problemy
zZwiazane z ewentualnym obcigzeniem, zgodnoScig i efektywnosScia estymatora dotyczg
estymatora 6. W doktadnej metodzie bootstrapowej warto$é estymatora 6° jest obli-
czana, a nie szacowana na podstawie préby. Metoda nie wprowadza wigc dodatkowego

obcigzenia.

Dla pojedynczej b-tej realizacji wtérnej proby x2° = (xll)b,xlz)b e ,x,l?b) nale-
7y obliczyé wartosé 6° (b) = l‘(XDb) = t(xll)b,xzm’ o ,x,?b) oraz prawdopodobien-

stwo jej wylosowania. Ze wzgledu na redukcje wymiaru n elementowej préby do k
réznych warto$ci, prawdopodobieristwa wylosowania poszczegdlnych préb bootstrapo-
wych nie s3 juz jednakowe Prawdopodobienistwo wylosowania b-tej préby jest réwne

pPr=p (HD 6P (b) l_l p; »gdzie p]-)b =P (XD = xl.)b ) Liczba mozliwych realiza-
cji wtdrnej préby jest rowna B = k". Poprawnie napisany algorytm powinien zapewnic

spetnienie warunku: Z PPl =1.
b=1

Majac wyznaczone wartosci 6° (b) oraz prawdopodobiefistwa pP?, dla b=1,2,..., B
mozna okresli¢ rozklad estymatora 6°. Estymator ten, bedac funkcja dyskretnych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie F?, jest réwniez zmienna losowa dys-
kretna. Rozktad estymatora pozwala budowaé przedziaty ufnosci, czy testowac hipotezy
statystyczne.

Jezeli znany jest rozktad estymatora mozna wyznaczy¢ jego warto$¢ oczekiwa-
ng i odchylenie standardowe. Warto$¢ oczekiwana jest bootstrapowym oszacowaniem
parametru 6, za$ odchylenie standardowe btedem tego szacunku. Warto$¢ oczekiwana
i odchylenie standardowe obliczy¢ nalezy tak jak dla zmiennej dyskretnej. Oznaczajac
oceng parametru jako 6° (-), a biad jako SED‘” otrzymujemy:

(6° ) -0 () - po 3)

M=

B
Py=> 0w p™, s =
b=1

S
Il

1

Chcac zastosowaé metode doktadnego bootstrapu warto zastanowic sie¢, jak ma si¢
liczba wszystkich mozliwych préb wtérnych B wobec zalecanej liczby préb wtérnych
w klasycznej metodzie bootstrapowej. Np. dla k=10 i n=20 otrzymujemy B =10%,

4 Formuta (3) obowiazuje gdy brane sa pod uwage wszystkie préby bootstrapowe. Jesli rozwazany

jest jedynie ich podzbidr nalezatoby dokonaé korekty o czynnik Ll
n—
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co jest liczbg bardzo duza, znacznie wigksza niz przyktadowe N=1000. Jak pokazane
zostanie dalej tak duzg liczbe powtdérzen mozna aktualnie wygenerowaé. Pionierska
praca Efrona pochodzi z roku 1979. W tamtym okresie wykonanie tej liczby obliczen
w sensownym czasie byto niemozliwe. Poniewaz nie mozna byto zbada¢ calej ,,popula-
cji” okreSlonej proba pierwotng, konieczne bylo pobieranie z ,,préby traktowanej jako
populacje” kolejnych préb — préb wtérnych.

W metodzie bootstrapowej ciag uzyskanych wartosci estymatora porzadkowany jest
w kolejnosci od najmniejszego do najwiekszego, co pozwala np. wyznaczyé granice
przedzialéw ufnosci metodg percentyli (Efron, Tibshirani [6]). W dokladnej metodzie
bootstrapowej teoretycznie mozna réwniez tak postapié. Liczba mozliwych realizacji
statystyki 6° jest wprawdzie bardzo duza, ale po pierwsze, czes¢ realizacji z pewnoscia
bedzie si¢ powtarzaé, a po drugie i tak wskazane jest pogrupowanie rezultatéw w histo-
gramie. Utworzenie histogramu bedzie dla duzych probleméw niezbedne®, ale wiazaé
si¢ bedzie z utratg pewnej informacji. Podkresli¢ nalezy, ze mimo tego dokfadng metoda
bootstrapowg mozna uzyska¢ bardzo doktadne oszacowanie granic przedzialéw ufnosci,
poniewaz szerokos$¢ przedzialow w histogramie nie musi by¢ jednakowa. W zakresach
wymagajgcych podania dokfadnych prawdopodobienistw (czy dystrybuanty), szerokos¢
przedzialu moze by¢ bardzo, niemal dowolnie mata.

Najprostszym sposobem wygenerowania wszystkich wtérnych préb dla rozktadu
dyskretnego bedzie rekurencyjne pobieranie kolejnych elementéw z préby. Jesli wysta-
pity powtérzenia, zbidr z ktérego pobierane sg warto$ci redukuje si¢ do wymiaru k.
Tak skonstruowany algorytm zaliczy¢ mozna do kategorii brute force. Algorytmy tego
typu sa uznawane za nieefektywne.

Liczbe generowanych realizacji prob bootstrapowych mozna zredukowaé, ponie-
waz w probie wtérnej niektére wartoSci bedg sie powtarzaé — losowanie odbywa si¢
z powtérzeniami. Problem taki dla przypadku gdy prawdopodobieristwo wylosowania
kazdego elementu préby jest jednakowe i elementy sg jednakowe, przedstawiony jest
w ksiazce Fellera [7] w rozdziale I1.5 str. 38%). Dalsze rozwazania prowadzone beda
dla przypadku, gdy prawdopodobiefistwa te nie sg jednakowe, a losowane elementy
moga by¢ rézne.

Kazdg n elementowg wtérng b-ta probe bootstrapowa losowana ze zbioru k ele-
mentowego mozna zapisa¢ jako:

Db
X" = (ap X X1, X X2, , Akp X Xi) 4)

gdzie kazde a; >0, dla i= 1, 2, ..., k jest liczbg wystapiei w prébie b-tej i-tego
elementu proby pierwotnej. Liczby te muszg speinia¢ warunek:

k
Z ap=n )
i=1

%) Przyktadowo liczba realizacji 10*° wymaga ponad 80 eksbibajtéw komérek pamieci.
®) Jak zauwaza Booth [2] w prezentacji elektronicznej: Monte Carlo and the boothstrap.
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przy czym cze$¢ z nich moze by¢ réwna 0. Jezeli dla wybranego i zachodzi a;,=0,
oznacza to, ze element x; nie wystapit w b-tej prébie wtérne;j.
Prawdopodobienistwo wylosowania pojedynczej proby okreslonej (4) jest réwne:

Db

—

(PP) (©6)

i=1

Pozostaje jeszcze okreSlenie ile prob mozna wygenerowaé dla danego ciagu liczb
ap 20,dlai=1, 2, ..., k, spelniajacych warunek (5). Trzeba uwzgledni¢ wszystkie m,
elementowe kombinacje, gdzie m;, = #{a;, # 0:1=1,2,...,k} ze zbioru k elementowe-
go. Kombinacje nalezy nastgpnie permutowac, ale jedynie na pozycjach, dla ktérych
wspotczynniki a;, sa unikalne.

3. ROZKLAD GRANICZNY ESTYMATORA WARIANCII Z PROBY BOOTSTRAPOWE]

Dokfadna metoda bootstrapowa wykorzystana zostanie do szacowania wariancji
pewnej zmiennej losowej o nieznanym rozkiadzie. Weryfikacje poprawnosci metody
mozna przeprowadzi¢ poréwnujac rozklad estymatora wariancji z rozkladem granicz-
nym, ktéry stosowaé¢ mozna gdy proba jest duza (n >30).

Pobierajac n elementowg prébe losowg okreslamy dyskretng zmienng losowg préby
XP o zbiorze realizacji {xy,x2, ... , x;} 1 rozkladzie prawdopodobieristwa okre§lonym

k
wartoSciami p;= PXP =), dlai= 12, ..., k, przy czym Zp,- =1.
i=1
Warto$é oczekiwana u”, odchylenie standardowe o° oraz czwarty moment cen-
tralny ,u4D zmiennej X sa réwne odpowiednio:

k k

k
uP = sz' pi, o= Z(Xi—ﬂD)z'Pi, Hy = Z(Xi—ﬂD)4 " Di @)
=1

i=1 =1

1 ¢ _\2
Wiadomo, ze rozklad wariancji z préby §? = — Z (Xl- —X) pobranej z populacji
n
i=1
o rozktadzie normalnym N(u,0) jest rozktadem asymptotycznie normalnym

N(n_1~0'2, 2-“—4).

n n

Rozklad graniczny wariancji z préby S? pobranej z populacji o dowolnym rozkfa-
dzie z parametrami y i o bedzie tez rozktadem normalnym (wariancja jest usrednionym
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kwadratem odchylen od wartoSci przecigtnych). Warto§¢ oczekiwana rozkladu granicz-

nego oraz jego wariancja sa okreslone wzorem’’:

4
gs?= "1 o2 Dzszz““_‘ﬂ_2'(“4_2”)+“4_3"U4

n n n? n3

®)

gdzie: u4 jest momentem centralnym rz¢du czwartego rozpatrywanego rozktadu.

Rozklady, o ktérych mowa powyzej sa rozktadami granicznymi dla estymatora S2,

2 oo
Z(Xi —X) . Poniewaz S§° =
i=1
korekty parametréw rozktadéw granicznych. Warto$é oczekiwana estymatora S> nalezy

n

a nie estymatora $° = 1 152, nalezy dokonac
n-— n-—

pomnozy¢® przez

n . n o \?
—» @ wariancjg przez (n — 1) .

Rozktady graniczne nieobcigzonego estymatora wariancji oznaczone zostang jako
GV1 (rozktad graniczny nie wymagajacy normalno$ci rozktadu zmiennej losowej w

populacji) i GV2 (wymagajacy normalnoSci rozktadu) sg wigc nastepujace:

- \/"? (@) 2 -2:@")") -3 @)
_1. - 2

GV1:N|(cP), -

n n n3

n_ 2-(oP)*

n—1 n

©)

4. WYNIKI

Zaktadamy, ze dana jest zmienna losowa X o nieznanym rozkladzie, ktérego wa-

riancj¢ chcemy oszacowaé. Pobieramy n elementowg probe losowg i zaktadamy po-

_\2
Z (X,- -X ) . Przyktadowy rozktad empiryczny

sta¢ estymatora wariancji $% = 1
n—14

=
proby przedstawiony jest w tabeli 1. Niech rozktad ten reprezentuje zmienna losowa
XP. Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej X” sa odpowiednio réwne uP= 5,174

oraz (o’D)2= 3,989724. Rozktad estymatora wariancji zmiennej losowej X przyblizamy
rozktadem statystyki bootstrapowej. Pobranie proby losowej mozna interpretowaé jako
dyskretyzacje ciggtej zmiennej X. Stosujac metode bootstrapowa rozkiad estymatora
pewnego parametru rozktadu zmiennej X, przyblizamy rozktadem estymatora dyskret-
nej zmiennej X” reprezentujacej prébe. Réznica miedzy klasyczng metoda, a doktadna

7 Smirnow, Dunin-Barkowski [8] str. 237.

8 ) Jezeli n jest bardzo duze iloraz

jest praktycznie réwny jeden. Dla proby 30 elementowe;j

(a dla tej liczebnoSci proby mozna juz stosowaé rozklady graniczne) jest réwny 1,0345, za$ jego kwadrat
1,0702 — o tyle wiec nalezatoby skorygowaé wariancje.
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polega jedynie na liczbie wzigtych pod uwage préb wtérnych. W metodzie klasycznej
losowany jest pewien podzbiér mozliwych préb wtérnych, w metodzie doktadnej zas
brane sa pod uwage wszystkie proby wtérne. W klasycznej metodzie bootstrapowej
zamiast populacji préb wtérnych badamy wigc jedynie pewien jej podzbiér. W doktad-
nej metodzie bootstrapowej bierzemy pod uwage calg populacje prob wtérnych. Majac
do dyspozycji calg populacje rozktad, badzZ jego parametry nie muszg by¢é szacowane,
poniewaz mogg by¢ obliczane — problem na tym etapie jest zagadnieniem z zakresu
statystyki opisowej, a nie matematyczne;j.

Tabela 1
Rozklad zmiennej losowej X” reprezentujacej prébe pierwotna

Xi Di 03
1 0,010
2 0050 | %%
3 0,180 02
4 0,253

0,15 -
5 0,040
6 0,127 0,1 -
7 0,210

0,05 -
8 0,100 I
9 0,020 o +M : .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 0,010

Zrédlo: Opracowanie wlasne

W tabeli 2 przedstawiono stablicowany rozktad estymatora wariancji zmiennej lo-
sowej X? (stanowiacy przyblizenie rozkladu estymatora wariancji zmiennej ciaglej X),
wyznaczony metodg doktadnego bootstrapu i oznaczony jako DBV, oraz dwa normalne
rozktady graniczne dla wariancji GV1 i GV2 okreSlone wzorem (9).

Rozktady podano w dwdéch wariantach. W pierwszym zatozono n=20, w drugim
n=30. Podkresli¢ nalezy, ze w przypadku stosowania metod bootstrapowych warto$¢ n
wynika bezposrednio z liczebnosci préby. Zatozenie dwdch wartosci dla n traktowac
nalezy jedynie jako eksperyment symulacyjny majacy na celu zbadanie ewentualnych
podobienistw i réznic migedzy faktycznym rozktadem estymatora a rozktadami granicz-
nymi.

Pewnego komentarza wymaga jeszcze sposob doboru szerokoSci przedziatu
tablicowania. W ogdlnym przypadku moze by¢ ona dowolnie mata. Dla rozktadéw
granicznych (ciaglych), dla kazdego dowolnie malego przedziatu istnieje wieksze od O
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Tabela 2

Rozklad estymatora wariancji zmiennej losowej X uzyskany doktadng metoda bootstrapowa oraz

rozktady graniczne

n=20 n=30

DBV GVl GV2 DBV GVl GV2
Srednia 3,98972 3,98972 3,98972 3,98972 3,98972 3,98972
Odchylenie st. 0,91790 0,91790 1,32806 0,73650 0,73650 1,06566

Przedzialy DBV GV1 GV2 DBV GV1 GV2
<0,00; 0,25) 2,77E-08 2,31E-05 0,002432 8,73E-12 1,91E-07 0,000225
<0,25; 0,50) 9.47E-07 4,87E-05 0,001867 1,52E-09 8,87E-07 0,000304
<0,50; 0,75) 5,73E-06 1,36E-04 0,003057 3,14E-08 4,36E-06 0,000654
<0,75; 1,00) 2,91E-05 0,000355 0,004832 3,66E-07 1,92E-05 0,001329
<1,00; 1,25) 9,40E-05 0,000856 0,007372 2,84E-06 7,50E-05 0,002560
<1,25; 1,50) 0,000361 0,001921 0,010858 2,03E-05 0,000262 0,004666
<1,50; 1,75) 0,001463 0,004003 0,015437 0,000110 0,000817 0,008051
<1,75; 2,00) 0,003616 0,007749 0,021185 0,000607 0,002272 0,013153
<2,00; 2,25) 0,009544 0,013933 0,0280064 0,002482 0,005634 0,020342
<2,25; 2,50) 0,021507 0,023274 0,035886 0,008270 0,012467 0,029782
<2,50; 2,75) 0,037907 0,036112 0,044296 0,022408 0,024610 0,041280
<2,75; 3,00) 0,063318 0,052051 0,052778 0,045941 0,043341 0,054165
<3,00; 3,25) 0,073398 0,069692 0,060702 0,076109 0,068095 0,067284
<3,25; 3,50) 0,097465 0,086681 0,067391 0,110997 0,095448 0,079124
<3,50; 3,75) 0,121196 0,100148 0,072221 0,124357 0,119359 0,088088
<3,75; 4,00) 0,102042 0,107484 0,074710 0,139018 0,133161 0,092839
<4,00; 4,25) 0,102419 0,107159 0,074601 0,126058 0,132538 0,092630
<4,25; 4,50) 0,093798 0,099241 0,071907 0,107751 0,117691 0,087495
<4,50; 4,75) 0,074792 0,085377 0,066904 0,085236 0,093235 0,078239
<4,75; 5,00) 0,062212 0,068230 0,060088 0,059421 0,065896 0,066232
<5,00; 5,25) 0,040503 0,050651 0,052093 0,038703 0,041549 0,053079
<5,25; 5,50) 0,032387 0,034929 0,043594 0,024514 0,023373 0,040270
<5,50; 5,75) 0,024813 0,022375 0,035215 0,013139 0,011729 0,028923
<5,75; 6,00) 0,013530 0,013314 0,027459 0,007679 0,005251 0,019666
<6,00; 6,25) 0,009445 0,007359 0,020668 0,003776 0,002097 0,012659
<6,25; 6,50) 0,006109 0,003779 0,015017 0,001875 0,000747 0,007714
<6,50; 6,75) 0,003479 0,001802 0,010532 0,000887 0,000238 0,004450
<6,75; 7,00) 0,002140 0,000799 0,007130 0,000377 6,74E-05 0,002430
<7,00; 7,25) 0,001051 0,000329 0,004659 0,000159 1,7E-05 0,001257
<7,25; 7,50) 0,000650 1,26E-04 0,002939 6,56E-05 3,85E-06 0,000615
<7,50; +00) 0,000724 4,46E-05 0,001790 3,83E-05 7,74E-07 0,000285

Zrédto: Badania whasne
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prawdopodobieristwo, ze zmienna losowa przyjmuje wartosci z tego przedziatu. Dla
rozkfadu dyskretnego, a takim jest bootstrapowy (zaréwno klasyczny jak i doktadny)
rozklad estymatora wariancji zmiennej X, tak nie jest. Im mniejsza szerokos¢, tym
wigkszej liczbie przedzialéw bedzie odpowiadato prawdopodobiefistwo réwne 0.

W tabeli 2 podano réwniez wartosci oczekiwane estymatoréw wariancji zmiennej
XP oraz ich odchylenia standardowe. Sa to wartosci dokladne — obliczone. Podane
w tabeli rozklady sg tablicowane dla przedziatéw. Obliczenie na ich podstawie pa-
rametréw rozktadéw prowadzi¢ nalezy jak dla danych pogrupowanych, wobec czego
wyniki r6zni¢ si¢ moga od wartosci doktadnych.

Wartosci oczekiwane obydwu rozktadéw granicznych GV1 i GV2 sg z zaloze-
nia réwne wariancji préby. W przypadku rozktadu DBV réwniez otrzymano warto$¢
oczekiwang réwng wariancji proby, co potwierdza poprawnos¢ uzytego algorytmu.
Doktadna metoda bootstrapowa nie wprowadza dodatkowego obcigzenia estymatora
(w przeciwienstwie do metody bootstrapowej z losowaniem préb, gdzie obcigzenie jest
mozliwe).

Na uwage zastuguje fakt, ze odchylenie standardowe rozkiadu DBV jest réwne
z dokfadnosciag do pigtego miejsca po przecinku odchyleniu standardowemu rozkfadu
GV 1. Potwierdza to poprawno$¢ algorytmu realizujacego doktadny bootstrap. W przy-
padku rozktadu granicznego GV2 odchylenie jest zawyzone. Zawyzenie to wynika
z niespetnienia warunku normalno$ci. Réznica jest wyrazna i wskazuje na konieczno$¢
obliczania wariancji estymatora ze wzoru (8).

Na wykresie 1 przedstawiono rozklady estymatoréw wariancji zmiennej X dla
n=20 oraz n=30. Wynika z nich, ze rozktad GV2 (rozklad graniczny wymagajacy
zatozenia normalnoS$ci) nie stanowi wlasciwego przyblizenia rozktadu DBV dla roz-
patrywanej zmiennej losowej. Oznacza to, ze w przypadku estymatoréw wariancji
niespelnienie warunku normalnosci nie moze by¢ ignorowane. Nie mozna wéwczas
stosowaé rozkladu granicznego, wymagajacego zalozenia, ze préba pierwotna ma roz-
ktad normalny. Rozktad GV1 natomiast jest przyblizeniem dobrym.

Zauwazmy ponadto, ze rozktad DBV jest minimalnie asymetryczny, podczas gdy
rozkfad graniczny jest oczywiscie symetryczny.

Zgodno$¢ rozktadéw GV1 i DBV potwierdzit test zgodnosci Pearsona, zaréwno
dla n=30 jak dla n=20.

W tabeli 3 przedstawiono przedzialy ufnosci dla wariancji wyznaczone przy uzy-
ciu doktadnej metody bootstrapowej DBV, rozkladu granicznego nie wymagajacego
zatozenia normalnosci préby GV1 oraz wymagajgcego zalozenia normalnosci GV2.

Poréwnujac rozstepy poszczegdlnych przedzialow stwierdzamy, ze najprecyzyj-
niejszego oszacowania dokonano przy pomocy doktadnej metody bootstrapowej (i jest
to oszacowanie doktadne), nastgpnie rozktadu granicznego GV1 (z wyjatkiem n=20
i 1-a = 0,99, dla ktérych przedzial ufnosci rozktadu GV1 byt wezszy od DBV). Naj-
szersze przedzialy ufnosci ma rozktad GV2.
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Wykres 1. Rozklady estymatoréw wariancji DBV, GV1 i GV2

n=20
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Zrédto: Badania wlasne

Przesunigcie w lewo przedziatéw dla rozkiadu GV1 wobec DBV wynika z asyme-
trii drugiego z nich. Przedstawione obliczenia wskazuja, ze rozkiad GV1 jest dobrym
przyblizeniem rozktadu DBV.

W celu dokladniejszej prezentacji metody przedstawione zostang wyniki estymacji
dla malej préby obejmujacej wartosci {1, 2, 3, 4, 5} gdzie n = k=5 przy zalozeniu jed-
nakowych prawdopodobienistw wylosowania kazdego elementu, réwnych 0,2. Rozktad
ten reprezentuje dyskretna zmienna losowa X” o wartosci oczekiwanej i wariancji
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Tabela 3
Przedzialy ufnosci dla wariancji wyznaczone dokladng metoda bootstrapowa oraz przy uzyciu rozkladéw
granicznych
Poziom n=20 n=30
ufnosci DBV GV1 GV2 DBV GVl GV2
. 2,3685 2,1907 1,3868 2,6715 2,5462 1,9011
Lo = 0.95 granice
=0 5,9565 5,7888 6,5927 5,0845 5,4332 6,0784
rozstep 3,5880 3,5981 5,2059 2,4130 2,8870 4,1773
. 1,9575 1,6254 0,5689 2,3265 2,0926 1,2448
Lo = 0.99 granice
=0 6,6945 6,3541 7,4106 6,1185 5,8868 6,7347
rozstep 4,7370 4,7287 6,8417 3,7920 3,7942 5,4899

Zrédlo: Badania whasne

odpowiednio réwnych u’= 3, oraz (O'D)2= 2. Warto$¢ oczekiwana nieobcigzonego
estymatora wariancji jest rowna 2, a jego wariancja 0,96 (zgodnie ze wzorem (8) po
korekcie odpowiednio o czynniki 5/4 i (5/4)%). Z 5 elementowej préby pierwotnej moz-
na wylosowaé 5°=3125 préb wtérnych, przy czym prawdopodobieristwo wylosowanie
kazdej z nich jest w zadanych warunkach jednakowe i wynosi 1/3125. Estymator wa-
riancji dla przyjetej préby pierwotnej przybiera jedynie 26 réznych wartosci. W tabeli 4
oraz na wykresie 2 przedstawiony zostal rozktad nieobcigzonego estymatora wariancji
wyznaczonego doktadng metodg bootstrapowa. Warto$¢ oczekiwana i wariancja tego
rozktadu sg doktadnie réwne 2 oraz 0,96, czego nalezato oczekiwaé. Warto doda¢, ze
dla tak matej proby tatwo wykona¢ niezbedne kalkulacje z poziomu arkusza kalkula-
cyjnego programu Excel, bez konieczno$ci uzywania specjalnego oprogramowania.

Wykres 2. Rozklady estymatora wariancji dla proby obejmujacej wartosci {1, 2, 3, 4, 5}
" 0,1200
0,1000 - L
0,0800 -
0,0600 - - .
0,0400 - (] (I ] L)
0,0200 - L] ® (]

0,0000 *
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

Zrédio: Badania whasne



Doktadna metoda bootstrapowa i jej zastosowanie do estymacji wariancji 71

Tabela 4
Rozklad estymatora wariancji uzyskany doktadng metoda bootstrapowg dla 5-cio elementowej proby
obejmujacej wartosci {1, 2, 3, 4, 5}

Wartosci Prawdopodobieristwa Wartosci Prawdopodobieristwa
0,0 0,0016 2,2 0,0384
0,2 0,0128 2,3 0,0896
0,3 0,0256 2,5 0,0384
0,5 0,0192 2,7 0,0704
0,7 0,0576 2,8 0,0576
0,8 0,0480 3,0 0,0128
1,0 0,0288 32 0,0544
1,2 0,0448 33 0,0384
1,3 0,0768 3,5 0,0192
L5 0,0384 3.8 0,0128
1,7 0,1024 4,0 0,0096
1,8 0,0448 42 0,0192
2,0 0,0320 4,8 0,0064

Zrédlo: Badania wlasne

5. PODSUMOWANIE

W artykule oméwiono dokfadng metode bootstrapowa, ktdrg mozna wykorzystaé
do szacowania estymatoréw parametréw zmiennych losowych o nieznanym rozkladzie.
Metoda pozwala wyznaczy¢ oszacowanie dowolnego parametru, biad tego oszacowa-
nia, rozkltad estymatora, czy przedziaty ufnosci. Tradycyjnie zadanie takie realizowane
jest przy pomocy metody bootstrapowej, ktéra polega na losowaniu préb wtérnych z
pierwotnej préby losowej. Losowanie proby stosowane jest w statystyce, jesli nie moze
by¢ zbadana cata populacja, lub badanie catej populacji jest zbyt ktopotliwe. Préba
pierwotna jest po pierwsze skoiczona, a po drugie znany jest jej rozktad — jest to roz-
ktad empiryczny. Zamiast wtérnie probkowaé probe pierwotng mozna wygenerowac
automatycznie calg przestrzen prob wtérnych i wyznaczy¢ dla niej wartosci statystyki
bedacej estymatorem poszukiwanego parametru.

W artykule przedstawiono propozycje algorytmu realizujacego to zadanie. Popraw-
nos$¢ metody sprawdzono na przyktadzie wariancji. Pokazano, ze warto$¢ oczekiwana
estymatora obliczonego dokfadng metoda bootstapowg jest réwna dokladnie wariancji
préby. Metoda nie wprowadza wigc obcigzenia wynikajacego z wtérnego probkowania
jak ma to miejsce w klasycznym bootstrapie. Wniosek ten jest jedynie potwierdzeniem
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oczywistego faktu, ze badajac calg populacje uzyskujemy wyniki dokfadniejsze niz
jesli bierzemy pod uwage prébe losowa.

Rozktad nieobcigzonego estymatora wariancji wyznaczony doktadng metoda bo-
otstrapowa poréwnano z rozkladem granicznym dla wariancji, nie wymagajacym za-
fozenia normalnoSci préby pierwotnej. Podobienistwo obydwu rozktadéw wskazuje, na
mozliwo$¢ przyblizenia rozktadu doktadnego rozktadem granicznym.

Badania pokazaly, ze w przypadku estymatora obcigzonego nie mozna pominaé
kwestii normalnosci préby pierwotnej. Rozktad graniczny estymatora wariancji, jesli
proba nie ma rozkladu normalnego, nie moze by¢ przyblizony rozkiadem

( ,n—-1 [2.0%
N|o~,
n n

). Rozktadem granicznym jest rozktad

— g4 . —2.04% 3.4
Nlo2, n \/,114 ot 2 (g 20')+,u4 3.0 '
n—1 n n? n’

Przeprowadzone eksperymenty symulacyjne polegajgce na estymacji parametrow
dla réznych rozmiaréw préby pierwotnej pokazaty, ze w przypadku préb matych (n <15
i kK = n) czas niezbedny do wygenerowania calej przestrzeni préb wtérnych jest krét-
ki (ponizej 10 sek. na komputerze Sredniej klasy). Oznacza to, ze nie ma wowczas
potrzeby przeprowadza¢ wtérnego losowania proby. Dla préb wiekszych, czas ten jest
zdecydowanie dluzszy i wymaga kilku godzin obliczen (dla n=20 i k = n oblicze-
nia trwaly 5 godz. 30 min.) Wzrost wymiarowosci problemu powoduje bardzo silne
wydluzenie czasu obliczen. Z drugiej strony pamietaé nalezy, ze metoda bootstrapo-
wa stosowana jest w przypadku malych préb — dla préb duzych mozna wykorzystaé
graniczne rozklady estymatoréw.

Biorac jednak pod uwage postep w technice komputerowej, doktadny bootstrap
bedzie moégt by¢ w przyszlosci stosowany rowniez dla prob wigkszych.

Szkota Gtowna Gospodarstwa Wiejskiego
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DOKLADNA METODA BOOTSTRAPOWA 1 JEJ] ZASTOSOWANIE DO ESTYMACIJI WARIANCIJI
Streszczenie

W artykule przedstawiono dokladna metode bootstrapowg, ktdrg mozna wykorzysta¢ do szacowa-
nia estymatoréw parametréw zmiennych losowych o nieznanym rozkladzie. Metoda pozwala wyznaczy¢
oszacowanie dowolnego parametru, biad tego oszacowania, rozktad estymatora, czy przedzialy ufnosci.
Tradycyjnie zadanie takie realizowane jest przy pomocy metody bootstrapowej, ktéra polega na wtérnym
probkowaniu analizowanej, pierwotnej proby losowej. Losowanie préby stosowane jest w statystyce, jesli
nie moze by¢ zbadana cata populacja, lub badanie catej populacji jest zbyt kiopotliwe. Préba pierwotna
jest po pierwsze skoriczona, a po drugie znany jest jej rozklad — jest to rozklad empiryczny. Zamiast
wtérnie probkowac prébe pierwotng mozna wygenerowac automatycznie calg przestrzen préb wtérnych
i wyznaczy¢ dla niej wartoSci statystyki bedgcej estymatorem poszukiwanego parametru. W artykule
przedstawiono propozycje algorytmu realizujacego metode doktadnego bootstrapu, ktérego poprawnosé
sprawdzono na przyktadzie nieobcigzonego estymatora wariancji. Pokazano, Ze wartoS¢ oczekiwana es-
tymatora obliczonego doktadng metodg bootstapowg jest réwna dokladnie wariancji proby. Metoda nie
wprowadza wigc obcigzenia wynikajacego z wtérnego probkowania jak ma to moze mie¢ miejsce w kla-
sycznym bootstrapie. Rozktad estymatora wyznaczony doktadng metoda bootstrapowa poréwnano z roz-
ktadem granicznym estymatora wariancji, nie wymagajagcym zalozenia normalnosci préby pierwotne;j.
Badania pokazaly, ze w przypadku wariancji nie mozna pomingé kwestii normalnosci préby pierwotne;j.

EXACT BOOTSTRAP METHOD AND IT’S APPLICATION IN ESTIMATION OF VARIANCE

Summary

The article presents the exact bootstrap method, which can be used to estimate the parameters of the
estimators of random variables with unknown distribution. The method allows to determine an estimate
of any parameter, the error of estimation, the distribution of the estimator and confidence intervals.
Traditionally this task is carried out using the bootstrap method, which consists of resampling of the
original sample. Random sampling is necessary if examining the entire population data is impossible
or too costly. Note that the fundamental sample property is of finite size and we know its distribution
— it is the empirical distribution. Rather than driving a resample, we can generate automatically the
entire resample space and calculate the values of a statistic which is looking for a parameter estimator.
This article describes a method for performing exact algorithm for bootstrapping, which correctness was
verified on an example of the unbiased estimator of variance. It is shown that the expected value of the
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estimator calculated with exact bootstrap is exactly equal the variance of the sample. The method does not
introduce bias of the resampling, as it may be for the classic bootstrap. The distribution of the estimator
determined by the exact bootstrap compared with the limit distribution for estimator of variance, which
does not require assumptions of normality of the original sample. Research has shown that if we estimate
variance we cannot ignore the issue of normality of the original sample.



