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1. WSTEP

Model J. von Neumanna po raz pierwszy zostal opublikowany w jezyku niemiec-
kim w 1928 r., ale szersze zainteresowanie ekonomistéw i matematykoéw wzbudzita do-
piero jego angielska wersja [36] z 1945 r. Intensywny okres zainteresowania rownowaga
v. Neumanna i tzw. efektem magistrali w wieloproduktowych (wielosektorowych) mo-
delach wzrostu typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa przypada na druga potowe XX wieku,
zob. np. prace [1, 3, 4-8, 10-35], ale rowniez w pierwszej dekadzie obecnego wieku
raz po raz pojawiaja si¢ nowe publikacje na tan temat w czotowych czasopismach
naukowych, por. [2, 9, 37-39].

W artykule prezentujemy wersje modelu von Neumanna, ktérego posta¢ nawigzuje
do klasycznych prac, [4-7, 12, 16, 24}. Przytaczamy stosunkowo prosty dowdd istnie-
nia stanu réwnowagi neumannowskiej oraz ,,stabg” wersje twierdzenia o magistrali w
takim modelu. Idea dowodu nawigzuje do artykutu R. Radnera [33] (zob. takze m.in.
H. Nikaido [24] twierdzenie 13.8, A. Takayama [34] twierdzenie 7.A.2).

Zanim przejdziemy do przedstawienia modelu, stéw kilka o niektérych symbolach
matematycznych stosowanych w pracy. Przez R" oznaczamy n-wymiarowg przestrzen
wektorowa (nad cialem liczb rzeczywistych). Jezeli wektor x € R" jest nieujemny,
piszemy x=0. Zapis x > 0 oznacza, ze nieujemny wektor x zawiera co najmniej 1
element dodatni, tzn. x > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=0 oraz x # 0. Nazywamy
go wektorem péidodatnim. Natomiast zapis x > 0 oznacza, ze wszystkie sktadowe
wektora x sg dodatnie. Zapis x=y znaczy tyle, co x — y=0, podobnie x > y oznacza,
ze x—y >0, a x>y oznacza, ze x —y > 0. Przez R", oznaczamy nieujemny orthant

R", tzn. R = {x € R" |x20}. Symbolem (x,y) oznaczamy iloczyn skalarny wektoréw
n

x,y € R", czyli {x,y) = Z X;,yi. Przez ||x|| oznaczamy tzw. norm¢ takséwkowa wektora

=1
n

x €R" |lx|| = Z |x;|. Jezeli a jest skalarem, to a > 0 oznacza, ze a = 0 lub a > 0.
i=1
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2. MODEL VON NEUMANNA. STATYKA

W gospodarce mamy n towar6w oraz m procesOw produkcji, ktére nazywamy
bazowymi procesami technologicznymi. Skalar aj; > 0 wskazuje na wielkoS¢ zuzycia
i-tego towaru w j-tym bazowym procesie technologicznym prowadzonym z jednost-
kowg intensywnoscig. Natomiast skalar b;; > 0 wskazuje na produkcj¢ i-tego towaru
w j-tym bazowym procesie technologicznym prowadzonym z jednostkowg intensyw-
noscig. Nieujemne (prostokatne, m X n ) macierze

a .. Qaip b]] b]n

ang e Aoy b21 bzn
A= , B=

aAml ... Ayp bml bmn

nazywamy (odpowiednio) macierzg naktadéw (zuzycia) i macierza wynikéw (pro-

dukcji) w modelu von Neumanna. Zatem w j—tym bazowym procesie technologicz-

nym stosowanym z jednostkowg intensywnoscia z wektora (wierszowego) naktadéw

aj = (a;,aj,...,a;,) mozna wytworzy¢ wektor produkcji b; = (b;1,b)2,...,bj,) . Za-

ktadamy, ze:

1. Kazdy wiersz nieujemny macierzy A zawiera element dodatni (tzn. w kazdym
bazowym procesie technologicznym zuzywany jest co najmniej jeden towar).

2. Kazda kolumna nieujemnej macierzy B zawiera element dodatni (tzn. kazdy
towar jest wytwarzany w przynajmniej jednym bazowym procesie technologicz-
nym).

Model jest liniowy w tym sensie, ze dla dowolnych liczb v; > 0,v, > 0,...v, >0

z nakladéw x = Z vja; otrzymujemy produkcje y = Z vib;.

J=1 J=1

(x,y) = {Z vidj, Z ijj) = (vA,vB)

J=1 J=1

O parze

méwimy, ze opisuje dopuszczalny proces produkcji w modelu von Neumanna. P6t-
dodatni wektor (wierszowy) v = (vi,...,v,) = 0 nazywamy wektorem intensywnosci
stosowania bazowych proceséw technologicznych.

WeZmy (niezerowy) wektor intensywnos$ci v > 0 i utwérzmy proces (x,y) =
(vA,vB). Liczbe

(vB);

m, gdy (vA); > 0

400, gdy (vA); =0, (vA), >0
(VA)i = (VB)f = 0

a;(v) =

wielkosc nieokreslona, gdy
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nazywamy wskaZnikiem technologicznej efektywno$ci wytwarzania i-tego towaru w
procesie (vA, vB). Liczbe
a(v) = min a;(v)
1

nazywamy wskaZnikiem technologicznej efektywnosci procesu (vA, vB), a liczbe

= 1
@y = max a(v) (D
nazywamy optymalnym wskaZnikiem technologicznej efektywnosci produkcji w mo-
delu (gospodarce) von Neumanna.

Poniewaz v > 0 , wigc wprost z definicji mamy

a(v) = min ;(v) = max{a |a vA < vB}

l
czyli zadanie (1) jest rtéwnowazne z zadaniem

max @
avA < vB (2)
y > 0.
Pokazemy, ze przy zatozeniach (I), (I) zadanie to ma rozwiazanie.'
0 Twierdzenie 1. Przy zalozeniach (I), (II) istnieje taki wektor intensywnoS$ci
v >0, ze
a(V) = maxa(v) = ay > 0.
v>0
Dowéd. Pokazemy najpierw, ze funkcja a(v) jest wszedzie na R’ poza O ciagla oraz
dodatnio jednorodna stopnia 0.
Zauwazmy, ze z definicji

(v.by (v, b5
v,aly  (v,dv)

a(v) = mina;(v) = min
1

dla pewnego k.
Funkcja a(v) jest zatem ciagta w kazdym takim punkcie v > 0, w ktérym
(v,d"y > 0 (jako iloraz funkcji liniowych, a wiec ciaglych) . Zalézmy teraz, ze
_wbh
a(v) = .

oraz (v,d")y =0.

" Inny dowéd przytacza m.in. D. Gale [7], twierdzenie 9.8.
2 Symbolem a*, b* oznaczamy k-ta kolumne macierzy Ai B:
A1k bk

Ank bmk
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Przy zalozeniu (I) warunek v # 0 pociaga za soba vA > 0, czyli (v,a’) > 0 dla
pewnego J, tzn.

Wby (b
w,ay  (v,dv)

a(v) = min < aj(y) <+oo

co jest niemozliwe. Jezeli bowiem (v, bk> >0, to a(v) = +o0 , jezeli za$ Wby =0,
to w punkcie v funkcja e(v) jest nieokreslona . Zatem, gdy v = 0, to
v, b)) (v, ") . . k
— = —— dla takiego (pewnego) k ze (v,a") >0
(v,a’y  (v,a*)
i tym samym funkcja a(v) jest ciggla wszedzie na R’ poza 0.
Poniewaz dla kazdego v > O istnieje takie k € {1,..,n} , ze (v, &y >0
(v, b")

(v, d)

a(v) = min
1

ia() = , wigc dla dowolnej liczby A > 0 mamy

by bty
S, dy v dky

a(Av) a(v),
co dowodzi dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji @(v) wszedzie na R’} poza 0.
Wéwcezas
max a(v) = max a(v). 3)

v>0 v>0
Il =1

Zbiér S7(1) = {v = 0]||v]| = 1} jest zwarty oraz funkcja a(v) jest ciggla na S (1) ,
wiec zadanie (3) ma rozwigzanie v > 0. Macierze A, B spetniaja warunki (I), (I),
wiec istnieje taka liczba o > 0, ze

cgeA<eB>0,
gdzie e = (1,...,1) i wobec tego ay =a(v) 20 >0.

Wektor v > 0, dla ktérego ay = a(V) , nazywamy optymalnym wektorem inten-
sywno$ci w modelu von Neumanna. Wektory ¥ = VA, y = VB nazywamy optymalnymi
wektorami naktadéw (zuzycia) i wynikéw (produkcji). O parze (X, y) = (VA, vB)
méwimy, ze opisuje optymalny proces produkcji. Przy zatozeniach (I), (II), zgodnie z
twierdzeniem 1, optymalne procesy produkcji w modelu von Neumanna istnieja i sg
okreslone z doktadnoscig do mnozenia przez dowolng stala dodatnig (z doktadnoscig
do struktury).

Trzecie zatozenie brzmi nastepujgco:

(III) Istnieje taki optymalny wektor intensywnosci v > 0, ktéremu odpowiada
wektor produkcji
y=vB>0.

Innymi stowy, wéréd optymalnych proceséw produkciji istnieje przynajmniej jeden pro-
ces, w ktorym wytwarzane sa wszystkie towary. Model von Neumanna spelniajacy
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ten warunek nazywamy regularnym. Jezeli spetnione jest zatozenie (III), to spetnione
jest takze zatozenie (II), dlatego w przytoczonych dalej twierdzeniach 2 i 3 jest ono
pomijane.
Niech p > 0 oznacza n-wymiarowy (kolumnowy) wektor cen towaréw. Liczbe
B
u, gdy vAp >0
B, p) = +00, gdyvAp=0, oraz vBp>0
wielkosc nieokreslona, gdy vAp= vBp =20

nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu (vA, vB) przy cenach p.

A Definicja 1. Méwimy, ze gospodarka z technologiczng efektywnoscig a(v) =

ay > 0 znajduje sie¢ w réwnowadze von Neumanna, jezeli obowigzujg w niej takie

ceny p > 0, przy ktérych dla dowolnego wektora intensywnosci v > 0 spetniony jest
warunek:

vBp — ayvAp < 0. 4

A
Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna. Latwo zauwazy¢, ze ceny von
Neumanna sg okreSlone z dokladnoscig do struktury. O tréjce {ay,V, p} , w ktorej
wektor intensywnoSci v > 0 spetnia zatozenie (III), méwimy, ze tworzy (optymalny)
stan rownowagi neumannowskiej.
Zgodnie z twierdzeniem 1:
ayvA < VB. ®)

Z (4) otrzymujemy (dla v = v)
VBp < anvAp,
a z (5) (po przemnozeniu obu stron nieréwnosci przez wektor p > 0):
VBp 2 anVAp,
tzn.
przy czym VB p > 0, czyli takze vA p > 0. Tak wiec wszedzie gdzie funkcja S(:, p)
jest okreslona mamy

_ vBp _
B, p) = =L < a) = ay
vAp
oraz B B
B, p) = =L = max —L = a(v) = ay

VAp v=0 VAp
W réwnowadze von Neumanna ekonomiczna efektywnos$¢ produkcji jest rowna efek-

tywnosci technologicznej i jest to maksymalna efektywnos¢, jaka moze osiggnaé go-
spodarka.
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O Twierdzenie 2. Jezeli spetnione sg zalozenia (I), (III), to istniejg ceny von
Neumanna

Dowod. Przy zatozeniach (I), (III) zbiér

0 =1qlqg =v(ayA-B),v = 0}
jest nietrywialnym stozkiem wieloSciennym w R" z wierzchotkiem w 0, ktéry nie
zawiera wektoréw ujemnych. Rzeczywiscie, zatézmy ze g € Q 1 g < 0. Wbwczas
q = v(eyA — B) = ayvA —vB < 0 dla pewnego wektora v > 0, co jest niemozliwe
(sprzeczne z definicja optymalnego wskaznika technologicznej efektywnosci ay).

Utwérzmy zbidr

D=Q+R,={d|d=q+r, qeQ, reR}}

Wowczas D # R" (gdyz zbiér D nie zawiera wektoréw ujemnych) oraz e¢; € D, i =
1,...,n. Zatem istnieje taka hiperptaszczyzna z wektorem kierunkowym p # 0 , ze

(p,d) > 0 dla kazdego d € D. (6)

L0), 1 = 1,...,n, wiec

> 0.7 (6) wynika w

Do zbioru D nalezg w szczegdlnoSci wektory e; = (O, ...,

I,

O]

(p,e;y = p; = 0 dla kazdego i, a poniewaz p # 0, wiec p
szczegdlnosci, ze dla kazdego v > 0 :

vieNA-B)p >0

co jest rownowazne (4).
|
Podobnie jak optymalny wektor intensywnosci v > 0 , réwniez ceny von Neuman-
na p > 0 sg okreslone z dokfadnoscia do struktury.

3. MODEL VON NEUMANNA. DYNAMIKA

Zatézmy, ze czas t zmienia si¢ skokowo, t = 0,1,...,#;. Symbolem v(¢) =
(v1(2), ..., v,(t)) oznaczamy wektor (wierszowy) intensywnosci, z jaka poszczegélne ba-
zowe procesy technologiczne sg stosowane w okresie ¢. Model von Neumanna opisuje
gospodarke zamknietg w tym sensie, ze Zrodlem naktadéw w okresie r+1 moze by¢
tylko produkcja wytworzona w okresie poprzednim #, co prowadzi do nieréwnosci:

vit+ DASv()B, t=0,1,....6—1 (7

v(it) =20, t=0,1,...1.

Niech v* bedzie dowolnym wektorem intensywnosci stosowania bazowych proceséw
technologicznych w okresie r = 0

v(0)=1° > 0. (8
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A Definicja 2. Ciag wektorow {v(t) }?:0 spetniajacych warunki (7)-(8) nazywamy (v%1;)
— dopuszczalng trajektorig intensywnosci. Ciggi {x(t)};‘zo , {y(t)};‘zo, gdzie x(t) = v(H)A,
y(t) = v(t)B, nazywamy (odpowiednio) dopuszczalng trajektorig naktadow (zuzycia)
. P .. P I3 L, . . . .
1 wynikéw (produkceji). O tréjce {v(7), x(2), y(1)},_, méwimy, ze opisuje dopuszczalny
proces wzrostu w modelu von Neumanna.

A
Sposréd dopuszezalnych proceséw wzrostu szczegdlng klasg tworza procesy stacjonar-
ne.
A Definicja 3. (\°1)) — dopuszczalna trajektori¢ intensywnosci {v(¢) }?=o nazywamy
stacjonarng, jezeli dla pewnej liczby y > 0:

v(t) =y, 1=0,1,...1. 9)
Stacjonarnej trajektorii intensywnoS$ci odpowiada stacjonarna trajektoria naktadéw
x(t) = y'x" (10)

oraz wynikéw
OESG (1D

gdzie x° = 94 , y0 = v'B . O tréjce trajektorii (9) — (11) méwimy, Ze opisuja
stacjonarny proces wzrostu w modelu von Neumanna.
A
Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia stacjonarnego procesu wzrostu
z tempem y > 0 i poczatkowym wektorem intensywnosci v° > 0 jest spelnienie ukladu
nieréwnosci:
%A <WVOB. (12)
Przy zatozeniach (), (III), zgodnie z twierdzeniem 1, istnieje takie rozwigzanie uktadu
(12) z tempem y = ay > 0 i okreslonym z dokladnoscia do struktury wektorem v° =
v > 0, ze VB > 0. Innymi stowy istnieje stacjonarny proces wzrostu {i (), X(¢), y(t)}?zo
postaci:

w(1) = afyv, (13)
x(1) = ajy X, (14)
y(1) = ayy, (15)

z wektorami X = VA > 0, y = vB > 0. Nazywamy go optymalnym stacjonarnym proce-
sem wzrostu w modelu von Neumanna. Trajektorie (13) — (15) nazywamy, odpowied-
nio, optymalna stacjonarng trajektorig intensywnosci, nakfadéw (zuzycia) i wynikow
(produkcji).

O wektorach

L_ W ey v | v

PTRON Jobd] TR S
13
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IR () ayx x i T .
= — = =—=|—1,...,—— | = const.,
IXON ||etx]| 1 | 25 X5
1 1
S (ORGP NS SR D INN I FE
Iy (@)l ||cx§v)7|| (11l Zi:fi, T2 Vi ’

i
moéwimy, ze charakteryzuja strukture intensywnosci stosowania bazowych proceséw
technologicznych, struktur¢ naktadéw i strukture produkcji w optymalnym stacjonar-
nym procesie wzrostu. O péiprostych

NY ={a5" | 1> 0},

N* ={A5" | 1> 0},
N ={a5 | 1> 0},

moéwimy, ze tworzg magistrale (promienie von Neumanna) w przestrzeni intensywnosci,
przestrzeni naktadéw i produkcji. Wszystkie optymalne stacjonarne procesy wzrostu
przebiegaja po magistralach.
W celu zapewnienia jednoznaczno$ci magistral przyjmiemy nast¢pujace zatozenie:
(IV) Dla kazdego wektora intensywnosci v ¢ N¥ zachodzi nieréwnos¢:

vBp—ayvAp <O.

Latwo zauwazyé, ze warunek ten zachodzi takze dla dowolnego wektora x = vA ¢ N*
oraz y = vB ¢ N? . Zalozenie glosi zatem, ze jedynie na magistralach ekonomiczna
efektywnos$¢ produkeji jest rowna efektywnosci technologicznej (wszedzie poza magi-
stralami efektywnos¢ ekonomiczna jest nizsza od technologicznej).?

Ustalmy poczatkowy wektor intensywnosci v* > 0 i postawmy nastepujace (linio-
we) zadanie programowania dynamicznego:

max v(t|)Bp
v+ DA<vB, t=0,1,...6 —1 (16)
v(0) = 1%(dane).

Jest to zadanie maksymalizacji wartoSci produkcji w koficowym okresie hory-
zontu {0, 1, ..., 7}, mierzonej w cenach von Neumanna p > 0, na zbiorze wszystkich
(%, 1;)-dopuszczalnych trajektorii intensywnosci. Jego rozwiazanie {v*(r) }?=o nazy-
wamy (v, 1, p)- optymalng trajektoria intensywnosci. Ciagi {x*(t) }iL,, {y*(®) }',,

3 Innymi stowy przy zalozeniu (IIl) w zadnej przestrzeni — intensywnosci, nakladéw, produkcji —
nie ma dwdch réznych magistral (o réznej strukturze). Zalozenie to znacznie utatwia dowdd twierdze-
nia 3, cho¢ nie jest generalnie wymagane przy dowodach innych twierdzen o magistrali formufowanych
w literaturze, por. prace wymienione we wstepie.
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gdzie x*(1) = v*(1)A oraz y*(t) = v*(t)B, nazywamy (x°,1;, p)- optymalna trajektoria
naktad6w (z poczatkowym wektorem nakladéw x° = v°A) oraz (y°, 1, p)-optymalna tra-
jektoriag produkcji (z poczatkowym wektorem produkcji y° = v'B). O tréjce
(v (1), x*(1), y* () }?:0 méwimy, Ze opisuje optymalny proces wzrostu w modelu von
Neumanna.

4. ,SLABE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

W literaturze znanych jest wiele twierdzeni o stabilnosci typu magistralnego opty-
malnych proceséw wzrostu w modelach von Neumanna-Gale’a-Leontiefa (por. zala-
czong bibliografi¢). Cho¢ niekiedy modele te znacznie r6znig si¢ miedzy soba, istota
dowodzonych na ich gruncie twierdzei pozostaje ta sama. Wszystkie glosza, ze bez
wzgledu na poczatkowy stan gospodarki, procesy wzrostu optymalne w sensie obszer-
nej klasy kryteriéw wzrostu (nie tylko kryterium maksymalizacji wartosci produkcji
w koficowym okresie ustalonego horyzontu) ,,prawie zawsze” przebiegaja w dowolnie
bliskim otoczeniu magistral. Zbiezno$¢ jest tym wyraZniejsza, im dluzszy jest zaklada-
ny horyzont gospodarki. Magistrale jawig si¢ jako ,,drogi szybkiego ruchu” do ktérych
powinna zmierza¢ (ewentualnie, po ktérych powinna poruszaé si¢) kazda racjonalnie
rozwijajaca si¢ gospodarka. Tempo wzrostu na magistralach jest bowiem maksymalnym
tempem mozliwym do osiggniecia przez gospodarke.

(] Twierdzenie 3 (Radner). Jezeli spelnione sa zalozenia (I), (III) i (IV) to dla
dowolnej liczby & > 0 istnieje taka liczba naturalna k. > 0, ze liczba okreséw czasu,
w ktérych zachodzi chocby jeden z warunkéw

IO
@l

X' &
[lx* (@)l

=& 17)

= ’

H y(2) g
[yl

nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugoSci horyzontu #.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze dla dowolnej liczby & > 0 istnieje taka liczba 6, > 0,
iz warunek

%
— (18)
[IvIl
pociaga za sobg nier6wnos¢é
VvBp — (ay — 6. )vAp < 0. (19)

Przy dowodzie wystarczy ograniczy¢ si¢ do wektoréw intensywnosci v > 0 unormowa-
nych do 1, gdyz jezeli jakikolwiek wektor v > O spelnia warunki (18), (19), to spetnia
je takze wektor Av, gdzie A jest dowolng liczbg dodatnig . Zbidr

Ve={veSiD| Ilv-31 > &l
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jest zwarty oraz dla kazdego v € V,
veg N,

czyli
vBp —anvAp <0 (20)

(zgodnie z zalozeniem (III)), tzn.

vAp >0 dla kazdego veV,.

B
Poniewaz S(v, p) = % jest ciagly na V. funkcja zmiennej v, wiec (wobec (20))
vap
istnieje liczba .
B =maxp(v, p) < ay,
veVe

czyli ay — 6. > f dla pewnej liczby 6. > 0, skad wnioskujemy, ze dla kazdego v € V,
vBp
- (Sv 2 )
N =0 VAp

co prowadzi do warunku (19).
Podobnie dowodzi si¢, ze dla dowolnej liczby & > 0 istnieja takie liczby 6% > 0,

0% > 0, iz nieréwnos¢ ||x_|| —§|| = € pociaga za sobg vBp — (ay — 5.)vAp < 0, a
X
nieréwnos¢ Hﬁ -5 H > & pocigga za soba nieréwno$¢ vBp — (ay —02)vAp < 0, gdzie
Y
x = VA, y = vB. Biorgc 6, = min{d., 65,6} dochodzimy do wniosku, iz dla dowolnej

liczby & > 0 istnieje taka liczba 6, > 0, ze jezeli zachodzi ktérakolwiek z nieréwnosci

Vv B X _ y _
— —§ s |l= =5 = e, H——sy > e
vl [IxI lIyll
(gdzie x = vA, y = vB), to
vBp — (ay — 6.vAp < 0. 1)

Niech {v*(z) }i‘: o bedzie (%, 11, p)- optymalng trajektoria intensywnosci rozwiaza-
niem zadania (16). Wéwczas, zgodnie z (4)

ViO)Bp <ayv'(®Ap, t=0,1,..,4

oraz
Vie+ DALV @B, t=0,1,....,6 -1

(w mysl (7)), czyli

Vit + DA <VOABS < axnv (DAp, t=0,1,...1 — 1. (22)
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Niech L bedzie zbiorem tych okreséw czasu, w ktérych zachodzi ktérykolwiek z

warunkéw (17). Niech n, bedzie liczba elementéw zbioru L. Wéwczas

Vit + 1) AP < (ay -0 (DA dlatelL. (23)

Z (22), (23) otrzymujemy nieréwnos¢

VI(tDAP < @i (ay — 6,)" VYA p. (24)

Poniewaz v* > 0, wiec (przy zalozeniu (III) ) istnieje taka liczba o > 0, ze

0<o3A<HVB,

i wobec tego istnieje (votl) — dopuszczalna trajektoria {¥(z) };_:

W, dla r=0

t—1

V(1) =
@) ay o5, dla t=1,..,1.

Wowczas

Vi) Bp =) Bp=al o Bp > 0. (25)

F.aczac warunki (24) i (25) (zwazywszy, ze v'(t;) B p < ayv'(t1)A p) otrzymujemy:

0<a}y o By < V(1) Bp < av' (A p < aly " (ay = 5.0 A,

co pozwala na oszacowanie gérnego ograniczenia liczby n,:

gdzie A =

B InA
" Ina-In(ay - 6:)’

ne < U

2,045
ayv Ap . L
————— > 0. W charakterze liczby k., wystarczy wzia¢ najmniejszg liczbe
os'Bp

naturalng wigksza od min{0, u}.
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O PEWNEJ PROSTEJ WERSIJI ,,SLABEGO” TWIERDZENIA O MAGISTRALI W MODELU VON
NEUMANNA

Streszczenie
Prezentujemy klasyczng wersje modelu von Neumanna, ktérego posta¢ nawiazuje do prac [4-7, 12,
16, 24]. Przytaczamy prosty dowdd istnienia stanu réwnowagi oraz ,,staba” wersje twierdzenia R. Radnera

o magistrali w takim modelu.

Stowa kluczowe: réownowaga von Neumanna, stacjonarny i optymalny proces wzrostu, efekt magi-
strali

JEL codes: O 41

A SIMPLE VERSION OF “WEAK” TURNPIKE THEOREM IN THE VON NEUMANN MODEL

Summary

In the paper we present a classical version of von Neumann model which refers to works [4-7, 12,
16, 24]. We adduce a simple proof of equilibrium state and a “weak” version of R. Radner theorem —
about turnpike in such model.

Key words: von Neumann theorem, stationary and optimal growth process, turnpike effect (result)



