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KILKA UWAG O WARTOSCIACH WEASNYCH MACIERZY KORELACII

W niniejszej pracy, w nawigzaniu do pracy Kolupa, 2006, podajemy konstrukcje
przedzialu [a®, BR], w ktérym leza wszystkie wartosci wlasne macierzy korelacji R(k)
= [r;;] stopnia k, gdzie r;; oznacza wspotczynnik korelacji pomigdzy standaryzowa-
nymi zmiennymi Z; oraz Z; bedagcymi zmiennymi objasniajagcymi jednoréwnaniowego
liniowego modelu ekonometrycznego postaci:

Y=aZ1+...+ 7 + e. (1)

Wspomniang konstrukcje przedzialu [o®, BR] wykorzystujemy prezentujac kryterium
(dwie wersje), na podstawie ktérego rozstrzygamy o dodatnioSci wszystkich wartosci
wlasnych macierzy korelacji R(k).

Dodajmy jeszcze, ze przedstawione nizej kryterium jest inne niz dotychczas znane
i opisane w literaturze (Mostowski, Stark, 1968).

Jezeli A = [a;;] jest rzeczywistg macierza symetryczng stopnia k, to wszystkie jej
warto$ci wlasne lezg w przedziale [ a, B ], gdzie:

a = %trA - % V(k = D[ktrA? — (trA)?], (2)
B= %trA + % V(k = D[ktrA? = (trA)2]. (3)

Oznaczmy symbolem d nastepujgce wyrazenie:

d= % V(k — D[ktrA? — (trA)?] “4)

(por. np. Kolupa, 2006).
Woéwczas jak to wynika ze wzoréw (2) i (3) mamy:

_2rA
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Poniewaz macierz korelacji R(k) = [r;;]ixx jest rzeczywista macierza symetryczng prze-
to:

1
LUR(K) =1 (6)
wR(k) = k + Z 2 (7
i':ij
[wR(K)]* = k* (8)
Wobec tego:
KIRAK) — [CROOP =Kk ) rfy =K =k ) )
g 2
co pociaga za soba, ze:
(k=1) [krR? (k) = [rR(OP| = (k = Dk )" 77, (10)
iJ
i#]

Woéwczas na podstawie (2) i (3) uwzgledniajgc rezultaty podane we wzorach (6), (7),
(8), (9) i (10) mamy przedzial [ o®, gR], gdzie:

a® =1-dk, (11)

BR=1+ad", (12)

1

R _ ~ _ 2

d = |k=Dk § 2. (13)
i;ﬁ]j

Oznacza to, ze wszystkie wartoSci wlasne /llR macierzy korelacji R(k) leza w prze-
dziale:
1-d® <A¥ < 1+dRi=1,2,.. .k (14)

1
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Zadamy, aby AR > 0, czyli:

1-d®>0 (15)
albo:
B2k ) =k ) (16)
il it

Zapisujemy (16) w rdwnowaznej postaci:

i.J
i#] i#]

e [ Y (17)
L]

Ostatecznie:

1= k== (18)

ij iJ
i#j i#]

Z nieréwnosci (18) wyznaczamy k. Moga zaistnie¢ dwa przypadki, ktére oznaczamy
symbolami A oraz B.

Przypadek A:
sign| 1= > [ = +1. (19)
i)
Wéwczas:

k> u, (20)
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u=———. 2D

Nieréwnos¢ (20) jest, to jak tu widaé ze wzoru (21), zawsze spetniona.

Przypadek B:

sign| 1= > [ = -1. (22)
ey
Wowczas:
k <u, (23)

gdzie u dane jest wzorem (21).

Tak wiec w obydwu przypadkach (przypadek A oraz przypadek B) jest spelniona
nieréwnos¢ (15).

Oznacza to, ze woéwczas wszystkie warto$ci wlasne macierzy R(k) sg dodatnie.

Dodajmy jeszcze, ze warunek (19) ma miejsce wowczas, kiedy:

<, 24)

LJ
i#]

za$ warunek (22) zachodzi wéwczas, kiedy:

erj > 1. (25)

ij
i#]

Tak wiec otrzymujemy dwie wersje kryterium na podstawie ktérego mozna rozstrzy-
gnaé, czy wszystkie warto$ci wlasne macierzy korelacji R(k) sa dodatnie.
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Wersja 1
Jezeli jest spelniony warunek (24), to wszystkie wartoSci wlasne macierzy korelacji
R(k) sa dodatnie (nieréwnos$¢ (19) jest zawsze spetniona).

Wersja 2

Jezeli sa spelnione warunek (22) i nieréwnos¢ (23), to wszystkie wartosci wlasne
macierzy korelacji R(k) sa dodatnie.

Odwotamy si¢ do kilku przykiadéw ilustrujgcych opisane rezultaty.

Przyktad 1
Dana jest macierz R(2) postaci:
1 0,2
B(2) = . 26
(2) [ 0.2 1 l (26)
Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze:
1-4 0,2
det [R(2) — AI(2)] = det ’ =0, 27
et [R(2) — AL(2)] 6[0,2 1_/1] (27)
czyli:
(1-2)%*-0,04=0 (28)
albo:
1-21+24*-0,04=0 (29)
A2-2140,96=0 (30)
A=4-4-0,96=4-0,04 (€2))
VA=2-0,2 (32)
2-2-0,2 4
Ahp=—=1-0,2== 33
1 5 2=3 (33)
2+2-0,2 6
2:T:1+0,2:§ (34)

Ze wzoréw (11) i (12) wynika, ze w omawianym przypadku dla macierzy (26) mamy:

1 1 4
aRzl—E\/1-2-0,08=1——\/0,16: (35)

2 5
1 1 6
,BR:1+§\/1-2-0,08:1+§\/0,16:§. (36)

Wszystkie wartosSci wlasne macierzy R(2) danej wzorem (26) nalezg do przedzialu

46
[g, g] A zatem sg dodatnie.
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Przyktad 2 (ilustracja wersji 1)

Rozpatrzymy ponownie macierz R(2) dang wzorem (26). Mamy zatem:

2
S = (0,27 + (0,2 = 20,04 =

czyli:

ij
i#]

2 23
1 — P
Z "ij 25~ 25

ij
i#]

’

25

(37

(38)

Jest zatem spetniony warunek (19). Tym samym nieréwnos$¢ (20) jest zawsze spetniona.
Oznacza to, ze wszystkie wartoSci wlasne macierzy danej wzorem (26) sa dodatnie, co
sprawdziliSmy tez bezposrednio (patrz przyktad 1).

Przyktad 3 (ilustracja wersji 2)

Dana jest macierz:

1 0,8 0
R3)=({0,8 1 0
0 0 1

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze:

0 =det[R(3) - AL(3)] =det| 0,8

czyli:

stad:

stad:

oraz:

I1-4 0,8
1-21

0

(1-2)7°-0,64(1 -2 =0,

0
0 s
1-A1

(1= D[ (1 -2)%-0,64 +0,641] = 0,
(1-D[A2-221+1-064 +0,641] =0,

(1-D[ 2> -1,361+0,36]=0

A4 =1

22 - 1,361 + 0,36 = 0,

(39)

(40)

(41)

(42)
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przeto:
A = 1,8496 — 1,4400 = 0,4096
VA = 0,64
1,36 - 0,64
d = 222 20,36 43)
1,36+ 0,64
d= 22 (44)

A zatem wszystkie wartoSci wlasne macierzy R(3) danej wzorem (39) sg dodatnie. Tym
razem skorzystamy z wersji 2 kryterium, na podstawie ktérego mozna rozstrzygngé czy
wszystkie warto$ci wlasne macierzy R(3) danej wzorem (39) sa dodatnie.

Zauwazmy, ze:

Zr5:0,64+0,64:1,28 (45)

iJ
i#]

i wobec tego jest spetniony warunek (25), czyli:

1_Zr.2.:1—1,28:—0,28 (46)

1
i,j
i*]

oraz nierdwnos$¢ (23), bo u dana jest wzorem (21). Zatem:

-1,28
u=
—-0,28

~ 4,57 > 0. 47)

Wobec tego dla k = 3 (taki jest stopieit macierzy R(3) danej wzorem (39)) mamy:
3<4,57. (48)

A to oznacza, ze wszystkie wartoSci wlasne macierzy R(3) danej wzorem (39) sa
dodatnie.

SprawdziliSmy to bezposrednio (patrz wzory (41), (42) i (43)).

Podamy teraz przedziat [ a®, gR], w ktérym leza wszystkie wartosci wlasne roz-
patrywanej macierzy.

Dla macierzy R(3) danej wzorem (39) na podstawie wzoréw (11), (12) i (13)
mamy kolejno:

1 3
ar® = 5\/2-3-1,2 = T\/_VZ,56=0,5737- 1,6 = 0,91792,
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przeto:

a®=1-dR
BR=1+d®

1 -0,91792 = 0,08208,
14091792 =1,91792,

a zatem wszystkie wartosci wlasne /llR i =1, 2, 3 macierzy korelacji R(3) danej
wzorem (29) naleza do przedziatu [ o®, gR], czyli:

0,08208 < /l,R <191792,i=1, 2, 3,
co stwierdziliSmy bezposrednio (patrz wzory (41), (42) i (43)).

Zauwazmy nast¢pnie, ze podane rezultaty przenosza si¢ na przypadek macierzy
uniwersalnej G(k) = [g;;] stopnia k, dla ktore;j:

1 da Q=
;= 49
i { rry dla Q% )

gdzie r, oznacza wspélczynnik korelacji pomiedzy parg zmiennych (Z;Z;), p = i, j
oraz réwniez macierzy uniwersalnej Q(k) = [g;;] stopnia k, dla ktérej:

I da i=j
=J
i = i = ri 50
qij = 4 . dla it (50)
T
gdzie r; oraz r; majg te same znaczenie o ktérym informowaliSmy omawiajac macierz
uniwersalna.
Dodajmy jeszcze, ze macierz uniwersalna i neutralna zostaly wprowadzone do
ekonometrii przez Z. Hellwiga (patrz np. Hellwig, 1976).

prof. zw. dr hab. Michat Kolupa,
Politechnika Radomska w Radomiu

dr hab. Joanna Plebaniak, prof. SGH.
Szkota Gtowna Handlowa w Warszawie
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KILKA UWAG O WARTOSCIACH WEASNYCH MACIERZY KORELACJI
Streszczenie

W pracy wykazano, ze wszystkie wartoSci wlasne macierzy korelacji R(k) = [r;;] stopnia k leza
w przedziale [ ok, ,BR], gdzie:

a®=1-a"

BR=1+a"

zas:

Wartosci wlasne macierzy korelacji sa dodatnie, jezeli tylko jest spetniony jeden z dwdch nastepuja-
cych warunkéw:

albo:
2 .
Z ri; < lik = u
ij
i#]
albo:
2
Z ri; > 1
ij
i#]
oraz :
k<u
gdzie:
2
- Z Tij
ij
i#]
U= ——
2
=X
ij
i#j

Stowa kluczowe: macierz korelacji, wartosci wlasne macierzy
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SAME REMARKS ABOUT CHARACTERISTIC ROOTS OF MATRIX
OF CORRELATION R(k) = [ri/Jiu

Summary

The paper is devoted presentation construction the of the interval [ R, gR] for all characteristic
roots of matrix of correlation R(k) = [rijliu:

a®=1-4d%

BR=1+d®

where:

The all characteristic root A® are positive, if:

sign I—Zr[zj =+landk > u
ij

A) i#]
or:
sign I—Zr,-zj =-1
ij
B) i#]
and:
k<u
where:
- X
L]
i#]
U= ——
2
1=
LJ
i#j

Keywords: matrix of correlation, characteristic roof of matrix



