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KONSEKWENCIE MAJORYZOWANIA MACIERZY KORELACJI PRZEZ
MACIERZ UNIWERSALNA NA TLE NIEROWNOSCI HELLWIGA

W roku 1976 Profesor Zdzistaw Hellwig sformutowat hipoteze:
Jezeli jest spelniona nieréwnoS$¢ macierzowa:

0(k) < R(k) < G(k), 6]

gdzie 0(k), R(k) oraz G(k) sg macierzami stopnia k odpowiednio macierzg zerowa,
macierzg korelacji oraz macierzg uniwersalng, to model ekonometryczny okreslony
przez regularng pare korelacyjna (R(k), Ry(k)) jest koincydentny.

Nier6wnos$¢ (1) nazywamy nieréwnosScia Hellwiga. Wystepujacy w niej zapis:

R(k) < G(k) 2

oznacza, ze macierz korelacji R(k) jest majoryzowana przez macierz uniwersalng G(k).

W niniejszej pracy przedstawimy konsekwencje, ktére wynikaja z nieréwnosci (2)
wystepujacej w nierownosci Z. Hellwiga dotyczacej jakosci mierzonej wspéiczynni-
kiem rﬁ(k) modelu okreslonego przez regularna par¢ korelacyjng (R(k), Ry(k)).

Dla zwigkszenia czytelno$ci rozwazai przypominamy definicje zaréwno macierzy
R(k) jak i G(k).

Macierz R(k) jest macierza korelacji o elementach r;;, ktore oznaczaja wspotczyn-
niki korelacji pomigdzy zmiennymi objasniajacych Z; oraz Z; modelu, ktérego zmienng
objasniang jest zmienna Y, czyli model:

Y=aXi+aXo+...+ X +e (3)
okreslonego przez par¢ korelacyjng (R(k), Ro(k)), zaS Ro(k) = [r;] jest wektorem
korelacji, natomiast jego sktadowe r; sa réwne wspéiczynnikom korelacji pomiedzy
parg zmiennych (Y, Z)).

Para korelacyjna (R(k), Ry(k)) jest regularng parg korelacyjng to znaczy, ze:

O<}’1<I"2<...<F‘k<l. (4)
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Z kolei macierz uniwersalna G(k) ma elementy g;; zdefiniowane wzorem:

(1 da = -
SIZ\ ey dla %y

natomiast wspOtczynniki r; oraz r; sa wspofczynnikami korelacji pomigdzy parami
zmiennych (Y, Z;) oraz (Y, Z;).

Hipoteza Z. Hellwiga jest od 1993 roku twierdzeniem tegoz autora poniewaz w tym
roku zostata udowodniona ([3]).

Dodajmy jeszcze, ze koincydencja, regularna para korelacyjna, macierz korelacji
i macierz uniwersalna zostaly wprowadzone do ekonometrii przez Z. Hellwiga (patrz
[1D.

Tak wiec, jezeli jest spetniona nieréwnos¢ (1), to wektor A(k) spetniajacy uklad
réwnan:

R(k)A(k) = Ro(k) (6)

jest wektorem o dodatnich skfadowych.
Miarg jakosci modelu okreslonego przez regularng pare korelacyjng (R(k), Ro(k))
jest wspotczynnik rﬁ(k) postaci:

ra(k) = RS ()R (F)Ro(k) = R} (k)A(K). (7)

Odnotujmy jeszcze, ze wspdlczynnik ré(k) stanowi miar¢ modelu okreslonego
przez regularng pare korelacyjng (G(k), Ry(k)), natomiast wektor B(k) spetnia uktad
réwnan:

G(k)B(k) = Ro(k) (®)

Dowodzi sie ([2]), ze sktadowa b;, i = 1, 2, ..., k wektora B(k) spelniajacego
ukfad (8) ma postac:

-
bi= (k). ©)
gdzie:
¢6(k) = 1= Ry (k)G (K)Ro (k). (10)

Poniewaz para korelacyjna (G(k), Ro(k)) jest regularna, przeto wektor B(k) ma wszyst-
kie sktadowe dodatnie.
Jak wiadomo ([2]) prawdziwa jest rownosc¢:

G(k) = M(k) + Ro(k)R} (k), (11)

gdzie:
M(k):diag{ 1—r% 1—r§ l—r,% } (12)

Wowczas na podstawie nierdwnosci mamy:

R(k) < M(k) + Ro(k)Rg (k), (13)
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a poniewaz wektor A(k) > 0, przeto (13) dostajemy:
R(k)A(k) < M(k)A(k) + Ro(k)Rg (A k),
przeto na podstawie (5) i (6) otrzymujemy:

Ro(k) < M(K)AK) + Ro(k)rg k),

albo:
Ry |1 - rj(0)] < M()AK),
czyli:
Ro(k)pg (k) < M(K)AK),
ale:
M !(k) = diag{ 1 LI }
l—rf l—rg l—r]% ’
przeto:

A(k) > M~ ()Ro(k)gg (k)
skad na podstawie (9) dostajemy:

2
ri 2 ri 2 QDR(k)
a; > —— k) = ——= g k)—— =1,2,...k
l_riz‘pR( ) l_riz‘PG( )90%;(]{)
czyli:
aggk) = by i=1,2,.. .k
albo:

Ak)pg (k) = Bk)gg (k)

Poniewaz r; > 0,i =1, 2, ..., k, przeto z (21) mamy:
riawpg(k) = ribigg(k)  i=1,2,...k
ale:

ria; = rg(k),

rib; = rg(k),

D 2

1l
—_

przeto z (23) wynika, Ze:
(e k) > rg(k)pg (k)

a stad po prostych nie wymagajacych objasnienn przeksztatceniach dostajemy:

ra(k) = rg (k)

(14)

5)

(16)

A7)

(18)

19)

(20)

2D

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

27)
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Nieréwno$¢ (26) oznacza, ze w przypadku majoryzowania macierzy R(k) przez macierz
G(k) jakos¢ modelu okreslonego przez regularng pare korelacyjng (R(k), Ro(k)) jest
nie wigksza niz jako$¢ modelu okreslonego przez regularng par¢ korelacyjng (G(k),
Ry (k)).

Na podstawie (9) i (24) mamy:

k k 2
I
re®) = ) ribi =95 ), (28)
i=1 i=1 i
czyli:
ko2
et =[1-rgw)] >’ — (29)
i=1 i
k 2 k 2
2 T ri
|1+ = . 30
o ;l_r?l i:ll_riz e
Ostatecznie: 0
2
= 31
0= o 31)
gdzie:
ko2
= —, 32
© = 1-r d (2
Wobec tego na podstawie (7) oraz (27) mamy:
2 0
k) > . 33
rr(k) 1+ 0 (33)

Tak wiec jako$¢ modelu okreSlonego przez regularng par¢ korelacyjng (R(k), Ro(k))
dla ktérego jest spelniona nieréwnos$¢ Z. Hellwiga jest co najmniej réwna utamkowi

1+0°

Na zakoriczenie odwotajmy si¢ do przyktadu ilustrujacego przedstawione rozwa-
zania.

Przyktad
Dana jest regularna para korelacyjna (R(3), Ry(3)), gdzie:
1 0,01 0,02 0,1
R(3) =] 0,01 1 0,04 |, Ro(3) =1 0,2 |. (34)

0,02 0,04 1 0,3
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Model okreSlony przez te pare jest koincydentny, poniewaz jest spetniona nieréwnos¢é
Z. Hellwiga:

0(3) <R(3) < GO3), (35)
gdzie:
1 0,02 0,03
G3)={002 1 0,06 |. (36)
0,03 0,06 1
Nastepnie:
k 2
T 0,0001 0,0004 0,0009
gk : : ~0,001401 (37
;l—rl.z 1—0,0001+1—0,0004+1—0,()()()9 (37)
zas:
ko2
1+ — ~ 1,001401 38
czyli:
0,001401
(k) > ———— ~0,0014.
®®) > 1 ooma01 ~ (39)

a to oznacza, ze jako§¢ modelu okreslonego przez regularng par¢ dang wzorem (34)
jest co najmniej réwna 0,0014. Jest to réwniez istotna konsekwencja majoryzowania
macierzy korelacji przez macierz uniwersalng na tle nieréwnosci Z. Hellwiga.

prof. zw. dr hab. Michal Kolupa, Politechnika Radomska w Radomiu
dr hab. Joanna Plebaniak, prof. SGH, Szkofa Gtéwna Handlowa w Warszawie
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KONSEKWENCJE MAJORYZOWANIA MACIERZY KORELACJI PRZEZ MACIERZ
UNIWERSALNA NA TLE NIEROWNOSCI HELLWIGA

Streszczenie

W pracy wykazano, ze jezeli jest spetniona nieréwno$¢ Z. Hellwiga:

0(k) < R(k) < G(k),
gdzie 0(k), R(k) oraz G(k) sa macierzami stopnia k odpowiednio zerowej, korelacji oraz uniwersalnej,
to jakos$¢ modelu okreslonego przez regularng par¢ korelacyjna (R(k), Ry(k)) mierzona wspéiczynnikiem
rﬁ(k) jest co najmniej réwna:

Q
1+Q
gdzie:
ko2
0= ; 1-r%
zaS 1, =r(Y, Z),i=1,2, ..., k jest wspolczynnikiem korelacji pomigdzy parg zmiennych Y oraz Z;,
i=1,2,..., k.

W pracy udowodniono, ze:
Al (k) = B(k)pg (k)
gdzie A(k) oraz B(k) sa rozwigzaniami uktadéw:
R(k)A(k) = Ro(k)
G(k)B(k) = Ro(k)
za$ goé(k) oraz gof((k) obliczamy wediug wzoréw:

¢6(k) = 1 =Ry ()G (K)Ry(k),

¢r(k) =1 - R{ (DR (k)Ro(k),

ktére mierzg jako$¢ modeli okreSlonych przez regularne pary korelacyjne odpowiednio (R(k), Ry(k)) oraz
(G(k), Ry(k)). Gléwny wynik zamieszczony w niniejszej pracy orzeka, ze jezeli macierz korelacji jest
majoryzowana przez macierz uniwersalng i jest spelniona nieréwnos¢ Z. Hellwiga, to jako$¢ modelu okre-
Slonego przez regularng par¢ korelacyjna (R(k), Ro(k)) jest co najmniej réwna jakoSci modelu okre$lonego
przez par¢ korelacyjng (G(k), Ry(k)).

Stowa kluczowe: macierz korelacji, macierz uniwersalna, nieréwnos$¢ Z. Hellwiga

THE CONSEQUENCES OF THE MAJORISATION OF THE CORRELATION MATRIX BY
THE UNIVERSAL MATRIX BASED ON HELLWIG’S INEQUALITY

Summary

In the paper it was proved that if there is Hellwig’s inequality:
0(k) < R(k) < G(k),
where 0(k), R(k) and G(k) are accordingly, the zero matrix, the correlation matrix and the universal
matrix, then the quality of the model defined by regular correlation pair (R(k), Ry(k)) measured by the
factor rﬁ(k) is at least equal:
o
1+0Q
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where:
k r_z
0= Zl 2
andr;, =r(Y, Z),i=1,2,..., kis a correlation coefficient between a pair of variables Y and Z;, i = 1,
2, ..., k.

In the paper it was proved, that:
A()pg (k) > Bl (k)
where vector A(k) and vector B(k) are solution to the equations:
R(K)A(k) = Ro(k)

G(k)B(k) = Ro(k)
where wf}(k) and (10) wﬁ(k) are calculated according to the formulas:

¢ (k) = 1 - Ry ()G ()R (k),

¢r(k) = 1 =Ry (LR (b)R(k),
which measure the quality of the models determined by the regular correlation pairs accordingly (R(k),
Ry(k)) and (G(k), Ry(k)). The main solution included in this work states that if the correlation matrix
is majorised by the universal matrix and Hellwig’s inequality is satisfied then the quality of the model
defined by the regular correlation pair (R(k), Ro(k)) is at least equal to the quality of the model defined
by the regular universal pair (G(k), Ry(k)).

Key words: correlation matrix, universal matrix, Hellwig’s inequality



