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SYSTEM WALRASA 1 ZAPASY

1. WSTEP

Przez system Walrasa w ekonomii matematycznej rozumiemy zazwyczaj uktad

réwnan rézniczkowych dynamiki cen w n-produktowej gospodarce

p(t) = o f(p()), )]

gdzie:

t — zmienna czasu, t € Ri = [0, +00),

n — liczba towaréw (wytwarzanych i/lub zuzywanych) w gospodarce,

p(®) = (p1(2), ..., pu(t)) — wektor cen towaréw w momencie ¢,

p(t) = (p1(2), ..., pu(t)) — pochodna funkcji (trajektorii) cen w momencie ¢,

f(p()) = (fip(0), ..., f,p(t)) — funkcja popytu nadwyzkowego(excess demand func-
tion),

Fp®) = fA(p®) = £ (p®),
Ffp@) = (f ‘f (p(®), ..., f,jl(p(t))) — funkcja zagregowanego popytu na towary

W momencie f,

fi(p@®) = (f] (p(1), ..., f,(p(1))) — funkcja zagregowanej podazy towaréw w go-

spodarce w momencie ¢,

o — dodatni wskaznik proporcjonalnosci (predkosci reakcji cen na zmiang popytu

i podazy) !.

Uktad réwnan (1) opisuje prosty mechanizm dostosowywania cen do popytu i po-

dazy, zgodnie z ktérym:

jezeli popyt na pewien towar przekracza jego podaz, a wiec gdy w gospodarce
mamy do czynienia z niedoborem towaru, jego cena zaczyna rosngé,

jezeli popyt na towar jest nizszy od jego podazy, tj. gdy w gospodarce mamy
nadmiar pewnego towaru, wowczas jego cena zaczyna malec,

jezeli popyt na towar jest réwny jego podazy, cena towaru nie zmienia si¢, zob.
np. [4], [5].

Opisany mechanizm zaktada nie tylko antropomorficzne ucielesnienie rynku kon-

kurencyjnego w postaci ,,niewidzialnej reki”, ale takze bezwzgledne jego podporzad-
kowanie zasadzie, ze transakcje kupna-sprzedazy towaréw dochodzg do skutku dopiero

L' Nie jest to najogélniejsza posta¢ réwnania dynamiki cen w gospodarce Walrasa, zob. np. [2].
W celu zachowania prostoty dalszych wywodéw $§wiadomie pozostajemy przy réwnaniu (1).
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po osiggnigciu przez gospodarke réwnowagi. Nie mozna w zadnym razie ukfadu (1)
traktowac jako opisu codziennych transakcji w gospodarce rynkowej, ktére sg zawie-
rane permanentnie — bez wzgledu na to czy ceny p(t), po ktérych sa sprzedawane
i/lub kupowane towary, sa w chwili ¢ zawierania transakcji cenami réwnowagi wal-
rasowskiej, czy nie. Dobrze oczywiScie, jezeli sa, ale najcze¢Sciej tak nie jest i nikt
si¢ w praktyce specjalnie nad tym nie zastanawia. Woéwczas w (1) f(p(?)) # 0, a to
oznacza, ze chwilowo ma miejsce niedobor jednych towaréw (f;(p(¢)) > 0), prowadzacy
do wzrostu cen i w konsekwencji do wzrostu ich podazy w przysztosci oraz nadmiar in-
nych (f;(p(t)) < 0), prowadzacy do powstawania zapaséw, ktérych w systemie Walrasa
w ogdle sie nie uwzglednia.

W modelu, ktéry prezentujemy ponizej, zapasy nie majg wplywu na ceny towaréw.
Rosng, gdy na rynku ma miejsce nadwyzka podazy i maleja, gdy zachodzi sytuacja
odwrotna. Za gromadzenie i dystrybucje zapaséw odpowiada rzad lub powolana przez
rzad agencja, ktéra przyjmuje (nieodptatnie) nadwyzki towaréw od producentéw po to,
aby w sytuacji niedoboru méc je przekazaé (réwniez nieodplatnie) finalnym odbior-
com zbiorowym, reprezentowanym np. przez takie instytucje pozytku publicznego jak
opieka spoleczna, zdrowotna czy pozarzagdowe organizacje charytatywne.

Pokazemy, ze przy standardowych zalozeniach réwniez w takiej nietypowej go-
spodarce istnieje (globalnie stabilny) stan réwnowagi konkurencyjne;.

2. PROSTY SYSTEM WALRASA Z ZAPASAMI

Niech f*(p()) = (f{(p(1)), ..., f,(p(1))) oznacza wektor podazy towaréw w go-
spodarce w momencie ¢, ktéry dalej utozsamiamy z ich produkcjg w tym momencie.
Przez z(t) = (z1(¢), ..., z,(t)) oznaczamy wektor zapaséw w momencie ¢, natomiast przez
u € (0, 1) stope naturalnego ubytku zapasow.

Jezeli popyt fid (p(t)) na towar i-ty przekracza podaz (produkcje) f7 (p(1)), jego
zaspokojenie wymaga siegni¢cia po zapasy, ktére w rezultacie zmalejg.

Jezeli fid (p(®)) = f(p(t)), wtedy w momencie ¢ nie ma potrzeby si¢gania po
zapasy, ale zmieniaja si¢ one z tytutu ich naturalnego ubytku (ze stopg u ).

Jezeli fl-d (p@®) = f7 (p(1)) — puzi(t) , wtedy zapasy pozostaja na stalym poziomie.

Jezeli fid (p(®)) < f7 (p(t)) — uzi(t) , zapasy towaru i-tego rosna.

W prezentowanym modelu, podobnie jak w jego wersji oryginalnej, ceny towaréw
na rynku ksztattuja si¢ zgodnie z réwnaniem (1). Strumieft dochodéw konsumentéw
w momencie ¢ jest rowny wartosci zrealizowanego popytu < p(t), min { p@®), f d(p(t))} >
czyli produkcji sprzedanej (a nie wytworzonej) przez producentéw; symbolem

min {#*(p(0)), f/(p()} = (min (£ (p), f{(P)}, .. min {£5 (), £(P)})
oznaczamy tutaj wektor popytu zrealizowanego przy cenach p, a symbolem (x,y)

iloczyn skalarny wektoréw x,y € R" : {x,y) = le-,y,u Wektor towardow, ktore nie
i=1
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znalazly w momencie ¢ nabywcy na rynku

max { £*(p(1)— f*(p(1)), 0} = (max {£; (p(1)) = £{(p(1)), 0}, ... max {£3(p(1) - £ (p(1)), 0})

zostaje nieodplatnie gromadzony w postaci zapasow. Tam gdzie zapasy towaru i sg
dodatnie, z;(¢) > 0, ich dynamike opisuje réwnanie

() = 7 (p(0) = fH(p®) = pzi(1), (2a)
Natomiast tam gdzie dochodzi do wyczerpania zapasow, tj. gdy z;(¢) = 0, przyjmujemy:
2i(1) = max{f? (p() — £ (p(1)) = pzi(t), 0}. (2b)

Przez system Walrasa z zapasami rozumiemy uktad 2n réwnai rézniczkowych dyna-
miki cen towardw i ich zapaséw w gospodarce konkurencyjne;j:

p(0) = alf* (p(t) - f* (p))]l, 3)
A(0) = £ (p) = f1(p@t)) — uzi(0), gdy  zi(t) >0, @
' max{f’ (p(t) — f (p(1)) — pzi(t), O}, gdy  z(t)=0,
i=1,..,n.

Wezmy dowolny wektor cen p® > 0 i dowolny wektor z° >0 .
A Definicja 1. Okreslone na pélosi czasu R}r = [0, +00) rozwigzanie p(t),z(t) uktadu
(3)-(4) z dodatnig funkcja p(#) i nieujemna funkcja z(¢), spetniajace warunek poczat-
kowy

pO)=p">0, z(0)=2"20 5)

nazywamy (p°, z°, c0) — dopuszczalna trajektoria cen i zapaséw w gospodarce Walrasa.
A

Obowiazuje standardowy uklad zalozer *:

M [ [ e C'RLN{0) = R,

an pi=0= fi(p) >0,

() Vp 20 YA > 0(£/(p) = f(p) & f*p) = f(p))
(V) Vp Z0((p. S4(p)) = {p..f*(p))) (prawo Walrasa) ,

(V)VpePl()={peR,|> pi=1} YaeR"\(RjUR)
i=1

AJ(p)al <0

% Z ich interpretacja mozna zapozna¢ sie np. w pracy [4] rozdz. 3
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gdzie

ofi

J(P)Z(#) . =

p/ (n,n)
(A jest wektorem wierszowym, 7 jest znakiem transpozycji, R, oznacza nieujemny, a
R" niedodatni orthant przestrzeni R").

O wiasnosciach (p°, z°, oo)-dopuszczalnych trajektorii cen i zapaséw méwi poniz-

sze twierdzenie.

(] Twierdzenie 1. Przy zalozeniach (I) — (IV) :
(i) kazde rozwiazanie uktadu (3) — (4) spelnia warunek:
V>0 (p(r) >0 & z(t) 2 0),
(21) trajektoria cen p(f) lezy na powierzchni kuli n-wymiarowej K;'(0) o
promieniu r = “ p0|| 1 Srodku w O (przez ||x||z oznaczamy norm¢ Euklidesa
wektora x € R").

Dowéd. (i) Zatézmy, ze A" > 0)i € {1,...,n} (p;(¢') = 0). Wtedy p;(t’) > 0 (zgod-
nie z warunkiem (II)). Trajektoria cen jest funkcjg ciggla i r6zniczkowalng na obsza-
rze okreslonosci zatem de > OVt € (¢ — &,t") (p;(t) < 0) i poniewaz p? > 0, wiec
A7 >0 (p(”)=0 & pi(t”’) <0), co jest sprzeczne z warunkiem (II) i koniczy
dowdd czescei (i).

(2i) Z prawa Walrasa otrzymujemy:

Vi > 0 (2p(0). p) = 20p(0). f(p(0) = F(p(0) = 0).

czyli

V>0 (2 f (p(6), p(©)d6 = (p(t). p1)) — (p°, p°) = Ilp)IE - ||p°][5, = 0).
0

stad
V>0 [Z pit) = rz), gdzie r = ||P0||E-
i=1

3. ROWNOWAGA

A Definicja 2. Mdéwimy, ze system Walrasa z zapasami jest w réwnowadze (dlugo-

okresowej), jezeli ustalg si¢ takie ceny p(tr) = p oraz takie zapasy z(t) = Z , przy
ktérych

B = (). 6)

A
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W réwnowadze spelnione sa jednoczes$nie dwa ukfady réwnan:

P =Py =0 (7a)

oraz
L @) = fUp)—uz =0, (7b)
a stad wynika, ze Z = 0. System Walrasa (3) — (4) w réwnowadze pozbywa si¢ zapasow.
Latwo zauwazy¢ tez, ze ceny p w réwnowadze sg dodatnie. RzeczywiScie, zaktadajac
p: = 0 dla pewnego i, z warunku (II) otrzymujemy f;(p) = fl.d(ﬁ) - f(p) > 0, co
przeczy (7a). Z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji popytu f¢(p) i podazy f*(p)

wnioskujemy, ze jezeli p > 0 jest wektorem cen réwnowagi, to jest nim takze jego
dowolna dodatnia wielokrotnos¢.

Potprosta
P={ap| 1> 0}

nazywamy tradycyjnie promieniem cen réwnowagi.

Pokazemy, ze w systemie Walrasa z zapasami ceny rownowagi istniejg i sg okre-
Slone jednoznacznie z dokladnoscig do struktury.
[l Twierdzenie 2. Przy zalozeniach (I) — (V) istnieje dokladnie jeden wektor cen
réwnowagi rynkowej (spetniajacy warunek (6)) okre§lony z dokfadnoscia do struktury.

Dowod. Utwoérzmy funkcje

w=Wwy,...,w,) : PL(1) > R",

1 .
wi(p) = max{pi+ fi(p). 5 pi}, 1=1,...n. (*)
Woéwczas w; € CO(P:‘_(I) — R") oraz
Vp e Pi(1) (w(p) > 0).

Rzeczywiscie, jezeli p;, = 0, to zgodnie z warunkiem (II) fi(p) > 0 , czyli

wi(p) = pi + fi(p) = fi(p) > 0. Jezeli zas p; > 0, to wi(p) > 5Pi >0.
Niech

_ w(p)
oD = o

gdzie ||x|| = Z |x;| (wszgdzie dalej tak samo).
Woéwczas ¢ € CO(Pﬁ(l) — R') oraz

RN

Vpe P @(p) > 0 & lld(p)ll = Hnw(p)n
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zatem ¢ jest cigglym odwzorowaniem simpleksu P’} (1) w siebie. Z twierdzenia Brouwe-
ra (zob. np. [3], rozdz.1, §4) plynie wéwczas wniosek, ze Ap € P (1)(¢(p) = p > 0).
Zgodnie z definicja odwzorowania w(p),

)

1 1
czyli w szczegblnosci w(p) > Eﬁ’ tzn. |w(p)|| = §||ﬁ|| =

1 1
w(p)ll > X W tym celu zalézmy [w(p)|| = R Wtedy w(p) = 5‘5’ tzn. zgodnie z

| =

Vp e Pﬁ(l)(W(p) >

. Pokazemy, ze

—_
N =

1 1
() 5P =w(p) 2 p+f(p). czyli f(p) < =7p < 0 . Oznacza to, ze (p. f(p)) <0, co
jest sprzeczne z prawem Walrasa (IV). Zatem

L wp) () .
WPl > 5. 2. p = 0P = o < =5 (%)
czyli w(p) > %ﬁ i wobec (*)
w(p) =p + f(P)
co zgodnie z (**) prowadzi do warunku:
5_ PP (x % %)
Iwpll

Mnozac obustronnie (***) przez wektor f(p) otrzymujemy znowu (zgodnie z prawem

Walrasa):
P, f(P) +{f(P). (PN _

0,
(Pl

. f(p) =

czyli (f(p), f(p)) = 0, co oznacza ze
fp)= 1)~ f'(p) = 0.
Obie funkcje fd(p), f°(p) sg dodatnio jednorodne stopnia zero (warunek (IIT) ), wiec
rowniez
VA > 0(£(Ap) = £4Ap) - £1(Ap) = f(B) - F'(p) = 0).
Zalézmy, Ze istnieja dwa wektory cen réwnowagi p', j> o réznej strukturze:
=1 " )

pl= ﬁ £ p = ”!i_zH i przyjmijmy oznaczenie: p(t) = p' +1(p*-pYH, 1e€l0,1].
V4 V4
Woéwczas

p(0)=p', p(l)=p* oraz VT €[0,1] (p(7) € Pi(1)).



Numerical study of the wave disk micro-engine operation 201

Niech ¢(1) = (p* - p', f(p, 7)) — f(5")). Wéwczas ¢(0) =0 , ¢ € C! ([0, 11— Rl)
oraz

$(0) = AJ(p(r)a"
gdzie A = p> — p' #0 , tzn. (1) < 0 na [0, 1] ( zgodnie z warunkiem (V)), zatem

o(1) = (p* - p'. F(BH) = F(p")) <0,

co jest niemozliwe, gdyz f(p') = f(5*) =0 .
Otrzymana sprzeczno$¢ koniczy dowdd catego twierdzenia.

4. STABILNOSC

W standardowej wersji modelu Walrasa stabilno$¢ gospodarki oznacza zbieznos¢
jej dowolnej dopuszczalnej trajektorii cen do pewnego wektora cen rownowagi z pro-
mienia P. Teraz musimy uwzgledni¢ zbiezno$¢ zaréwno cen, jak i zapaséw do ich
poziomu w réwnowadze. W przypadku cen bedzie to pewien wektor p € P, a w przy-
padku zapaséw wektor Z = 0.

A Definicja 3. System Walrasa z zapasami nazywamy (globalnie) asymptotycznie
stabilnym, jezeli ¥p® > 0¥z° > 0 kazda (p°, z°, 00) — dopuszczalna trajektoria cen i za-

paséw spetnia warunek:
3 5 & P(1im p() = p),
t
(2i)limz(z) = 0.
t
A

[] Twierdzenie 3. Przy zatozeniach (I) — (V) system Walrasa z zapasami jest globalnie
asymptotycznie stabilny.

Dowodd. Pokazemy najpierw, ze

VvpleP Vp*e P(({p',f(p*)>0)).

Dowdéd wzorowany jest na koficowym fragmencie dowodu twierdzenia 2. WeZmy do-
wolna pare wektoréw cen p' € P i p? ¢ P oraz wprowadZmy oznaczenia:

~1 Pl ‘ D Pz Al 2~
P =g PE o pr)y=p +7(p°-p), 7€[0,1].
Ip 2

Mamy wéwczas p(0) = ', p(1) = 5% . Niech

¢(t) = (p> = p'. f(p(r) — F(P)).
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Woéwczas ¢(0) =0, p e C ([0, 1] = R") oraz zgodnie z warunkiem (V)

Yt €[0,1] (% = W (p(r)A’ < 0),

gdzie A= p* — p' # 0. Zatem ¢(1) = (p* - p', f(p>) - f(p")) <0 .
Poniewaz p' € P, wiec f(p') =0, czyli

o(1) = (P, F(D) = (P, f(7*)) < 0.

W mys] prawa Walrasa (warunek IV) (5°, f(p*)) = 0 , zatem (', f(5*)) > 0 , a stad
(wobec dodatniej jednorodnos$ci stopnia 0 funkcji popytu nadwyzkowego):

(p', f(pH) > 0. (%)

Wezmy teraz dowolna (p°,z°, 00) — dopuszczalng trajektorie cen p(r) i zapaséw z(r)
(rozwigzanie uktadu (3)-(4) z warunkiem poczatkowym (5)). Wéwczas zgodnie z twier-
dzeniem 1 (2i) Yr > 0(p(r) € K'(0)), gdzie r = ||p0|| ;- Niech p bedzie punktem,
w ktérym promieri cen rownowagi P przebija kule K'(0).

Jezeli p° = p, to YVt > 0(p(t) = p) oraz

: —pzi(t) ., gdy () >0,
Zi(t) = 0
0 ’ gdy Zi (t) = 0’

tzn. lim z(¢) = 0.
13

Zalézmy teraz, ze p° # p . Woéwczas V1 > 0(p(r) ¢ P). Utwérzmy funkcje

V@) = 3400~ B p(0) = ) > 0.
Oczywiscie V € C'[0, +c0) oraz Vt > 0 :
V(1) = (p(1) = p, pt)) = o(p(0), f*(p()) = f*(p(t)))—
—o(p. [ (p()) = £ (p()) = (P, f(p(1))) < O (%)

(zgodnie z (*)). Aby pokazad, ze p(t) — p wystarczy udowodnié, ze V(¢) — 0. Poniewaz
t 1
V(t) < 0 oraz V(¢) > 0 na pétosi [0, +0), zatem lim V(¢) = V=0. Zatézmy, ze VvV >0.
t

Woéwcezas A6 > OVt = 0 (||p(t) — pllg = 6) .

Niech F(p(1)) = —o¢p, f(p(1))) oraz Q = {p € K;'(0) | llp — pllg > 6}.
Zbior Q jest zwarty 1 zgodnie z (**)

V1> 0(V() = F(p(1) <0 & F(p) e C%Q - RY),



Numerical study of the wave disk micro-engine operation 203

czyli istnieje

max F(p) = -& <0.
peQ

Wéwczas .
vt >0 (V(t) < - <0),

tzn.
0< V(@) < —et— —0,
t

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze lim V(z) = 0, czyli lim p(¢) = p .
t

Rozwigzaniem réwnania (4) jest funkcja zapaséw i — tego towaru
t
(1) = max{zle M + M f e £.0)do, 0}, ®)
0

gdzie
t 1
e 4 e fe’”fi(e)de =eH [Z? —o! feﬂelji(e) deo] =

0 0
= [ - (1 - o pY]-o7'a —wpi(t) > =o' (1= )p; < 0.

Zatem zgodnie z (4)
Vi (li}n zi(t) = 0),

co zamyka dowdd twierdzenia.
]

Latwo pokazaé, ze w szczegblnym przypadku, gdy stopa ubytku zapaséw
u = 0, a poczatkowy zapas towaréw z° > 0 , wtedy dodatnim cenom j odpowiada
w réwnowadze dodatni wektor zapaséw Z. Réwniez taki stan réwnowagi jest globalnie
asymptotycznie stabilny.
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Katedra Ekonomii Matematycznej
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SYSTEM WALRASA 1 ZAPASY
Streszczenie

W literaturze z zakresu réwnowagi ogélnej L. Walrasa standardowo zaktada si¢, ze o dynamice cen
towaré6w w gospodarce konkurencyjnej decyduja relacje miedzy popytem i podaza, co jest oczywiscie
prawda. Prawdg jest jednak rowniez to, ze réznice migdzy popytem i podaza prowadzg do powstawania
zapasow towaréw, czego w standardowych modelach réwnowagi ogélnej najczesciej juz sie nie uwzglednia.

Artykut jest skromng proba wypelnienia tej luki. Przedstawiamy w nim nawiazujacy do Walrasa
model ksztattowania cen, uzupetniony o uklad réwnan dynamiki zapaséw w gospodarce konkurencyjnej.
Dowodzimy istnienia stanu réwnowagi konkurencyjnej w takiej gospodarce oraz jego globalnej stabilnosci.

Stowa kluczowe: system Walrasa, réwnowaga konkurencyjna, stabilnos$¢

WALRASIAN SYSTEM AND STOCKS
Abstract

In the literature concerning Walrasian general equilibrium it is normally assumed that in the com-
petitive economy the decisive factor influencing the price dynamics is the relation between demand and
supply, what is actually true. However it is also true that the differences between demand and supply lead
to the creation of stocks of goods, what in standard models of the general equilibrium is usually not taken
into consideration.

This article is a modest attempt to fill this gap. We present in it a model of price adjustment, which
refers to Walras and is complemented by a system of equations of stocks dynamics in the competitive
economy. We prove the existence of competitive equilibrium in this economy and its global stability.

Keywords: Walras System, competitive equilibrium, stability



