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1. WSTEP

Granger i Swanson [5] wykazali, ze finansowe i makroekonomiczne procesy, kto-
re wymagaja obliczenia pierwszych réznic nie zawsze sg procesami zintegrowanymi
rzedu pierwszego. Dowodzg oni, ze majg one cz¢sto pierwiastek jednostkowy, ktéry
nie jest staly lecz losowy. Zmienny parametr, odpowiedzialny za stopien zintegrowania
traktowany jest tu jako odrebny proces stochastyczny, ktérego realizacje oscyluja wokét
jedynki. Tego typu proces okresla si¢ jako proces zawierajacy stochastyczny pierwiastek
jednostkowy (ang. Stochastic Unit Root, STUR).

Celem artykutu jest przedstawienie wybranych modeli zawierajacych stochastycz-
ny pierwiastek jednostkowy oraz opis badan empirycznych dokonanych na podstawie
dziennych realizacji kursu zlotego w stosunku do najwazniejszych walut europejskich.
Prezentowany artykul bezposrednio nawiazuje do publikacji dotyczacych modeli STUR
(zob. [5], [8], [10], [15], [16] i [17]), a takze jest ich rozszerzeniem. Po pierwsze, zbada-
no nieznang, jak dotagd, moc wyjasniajacg niektérych specyfikacji STUR w stosunku do
standardowych modeli zmienno$ci tj. SV (ang. Stochastic Volatility) i GARCH (ang.
Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity). Po drugie, w modelach
STUR przyjeto zatozenie, ze losowy w czasie pierwiastek jest procesem stochastycznej
zmienno§ci. Jest to nowe podejscie, ktére nie bylo dotad jeszcze przedmiotem rozwazan
w literaturze przedmiotu. Po trzecie, opracowano metody numeryczne wykorzystywane
w schemacie wnioskowania bayesowskiego w kontekscie rozwazanych tu specyfikacji.

Uktad artykutu jest nastepujacy. Czes¢ druga przedstawia model STUR w wersji
Grangera i Swansona [5]. Cze$¢ trzecia dotyczy modelu STUR w wersji Leybourne’a
([10] i [11]), natomiast cze$¢ czwarta opisuje model dwuliniowy, zaproponowany przez
Francqa, Makarova i Zakoiana [3]. Ostatnia, piata czes$¢ artykutu zawiera wyniki badan
empirycznych. Na koficu pracy zamieszczono najwazniejsze wnioski.

! Praca naukowa finansowana ze srodkéw na nauke w latach 2009-2011 jako projekt badawczy numer
N N111 431737. Autor dzigkuje anonimowemu Recenzentowi za bardzo wnikliwe uwagi i1 sugestie. Adres
elektroniczny: jkwiat@umbk.pl
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2. MODEL STUR W WERSJI GRANGERA I SWANSONA

Oznaczmy przez {y;, t = 1, ..., T} proces stochastyczny. Granger i Swanson [5]
rozwazali nast¢pujacy proces STUR:

iid
Vi=ay+&, &~N(0,0%), ()
gdzie:
ar =exp(6), E(a)=1. (2)

Przez {6, t = 1, ..., T} oznaczono stacjonarny, nieobserwowalny proces autoregresyjny
rzedu pierwszego:

iid
Oy =¢o + 10,1 +1;, 1~ N(O, wz) ) 3)

. iid 2 . . .
natomiast przez & ~ N (0, o ) t = 1, ..., T oznaczono niezalezne zmienne losowe

o rozkladzie normalnym z zerowa Srednia i wariancja o> (z ang. independent and
identically distributed; iid). Dodatkowo zaklada si¢, ze sktadniki losowe & 1 7, sa
wzgledem siebie niezalezne tj. g, Ln,dlat, s=1, ..., T.
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Rysunek 1. Charakterystyki procesu STUR, w ktérym ¢y = —0.01, ¢; = 0,4, 0> = 0,11 w® =0,01.
Lewy, gérny panel przedstawia jego realizacje, kolejny u géry pokazuje pierwsze przyrosty, dolny, lewy
zawiera informacje na temat funkcji autokorelacji kwadratéw pierwszych przyrostéw, tj. (Ay,)%,
natomiast prawy, dolny panel przedstawia histogram pierwszych przyrostéw oraz funkcje gestosci
rozktadu normalnego

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Gdy 6, = 0dlar =1, .., 7T, to model (1)-(3) redukuje si¢ do dobrze znanego
w literaturze przedmiotu modelu btadzenia losowego tj. y; = y;_ + &, ktérego pierwsze
przyrosty tworzg proces zintegrowany w stopniu zerowym.

Niektdre, nieznane dotad wlasnosci procesu STUR przedstawit kilka lat temu Yoon
[21]. Okazuje sie, ze proces STUR jest procesem SciSle stacjonarnym, natomiast nie
jest kowariancyjnie stacjonarny. Dodatkowo nie ma skoriczonych momentéw, w tym
nawet Sredniej oraz ma bardzo grube ogony, co wskazuje na znaczne odst¢pstwo jego
rozktadu od rozktadu normalnego. Réwniez w odréznieniu od standardowych pro-
cesOw zawierajacych pierwiastek jednostkowy, proces STUR nie jest kowariancyjnie
stacjonarny dla dowolnej r6znicy t;. {Ady,}, gdzied =1, 2, ...

Na rysunku 1 przedstawiono przykladowa realizacje procesu STUR, w ktérym
przyjeto nastepujace zalozenia odnosnie parametréw modelu: ¢y = —0,01, ¢; = 0,4,
0% =0,1, w* = 0,01 oraz yyp = 0 i 6 = 0. Oprécz jego realizacji, zamieszczono
réwniez pierwsze réznice, obliczone zgodnie ze wzorem Ay, = y, — y;_1, wartosci
funkcji autokorelacji dla (Ay,)* wraz z gérna granica 95% przedzialu ufnosci, a takze
histogram pierwszych przyrostéw i funkcje gestosci rozktadu normalnego.

Mozna tatwo zauwazy¢, ze procesy STUR moga generowal szeregi czasowe, kto-
rych wiasnosci zblizone s3 do typowych wiasnosci szeregéw finansowych. W tym
przypadku, przebieg pierwszych przyrostow wskazuje wyraZznie na efekt skupiania
zmiennoS$ci (ang. volatility clustering), ktéry polega na tym, ze zaréwno malte, jak i duze
zmiany cen instrumentu bazowego nastepujg seriami. Bardzo ciekawie przedstawia si¢
réwniez funkcja autokorelacji kwadratéw pierwszych przyrostéow, ktéra wykazuje si¢
istotng zaleznoscig az do 20-ego opdZnienia wiacznie. Réwniez histogram, zamiesz-
czony w prawym, dolnym panelu potwierdza wiekszga koncentracje i grubsze ogony niz
w rozkladzie normalnym. Wszystkie wymienione cechy sa szeroko znane i omawiane
w literaturze przedmiotu jako typowe wiasnosci szeregéw finansowych (zob.[2]).

Rozszerzmy model STUR w wersji Grangera i Swansona, tak aby skfadniki losowe
n, (dlat =1, .., T) tworzyly proces o strukturze SV. Oznacza to, ze {6,, t = 1, ..., T}
jest procesem autoregresyjnym rzedu pierwszego:

8 =g+ @101+, n~N(0, ), 4)

w ktérym warunkowa wariancje cu,z mozna opisaé jako:

2 _ 2 N%
Wy = W exp (hsygnaf,t) ’
gdzie:
N% _ N% -
hsygnal,t - psygnafhsygnai, —1 + gsygnaf,t Oraz Psygnat € (_1a l)a a takze

iid
gsygnaf,t ~ N(O, )/Szyg,,af), t=1,..,T.

Model o réwnaniach (1)-(2) i (4) jest zatem uogélnieniem podstawowego modelu
STUR w wersji Grangera i Swansona [5], poniewaz dopuszcza mozliwos¢ zmien-

nej warunkowej wariancji w procesie pierwiastka jednostkowego. Pozostate zatozenia
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s identyczne jak w standardowym modelu STUR. Model ten oznaczono symbolem
STUR-G-SV.

Niech 6 = (¢0, o1, o2, W, Psygnats )/Szygna,)/ bedzie wektorem nieznanych parame-
tréw w modelu STUR-G-SV (réwnania (1)-(2) i (4)). Dodatkowo przez § = (61, ..., O1)’
i hfyvgnag = (hf)‘*;nal, 1s woes hf;,;,na”), oznaczmy wektory zmiennych ukrytych.

Przy zatozeniu normalnosci sktadnikéw losowych, gestos¢ wektora obserwacji
w modelu STUR-G-SV jest nastgpujgca:

T
p(yl 5, 60, hf;{gnal’ hf)‘,i,na{’()e 9, yO) = l—[fN (ytl 66[)71—19 0_2), (5)
=1
gdzie:
y = (1, .., yr)’ jest wektorem obserwacji, &, hfy‘;ml’o i yo sg wartoSciami poczat-

kowymi, natomiast symbol fy (:| ¢, d) oznacza ggstos$¢ rozktadu normalnego o $rednie;j
¢ 1 wariancji d.

Jako rozktady a priori parametréw 6 mozna przyjaé nastepujace rozktady wiasci-
we:

P(©) = p($0) p(@) p(02) () P (Psyenat) P (Vasgnar) (6)
gdzie:

P ($0) = fi (410, 03,), p @) < fiv ($1lpor> 75, ) I @), p(07) = fig (02l o do),

P (w2) = flG (a)2| Cws dw) > P (psygmd) o fN (psygnafllup7 0—3) I(—l, 1) (psygnai) )

V4 (yzygnal) = f[G (yszygnaf| Cy> d7) :

Symbol /_; ) (-) oznacza funkcje wskaznikowa przedziatu (-1, 1), natomiast fis (-lc, d)
jest gestoscig odwréconego rozktadu gamma o Sredniej d/ (c — 1) dla ¢ > 1 i1 wariancji
d*/[(c = 1) (c = 2)| dla ¢ > 2, w postaci:

d¢ d
fic (xle, d) = —x_(”l)exp —1], x>0, ¢>0, d>0. @)
I'(c) by

Warunkowe ggstosci rozktadéw a priori zmiennych ukrytych sg iloczynami gestosci
rozktadéw normalnych:

T
P (6160, 1) ats Weynaror 0) = | | £ (61160 + #1611, 07), ®)
t=1

~

N N _ N% N% 2
p(hsygnall hsygnal,()’ 9) - r[fN (hsygnaf,tlps}'g’mfhsygnal, t—-1° ysygnai)' (9)

t=1
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Ponizej przedstawiono ukfad warunkowych rozktadéw a posteriori stosowanych w sche-
macie Gibbsa. Parametry o2, w’i 752y et MAJ3 Nastgpujace warunkowe rozktady a po-
steriori:

)y (J’t - ear)’t—l)2 +2d,

T +2c, =
2 _ 2 o t=1
P (13, 30, 6) = fia || —5—7. 5 : (10)
T 2
T +2c, (61 = ¢o — $16:-1)
2 N% 2 ‘
Pw|y,5950,hs na’¢0’¢l :fIG (U|—7 +dw7
( ygnat ) 2 ; 2exp (hfv )
ygnat,t
1D
p (ysygnally’ hS‘) ygnat’ hv;gmzl 0’ pr"al)
L (psv SV 2
T+ 2Cy El (hsygnaht - psyg””lhxygnal, t—l) + 2d7 (12)
fIG ysygnal 2 ’ 2

Wyraz wolny ¢y ma warunkowy rozktad normalny, ktérego gesto$¢ mozna przed-
stawi¢ nastepujgco:

% 2
P (0ly. 6. 60, hS)ure #1. 0%) = fiv (800 Vairg,) (13)
o Sredniej i wariancji réwnej odpowiednio:
(61=¢16:-1)
Z — 2 2
_ =1 exp(hn;,mlt r) . _ w 0-¢0
g¢0 - T 1 Var¢0 - T
o2 1 2 1 2
———tw ——tw
¢0 =1 exp(hA);,lwl t) ¢0 =1 exp(h.s\ gnat, r)

Roéwniez wspoétczynnik autoregresji ma warunkowy rozktad a posteriori, ktérego
gestos¢ jest proporcjonalna do gestosci rozktadu normalnego:

sV
P (113, 6. 60, go. . Sy) o fiv (1] 84, Varg,) (14)
o Sredniej i wariancji réownej odpowiednio:
T
2 01-1(6:=¢o) 2
¢ 2:1 exp(hSV . ) +Hy W w*o?
_ = sygnat, t . _ 1
8¢1 = T 1 Var¢1 - T
62 . 2 52 +
—_r + w — =1 (1_)
¢1 =1 exp(hu;,nal r) ¢1 =1 exp(hn;,nal r)

Gestos¢ warunkowego rozktadu a posteriori dla wspoétczynnika autokorelacji pgy gnat
mozna wyrazi¢ jako:

N%
p(psygmdl y’ sygna{’ hsygnal 0’ ysygnal) fN (gp’ Varp) (15)
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o Sredniej i wariancji réwnej odpowiednio:

T
2 N% N 2
os > h h + Wy 2.2
— P
/)t:] sygnat,t—1""sygnat, t sygnat ) O—Pysygnal
8 = . iVar, = -
2 2,8V 2 2 2,8V 2
O-/J t; hsygnai, t—1 + ysygnai O-P t; hsygnal, t—1 + ysygnal

Warunkowy rozktad a posteriori nieobserwowalnej zmiennej 6; (¢ =1, ..., T) nie
nalezy do znanej rodziny rozktadéw, a jego gestos¢ wyraza si¢ wzorem:

2 2 2
sV Yier [ s, Vi 1 (6;) 7(6;)
p(é,ly, Or-1 005 Mty gur 1> 9) o exp {_F (e - ):) - 20? 0= 3] | (16)

Wartosci ¢ (6;) i 7 (d;) przedstawia tablica 1.

Tablica 1.
Wartosci ¢ (6,) i 7 (6;)
t 3 (6;) 7 (0)
t=1,.,T-1 1+ 67 $1 (611 +611) + do (1 = 1)
t=T 1 $161-1 + o

Zrédto: Jones i Marriott [8]

Z kolei gesto$é warunkowego rozktadu a posteriori zmiennych ukrytych hfy‘;ﬂa,’t

(t =1, ..., T) ma nastepujacq postac:

N R AN P R 0) o

sygnat, t—1° "“sygnat, t+1°

2
SV
(hsygnal,t - st) } ’

1 {(&—%—%&ﬂ? 1 {
—————exp{— > exp1 —
exp (h sV /2) 2w; exp (hSV ) 2Vary

sygnat, t sygnat, t
a7
gdzie s; 1 Var, wyrazaja si¢ wzorami:
,yZ
_ N% N% 2 _ sygnat _
St = Psygnat (hsygnal,Hl + hsygnaf,t—l)/(l +psygnai) ’ Var?’ - T’ dar=1,..T-1
sygnat
(18)
oraz:
S1 = Psyanatlypgnat. 1> Vary = Vaygnap dlat = T, por.[18]. (19)

3. MODEL STUR W WERSIJI LEYBOURNE’A

Kolejng specyfikacje STUR zaproponowali Leybourne, McCabe i Mills [10] (zob.
réwniez [11] 1 [19]). Omawiany tu model STUR jest szczegdlnym przypadkiem modelu
autoregresyjnego z losowymi wspéiczynnikami autoregresji (ang. Random Coefficient
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Autoregressive; RCA), ktéry przedstawiono i oméwiono w [13], [20] oraz w [6]. W lite-
raturze polskiej, w podejsciu klasycznym (teorio-prébkowym), estymacje modeli RCA
przedstawia Gorka [7].

Najprostszy model STUR w wersji Leybourne’a definiowany jest nastepujaco:

iid
Ye=6yi1+en & ~N(0, 07, (20)

Gi=1+nm. ™ N(0, ). @1)

Réwniez w tym przypadku sktadniki losowe &, i 1, s3 wzgledem siebie niezalezne t;.
glnydlat,s=1,..,T.

Dla w® = 0 proces (20)-(21) redukuje si¢ do procesu btadzenia losowego. Nato-
miast jezeli w? > 0 to mamy do czynienia z procesem STUR, ktérego srednia zawiera
pierwiastek jednostkowy. Proces (20)-(21), podobnie jak proces STUR w wersji Gran-
gera i Swansona, nie jest stacjonarny kowariancyjnie.

Rozwazmy uogdlnienie modelu STUR w wersji Leybourne’a tzn. takie, w ktérym
sktadniki losowe sa procesami zmiennosci stochastycznej:

Ay, = iyt + &, (22)
gdzie:
2 2 2 N% N% SV
& ~ N(O’ O-t)’ 0', =0 exp (hszum,l)’ hszum,t = pSZumhszum,[_l + gszznn,t oraz

Pszum € (=1, 1), a takze Leume ~ N (0, Vi) t = 1, oo T.
Zmienny parametr 17, mozna opisa¢ jako:

r]l‘ = ¢177l—1 +é:l" 770 = 0’ é:l‘ ~ N(()’ a)[2)’ t= 19 cees T9 (23)
gdzie:
¢l € (_1’ 1) > wtz = wz €xXp (hf)‘fgnal,t) ’ hf}“fgnal,t = psygnafhf)‘%na[, -1 {sygnal,t oraz

Payanat € (=1, 1), a takie Loygnats ~ N (0, V2 g) £ = 1, 2, ... T oraz &, 17, dla
t,s=1, .. T.

Zmienny parametr 77, podlega tu stacjonarnemu procesowi autoregresyjnemu ze
sktadnikiem losowym o strukturze SV. Model (22)-(23) oznaczono symbolem STUR-
L-SV.

Podobnie jak we wczesniejszym przyktadzie, jako ggsto$¢ rozktadu a priori wek-
tora parametrow 6 = (0'2, Oszums yfzum, o1, W, Psygnat> )/fygmd)’ mozna przyjaé iloczyn
gestosci jego sktadowych:

P©0) = p(0?) P Oszam) P (Voum) P @0 P(07) P (Psygnat) P (Viygnat) -~ 24

gdzie:

P (0—2) = fic (U_2| Cos do-) s P (Pszum) < f (pszum“lp’ 0_5) I(—l, 1) (Oszum) 5
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p (Vszzum) = fic ()’szzuml Cy dy) » PP < fy (¢1 | 1g, » 0'551)1(—1, n(@1),
p (w2) = fic (w2| Cws dw) > P (psygnai) < fn (psygmdl,up’ 0-5) I(—l, )] (psygnal) >

p (ygygnal) = flG (’yszygnaf| Cy» dY) :

2

Wariancje o2, o’ i yfwm maja nastepujace warunkowe gestosci:

T+2, <o Ay —niyi1)
p(o?1y, o, m, k), )=fzc[<72| T Gk i 2) +da], (25)

szum ) — 2 exp (hfz‘;m’ t)
T 2
T +2c, @ = imi-1)
p(@1y. 1. 10, b1, ) = fic [aﬂ Dy tu | (26)
=1 2 exp (hsygnal, t)
p (’yzzumly’ hfzim’ hf;;m,o’ pSZMWl) =
& (nsv SV )
) T + ch tgl (hszum,t _pszumhszum’ 1_1) + d)’ (2’7)
f[G ’}/szum| 2 ’ D) P

gdzie n = (1, n2, ..., 7).
Warunkowy rozkiad a posteriori dla wspétczynnika autoregresji w réwnaniu stanu

¢, ma gestosé:

2 18V sV
p (¢l | y’ n’ n07 w ’ hsygnal’ hsygnai,O) & fN (¢l| g¢1 ’ Var¢1) ’ (28)
o Sredniej 1 wariancji réwnej odpowiednio:
T
2 N1t 2
— 4
T4 211 exp(hS\,/ ) He @ w*o?
= sygnat, t . 1
8p = 1 Varg, =
2 % L 2 2 % ’7/2 1 2
o —=— +w o —=— 4w
N N
4 =1 exp(hxygnal,t) g =1 exp(hxygnal,t)

Parametry yfzum, DOszum» 73) gnat» Psygnat Maja warunkowa gestos¢ a posteriori iden-
tyczng jak w réwnaniach (12) 1 (15), natomiast ggstoSci warunkowych rozktadow

a posteriori zmiennych ukrytych hf}gna,’t i hfz‘;m’t (t =1, ..., T) maja nastepujaca po-
stac:
sV sv . .
P (hsygnaf’tly’ e Mi-1> 710 hsyg"al, t—1° hsygnaf, t+1° hsygnal,O’ 9) &
1 { (m—¢1m_1)2} 1 { . )
expy - expy - (h - Sz) ’
S 2 N% sygnat,t
eXp (hsygna{, t/ 2) Zwt exp (hsygna ’ t) 2Var7

(29)
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gdzie s; 1 Var, maja identyczng posta¢ jak w réwnaniach (18) i (19), natomiast wa-
runkowy rozktad dla hfz‘;m’t ma gesto$¢ wyrazong nast¢pujacym wzorem:

N% N N N%
p (h’szum,tly’ Yo, Mi» hszum, 1> hszum, t+1° hszum,O 9) oc

) xp {_ZVlary (52ams = Sf)2} ’

(30)

exp {_ (Ay; - 77th—1)2}
exp (hf.z‘;m’ t/2) 207 exp (hS.V

szum, t

gdzie s; i Var, mozna przedstawic jako:

2
— N% S 2 _ szum
St = Pszum (hszum, 1 T hszum, t—1)/(1 + pxzum) > Var)’ -

1+p2 °

szum

dlar=1, .., T-1

_ sV ) _
oraz sy = pswmhmum’ p Vary =y dlat=T.

Ze wzgledu na mozliwos¢ przedstawienie modelu (22)-(23) za pomoca repre-
zentacji przestrzeni standéw, charakterystyki a posteriori nieobserwowalnej zmiennej
n, (=1, .., T) mozna obliczy¢ za pomocg filtru Kalmana lub losujac z nastepuja-
cego warunkowego rozktadu a posteriori:

p(mIAyz, Viels N1 Mi+1s hfyvg,mf, 6) = fn (nzlgn, Varn), dar=1,..,.7-1, (3l)

gdzie:
wtz)’t—lA)’t + ¢10'12 (-1 + Mys1) . a)tz()'t2
&n = 2 2 2.2 1 Var, = 2 2 2.2
Ty (1+¢1)+wty,_1 o (1+¢1)+‘U;yt_1
Dla ostatniej obserwacji t = 7 mamy:

p(ntlAyt’ Y1511, hf)‘:gnaf’ 9) = fN (ntl 8> Varn) s (32)
gdzie:
_ WyiAy + giof _ wio}
n = SR 1Vary = —————.
Op Wy op Wiy,

Estymacje warunkowej wariancji w modelach stochastycznej zmiennosci, w litera-
turze polskiej przedstawia Pajor [18]. Filtr Kalmana w podejsciu bayesowskim omawia
Koop [9].

4. MODELE DWULINIOWE ZAWIERAJACE STOCHASTYCZNY PIERWIASTEK JEDNOSTKOWY

Modele dwuliniowe po raz pierwszy zostaly zaproponowane przez Grangera i
Andersena [4]. W literaturze polskiej ich wlasno§ci omdéwione sg m.in. w [1] i [2].
W niniejszej czgSci artykulu oméwiono model dwuliniowy zawierajacy stochastycz-
ny pierwiastek jednostkowy zaproponowany przez Francqa, Makarova i Zakoiana [3].
Model ten oznaczony symbolem ECM(p)-BL(q) nawigzuje bezpoSrednio do znanych
wcze$niej modeli dwuliniowych ma jednak nieco inng specyfikacje i wtasnosci:

Ay = Y1y + 1Ayt + o+ @AY, + (33)
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o= (14 v+t Ay m N (0.07), =1 T.  (34)

Warunek konieczny i dostateczny, aby proces (33)-(34) byl stacjonarny kowarian-
cyjnie ma postac:

q
DAt <1, (35)
i=1
Wiadomo, ze procesy dwuliniowe mozna zakwalifikowaé jako aproksymacje li-
niowych modeli o losowych parametrach, co z kolei oznacza, ze sa one pewng forma
posrednig miedzy procesami ARMA ze stalymi i losowymi parametrami (por. [1]).
W tym przypadku model dwuliniowy (33)-(34) bezposrednio nawiazuje do modeli,
w ktérych parametry strukturalne sg losowe. Latwo mozna wykazaé, ze dla p = 0 i
q = 1 oraz po przeprowadzeniu elementarnych przeksztatce,, mozna go zapisaé jako
model zawierajacy stochastyczny pierwiastek jednostkowy:

Ayt = 6[y[_1 + &, = 1, veey T, (36)

gdzie losowy parametr jest wyrazony jako:
o =1+y+mn, (37)
a g, jest sktadnikiem losowym nieskorelowanym z y,_; dla i > 0, o postaci:

g=0-240+¥)y-2)n:. (38)

Niech W¥,_; oznacza zbiér wszystkich informacji o procesie dostepnych do chwili 7 — 1
wigcznie. Dla p = 0 i ¢ = 1 warunkowa S$rednia y, = E (Ay,|¥,-;) i warunkowa
wariancja h, = Var (Ay,|¥;-1) w modelu (36)-(38) majg postaé: u, = Y y,-1 i h, =
(1+ve1) o

Zat6ézmy, ze sktadniki losowe &, w modelu BL(1) maja rozktad normalny. W tym
przypadku gesto$¢ wektora obserwacji jest nastgpujaca:

A (Al gyicn, L+ 4vi)? o), (39)

T
p Ayl v, 0, y9) =

=1
gdzie Ay = (Ayy, Ayy, ..., Ayr), v=(vg, Vi, ..., vr_1)" oraz 6 = (w, A, 0'2),, a takze
¥ €R, 1, € Ri 0o’ eR,. Dodatkowo przestrzen parametréw jest ucieta przez warunek
o < 1.
Jako rozklady a priori dla parametréw ¢ i A przyj¢to rozktady normalne, nato-
miast dla wariancji o? - odwroécony rozktad gamma.
Uktad petnych, warunkowych rozktadéw a posteriori dla parametréw w modelu
BL(1) ma postac:
p(vly. &1, 0?) o< fi (g4, Vary), (40)
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gdzie:
2 5 Ay 2
Tu E‘l e+ T H 0-20_5/
8y = i1 Vary, = ,
T 2 T 2
2 Vit 4 o2 o2 3 im0
T & Tty o A A, )
T 2
T +2c Ay —¥yi-1)
(0?1 & o2 v, y0) = fia (ﬁ . s+ds |, @D
' 2(1 +A4v1)

1~

p(ly, v, o) o | [ v (Ayduyicr, A+ v o) x fy (e 7). (42)

t=1

Dla ¢ i o2 warunkowe gestosci a posteriori naleza do standardowej rodziny roz-
ktadéw. Z kolei losowania z warunkowego rozkladu a posteriori dla parametru A;
wymagaja stosowania dodatkowej metody, wewnatrz procedury Gibbsa.

5. ESTYMACIJA I TESTOWANIE MODELI STUR DLA WYBRANYCH
KURSOW WALUTOWYCH

W niniejszej czgSci artykutu przedstawiono wyniki estymacji wybranych specy-
fikacji STUR, uzyskane na podstawie analizy dziennych kurséw walutowych. Sa to:
model STUR w wersji Grangera i Swansona (réwnania (1)-(2) i (4)) — STUR-G-SV -
M, model STUR w wersji Leybourne’a (réwnania (22)-(23)) — STUR-L-SV-M, oraz
model dwuliniowy (réwnania (36)-(38))-BL(1)-M3. Dodatkowo, w celach poréwnaw-
czych obliczono charakterystyki a posteriori dwdch standardowych modeli zmiennosci.
Sa to: model zmiennoSci stochastycznej (My):

Ayi=z, &~N(0,07), t=1,..T, (43)
gdzie:
8[ ~ N(O, O—tz), O_tz = 0-2 eXp (hrSS“Z‘I/Am,t)’ hfz‘;m,t = pszumhfz‘;m’t_l + é‘te pszum €

(-1, 1), atakze &N (0. 2,,) eLs dlar, s= 1,2, ., T
oraz najprostszy model GARCH (symbol Ms):

A)’t = 8[7 8[ ~ N(O’ ht)a = la seey T’ (44)

h, = ag +aje’ | +bih_y, (45)

gdzie: ap > 0,a; >0, by > 0oraz a; + b; < 1.

Badane szeregi sktadaja si¢ z 1013 obserwacji i obejmujg okres od 2 stycznia
2006 do 31 grudnia 2009 roku. Analiza dotyczy nastepujacych walut europejskich
wyrazonych w zlotych: franka szwajcarskiego (CHF), euro (EUR) i funta szterlinga
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(GBP). Przed przystapieniem do badan oryginalne szeregi czasowe poddano trans-
formacji zgodnie z nastgpujacym wzorem y, = 100In(P;), gdzie P, oznacza ceng
zamknigcia.

Moc wyjasniajacg poszczegdlnych specyfikacji obliczono metoda Newtona i Ra-
ftery’ego [12].

Dla wszystkich wariancji jako rozktad a priori przyjeto odwrécony rozktad gamma
z parametrami ¢ = 0,01 i d = 0,01. Rozktad a priori wspdlczynnika autoregresji jest
ucietym rozktadem normalnym o $redniej zero i odchyleniu standardowym réwnym
jeden. Réwniez stala ¢y ma rozklad a priori bedacy rozktadem normalnym o $rednie;j
réwnej zero i wariancji rownej jeden.

Dla poczatkowych stanéw, tj. dg i 179 przyjeto wartos¢ rowna zero. Podobnie war-
tosci poczatkowe w modelu SV (hfz‘;m’ (sygn at),o) sq rowniez traktowane jako ustalone
i rowne zero.

Tablica 2 przedstawia logarytmy dziesietne czynnikow Bayesa obliczone pomigdzy
wybranymi modelami STUR i GARCH a modelem SV. Uzyskane wyniki pokazuja,
ze dla wszystkich szeregéw czasowych model STUR w wersji Grangera i Swansona
(STUR-GR-SV) uzyskat zdecydowanie najwigksze szanse a posteriori. Przy zalozeniu
jednakowych prawdopodobienstw a priori, model STUR-G-SV uzyskal prawdopodo-
biefistwo a posteriori od 154 do 199 rzedéw wielkosSci wieksze niz standardowy model
SV iod 11 do 65 rzedéw wielkoSci wigeksze niz drugi w rankingu model STUR-L-
SV. Réznice w logarytmach czynnikéw Bayesa obliczone miedzy modelami STUR
(STUR-G-SV oraz STUR-L-SV) a modelem stochastycznej zmiennoSci sg zatem bar-
dzo duze. Przeprowadzone badania empiryczne wyraZnie wigc potwierdzily istnienie
stochastycznego pierwiastka jednostkowego dla dziennych kurséw walutowych.

Tablica 2.
Logarytmy dziesietne czynnikéw Bayesa obliczone miedzy poszczegdlnymi modelami i modelem
stochastycznej zmiennosci (SV, M, )

Model
M, M, M3 Ms

STUR-GR-SV STUR-L-SV BL GARCH
CHF

10,0 (Byur,) 154,0050 ‘ 97,8153 ‘ -175,7827 ‘ -16,1337
EUR

10,0 (Byur,) 159,0340 \ 147,3740 \ -191,2360 \ -14,1240
GBP

10gy0 (B, 199,3030 \ 134,2846 \ -143,0070 \ -11,4630

Zrédlo: obliczenia whasne

Model dwuliniowy we wszystkich przypadkach ma najnizsza moc wyjasniajaca,
skutkiem czego zajmuje pigte, ostatnie miejsce w rankingach. Model stochastycznej
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zmiennoSci zajal trzecie miejsce w rankingach, za modelami STUR i przed modelem
GARCH, ktéry mial przedostatnie miejsce w rankingach. Wigksza moc wyjaSniajaca
modeli SV w stosunku do modeli GARCH jest typowa dla tych specyfikacji (zob. [14])

Tablica 3.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu stochastycznej zmienno$ci uzyskane na podstawie
analizy kursu walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
Waluta o’ Pszum yfwm
CHF 0,39380 0,99220 0,01810
(0,10890) (0,00426) (0,00616)
EUR 0,32950 0,99350 0,01574
(0,09440) (0,00349) (0,00521)
GBP 0,47670 0,99350 0,01314
(0,12920) (0,00367) (0,00496)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okragtych podano
odchylenie standardowe Zrédlo: obliczenia wiasne

W tablicy 3 zamieszczono punktowe oceny a posteriori parametréw w standardo-
wym modelu stochastycznej zmiennoSci (réwnanie 43). Uzyskane wyniki sg typowe
dla dziennych szeregéw finansowych. Wartosci oczekiwane a posteriori wspétczynnika
autokorelacji py;,» sa bardzo bliskie wartoSci jeden, co przy wzglednie matym rozpro-
szeniu wskazuje na duzg persystencje zmiennoSci kurséw walutowych. Podobnie oceny
a posteriori parametréw w modelu GARCH (réwnania (44)-(45)) sa typowe dla tego
typu danych (zob. tablica 4), a suma parametréw a; i b; ma warto$¢ oczekiwana a
posteriori bliskg warto$ci jeden, co rowniez wskazuje na duza persystencj¢ zmiennosci
badanych szeregéw.

Tablica 4.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu GARCH uzyskane na podstawie analizy kursu
walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
Waluta ay ap by a, + by
CHF 0,00851 0,08956 0,89990 0,98941
(0,00284) (0,01904) (0,02001) (0,00552)
EUR 0,00452 0,09202 0,89743 0,98945
(0,00123) (0,01581) (0,01564) (0,00546)
GBP 0,00532 0,07667 0,91570 0,99237
(0,00164) (0,01454) (0,01443) (0,00388)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okragtych podano

odchylenie standardowe Zrddto: obliczenia wlasne

Kolejna tablica, z numerem 5, zawiera informacje a posteriori na temat parametréw
w modelu dwuliniowym. Jak wiadomo z czesci czwartej artykulu, model ten mozna
réwniez interpretowaé jako model ze stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym.
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Tablica 5.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu dwuliniowym uzyskane na podstawie analizy kursu
walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
Waluta v o’ A4
CHF 0,00009 1,01400 0,01931
(0,00035) (0,04520) (0,01251)
EUR 0,00003 0,63000 -0,00336
(0,00018) (0,02808) (0,01433)
GBP -0,00013 0,81520 0,00779
(0,00017) (0,03635) (0,01375)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okraglych podano
odchylenie standardowe Zrédio: obliczenia wiasne

Uzyskane wyniki nie potwierdzaja jednak przydatnosci tej specyfikacji dla badanych
szeregow czasowych. W zadnym z trzech przypadkéw parametr A;, odpowiedzialny
za zmienno$¢ warunkowej wariancji, nie jest potozony w rejonach odlegtych od zera.
Warto$¢ oczekiwana a posteriori jest zblizona do wartosci odchylenia standardowego
a posteriori lub jest o jeden rzad wielkoSci mniejsza i w zwigzku z tym rozkiad
a posteriori ma bardzo duze wzgledne rozproszenie. Powyzsze wnioski potwierdza
uzyskany ranking modeli (por. tablica 2), w ktérym model BL(1) we wszystkich trzech
przypadkach zajat ostatnie miejsce.

Tablica 6.
Informacje a posteriori o parametrach modelu STUR-G-SV uzyskane na podstawie analizy kursu
walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Waluta
Parametr wz 0—2 b0 & Psygnat 73)- gnat
CHF 0,00231 0,22800 0,00012 -0,06131 0,99740 0,14150
(0,00101) (0,02279) (0,00037) (0,03451) (0,00132) (0,04520)
EUR 0,00220 0,12400 0,00005 -0,04054 0,99780 0,14080
(0,00108) (0,01082) (0,00023) (0,04071) (0,00097) (0,04369)
GBP 0,00175 0,14710 -0,00014 -0,06760 0,99760 0,09777
(0,00062) (0,02217) (0,00023) (0,04134) (0,00109) (0,02955)
W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okraglych podano

odchylenie standardowe Zrédlo: obliczenia whasne

W tablicy 6 zamieszczono wyniki estymacji parametréw w modelu STUR w wer-
sji Grangera i Swansona (model STUR-G-SV). W pierwszej linii znajdujg si¢ wartosci
oczekiwane rozktadéw a posteriori, a w nawiasach okraglych podano wartosci odchylen
standardowych. Dla wszystkich szeregéw czasowych, wspotczynnik autokorelacji ¢; ma
warto$¢ oczekiwana zlokalizowang blisko wartosci zero, co przy duzym wzglednym
rozproszeniu wskazuje, ze zmienny parametr nie wykazuje zaleznosci autoregresyjne;j.
Zupelnie inaczej przestawia si¢ rozklad a posteriori parametru pgyenqr, ktéry odpowie-
dzialny jest za persystencje zmiennosci stochastycznego pierwiastka jednostkowego.
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Jego wartos$¢ oczekiwana a posteriori jest bliska wartosci jeden, co oznacza, ze losowy
parametr jest procesem zmiennoS$ci stochastycznej.

Tablica 7.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu STUR-L-SV uzyskane na podstawie analizy dziennych
stop zmian kursu walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
Waluta W’ a? Pszum 752:(um ol Psygnat yxzy gnat
CHF 0,0020 0,2047 0,2311 0,0674 -0,0892 0,9972 0,1256
(0,0010) (0,0416) (0,5388) (0,0861) (0,0441) (0,0014) (0,0470)
EUR 0,0016 0,1418 -0,0327 0,1119 -0,0506 0,9977 0,0972
(0,0007) (0,0337) (0,5144) (0,1335) (0,0564) (0,0010) (0,0341)
GBP 0,0016 0,1418 -0,0327 0,1119 -0,0425 0,9977 0,0972
(0,0007) (0,0337) (0,5144) (0,1335) (0,0524) (0,0010) (0,0341)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozktadu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okragtych podano
odchylenie standardowe Zrédto: obliczenia wasne

W tablicy 7 przedstawiono informacje a posteriori dotyczace ocen parametrow w
modelu STUR-L-SV. Dla wszystkich szeregéw czasowych warto$¢ oczekiwana a po-
steriori wspotczynnika autoregresji pgyqnqat jest bliska wartosci jeden, co potwierdza za-
sadnos$¢ traktowania {r;, t = 1, ..., T} jako procesu zmiennosci stochastycznej. Mozemy
zaobserwowac istotny wspotczynnik autokorelacji w strukturze SV dla zmiennego para-
metru, ale juz nie dla skfadnika losowego w réwnaniu obserwacji. Wydaje si¢ zatem, ze
tylko jeden z nich jest procesem o strukturze SV. Oznacza to, ze tylko stochastyczny
pierwiastek jednostkowy ma zmienng w czasie warunkowg wariancj¢. Drugi sklad-
nik losowy ma wariancje¢, ktora jest homoskedastyczna. Powyzsze wnioski potwierdza
réwniez czynnik Bayesa obliczony pomig¢dzy modelami STUR-L-SV i SV. Okazuje si¢
bowiem, ze bardziej prawdopodobny jest model, w ktérym losowa, warunkowa §red-
nia traktowana jest jako proces SV niz model, w ktérym odchylenia od warunkowej,
deterministycznej Sredniej opisane sa jako proces zmienno$ci stochastycznej. Zmien-
nos$¢ stochastycznego pierwiastka jednostkowego fatwo zauwazyé na rysunku 2, na
ktérym przedstawiono mediany a posteriori parametru a, = exp (6;) (¢ =1, ..., 1013).
Przedstawione realizacje obliczone zostaly na podstawie najbardziej prawdopodobnego
modelu, czyli modelu STUR w wersji Grangera i Swansona (STUR-G-SV).

Poniewaz rozpigtoSci przedzialéw o najwyzszej gestoSci a posteriori (ang. Hi-
ghest Posterior Density intervals; HPD), we wszystkich przypadkach, byly bardzo
niewielkie, co potwierdza statystyczng istotno$¢ pierwiastka stochastycznego, w ce-
Iu wiekszej przejrzystosci wykreséw zrezygnowano z ich prezentacji. Jak wida¢ na
rysunku 2 pierwiastek jednostkowy w modelu STUR-G-SV oscyluje woko6t wartosci
jeden i charakteryzuje si¢ wyraZznym, okresowym nasileniem zmiennosci.

Szczegdlnie wyraznie uwidacznia si¢ to w drugiej potowie 2008 i w pierwszym
kwartale 2009, kiedy to miato miejsce zatamanie si¢ gtéwnych Swiatowych indekséw
gieldowych oraz bardzo silne ostabienie ztotego.
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Rysunek 2. Mediany rozktadu a posteriori parametru a;, = exp (6;) dla r = 1, ..., 1013 obliczone
na podstawie realizacji kursu franka szwajcarskiego (CHF), euro (EUR) i funta szterlinga (GBP)

wzgledem zlotego Zrsdio: obliczenia whasne

Na rysunku 3 przedstawiono mediany a posteriori warunkowej wariancji
w? (t=1, .., T) wraz z 95% przedzialami o najwyzszej gestosci a posteriori, ob-
liczone na podstawie modelu STUR w wersji Grangera i Swansona.

Na podstawie wynikow zamieszczonych na rysunku 3 fatwo mozna zauwazy¢, ze
od wrzesnia 2008 nastgpil gwaltowny wzrost zmiennosci pierwiastka jednostkowego.
Okresowe nasilenia zmiennoS$ci losowego parametru majg swoje uzasadnienie w zaist-
niatych czynnikach rynkowych, poniewaz zgodnie z informacjami publikowanymi przez
NBP, w okresie od wrzesnia 2008 do maja 2009 roku nastgpilo znaczne ostabienie
nominalnego kursu ztotego wzgledem innych walut ze wzgledu na czynniki globalne
i oczekiwania wskazujace na glebsze niz wczesniej zaktadano spowolnienie wzrostu
gospodarczego w 2009 roku. Kolejng przyczyna byly informacje o pogarszaniu si¢
salda na rachunku obrotéw biezacych’. Znaczny wzrost niepewnosci mozna réwniez
zauwazy¢ poprzez zwigkszenie si¢ rozpietosci przedzialéw a posteriori.

2 Raport o inflacji — luty 2009 r., www.nbp.pl (14.12.2009).
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Rysunek 3. Warunkowa wariancja w? dla t = 1, ..., 1013 w modelu STUR w wersji Grangera
i Swansona, w ktérym losowy parametr jest procesem o strukturze SV (model STUR-G-SV), obliczona
dla realizacji kursu franka szwajcarskiego (CHF), euro (EUR) i funta szterlinga (GBP) wzgledem
ztotego. Pogrubiona linia przedstawia mediany a posteriori warunkowej wariancji, z kolei zwykle linie
oznaczaja dolny i gérny kraniec 95% przedzialéw o najwyzszej gestosci a posteriori (HPD)

Zrédlo: obliczenia wlasne

6. ZAKONCZENIE

Zasadniczym celem tego artykutu bylo przedstawienie i analiza empirycznych wia-
snoSci wybranych modeli zawierajacych stochastyczny pierwiastek jednostkowy. Wy-
prowadzono i oméwiono réwniez uktady rozkladéw a posteriori, ktére sg niezbedne
w podejéciu bayesowskim. Badania empiryczne dotyczyly dziennych obserwacji naj-
wazniejszych walut europejskich wyrazonych w ztotych w okresie od stycznia 2006 do
grudnia 2009 roku.

W artykule dokonano przegladu wybranych specyfikacji STUR. Sg to niektére
juz znane od dawna modele takie jak: model Grangera i Swansona [5], tzw. model
Leybourne’a [10] oraz model dwuliniowy opracowany niedawno przez Francqa, Ma-
karovg i Zakofana [3]. Przeprowadzone badania empiryczne wyraznie wykazaly, ze
modele STUR, a zwlaszcza model Grangera i Swansona, uzyskaly znacznie wigksze
prawdopodobienstwo a posteriori niz standardowe modele zmiennosci tj. SV i GARCH.

W modelach STUR w wersji Grangera i Swansona oraz Leybourne’a zapropo-
nowano, aby stochastyczny pierwiastek jednostkowy byt procesem zmiennosci stocha-
stycznej. Podejscie to wydaje si¢ zasadne, poniewaz badania empiryczne potwierdzity,
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ze stochastyczny pierwiastek jednostkowy nie ma statej, lecz zmienng wariancje wa-
runkowa, a jego zmienno$¢ nasila si¢ wraz z wystegpowaniem czynnikéw rynkowych.

Przeprowadzone badania nie potwierdzity przydatnoSci modeli dwuliniowych dla

dziennych kurséw walutowych.
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WYBRANE MODELE ZAWIERAJACE STOCHASTYCZNY PIERWIASTEK JEDNOSTKOWY
W ANALIZIE KURSOW WALUTOWYCH

Streszczenie

W artykule oméwiono wybrane specyfikacje i wlasnoSci modeli zawierajacych stochastyczny pierwia-
stek jednostkowy (STUR). Celem artykulu bylo dokonanie przegladu r6znych modeli STUR, opracowanie
metod numerycznych wykorzystywanych w schemacie wnioskowania bayesowskiego w kontekscie roz-
wazanych modeli oraz poréwnanie ich mocy wyjasniajacej. Przyklad empiryczny, zawarty w artykule,
dotyczyl dziennych notowan kursu walut obcych wyrazonych w zlotych. Uzyskane wyniki wskazuja, ze
najbardziej prawdopodobny okazat si¢ model STUR w wersji Grangera i Swansona, ktéry uzyskal znaczng
przewage nad standardowym modelem stochastycznej zmiennos$ci.

STOCHASTIC UNIT ROOT MODELS WITH APPLICATION TO DAILY EXCHANGE RATES
Summery

The paper presents the three different stochastic unit root models (STUR), proposed by Granger and
Swanson (1997), by Leybourne, McCabe and Mills (1996) and finally by Francq, Makarova, Zakoian
(2008). The main purpose is to develop an MCMC algorithm for Bayesian estimation. We are also
interested how the different specifications of the stochastic unit root affect the explanatory power of a
set of competing models. We apply that these computational methods to daily exchange rates of foreign
currencies in zlotys, namely Swiss franc, Pound sterling and Euro. The model selection and posterior
estimates provide strong evidence in favor of the STUR models.



