PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LVIII - ZESZYT 3-4 - 2011

JADWIGA KOSTRZEWSKA

PRZEGLAD SEMIPARAMETRYCZNYCH METOD ESTYMACIJI
MODELI TOBITOWYCH TYPU I-III

1. WPROWADZENIE

Modele tobitowe rozwijaja si¢ od 1958 roku, kiedy to po raz pierwszy James Tobin
w pracy [45] rozwazyl model regresji dla zmiennej zaleznej cenzurowanej. Model ten
nazwano modelem tobitowym od nazwiska jego twdrcy oraz ze wzgledu na pewne
pokrewieristwo z modelem probitowym. W kolejnych latach nastgpowat rozwdj mo-
deli zmiennej zaleznej ograniczonej (limited dependent variable models), tzn. modeli
zmiennej zaleznej ucietej (fruncated models), cenzurowanej (censored models) lub
podlegajacej nieprzypadkowej selekcji' (sample-selection models, selection models).
Takeshi Amemiya w pracy [1] dokonat przegladu istniejgcych modeli i usystematy-
zowal je ze wzgledu na posta¢ funkcji wiarygodnosci. W rezultacie wyodrebnil pigc
giéwnych typéw modeli tobitowych?.

W celu estymacji parametréw w modelach tobitowych typu I-III (lub wyzszego
typu) na ogo6t stosuje si¢ metode najwiekszej wiarygodnosci. Metoda ta jednak wymaga
zatozenia o normalno$ci rozktadu skfadnika losowego. Metode mozna stosowaé takze
w modelach tobitowych przy zatozeniu heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych.
W modelach z rodziny tobitowych o funkcji wiarygodnosci posiadajacej wiecej niz
jedno ekstremum mozna stosowaé takze dwustopniowg metode zaproponowana przez
J. Heckmana w pracy [11], ktéra wymaga stabszych zalozei. Metoda ta w pierwszym
kroku wykorzystuje analiz¢ probitowa, za§ w drugim — korzysta z klasycznej metody
najmniejszych kwadratéw. Obecnie stosuje si¢ jg zazwyczaj do wyliczenia wartosci po-
czatkowych estymatoréw zgodnych w procedurze iteracyjnej wyznaczania estymatoréw
najwigkszej wiarygodnosci.

! Zmienne uciete (ang. truncated variables) to zmienne, ktérych wartosci sa obserwowalne tylko
w pewnym przedziale, a nie sg brane pod uwage warto$ci spoza niego. Zmienne cenzurowane (ang.
censored variables) to takie zmienne, ktérych doktadne wartosci sg znane, gdy wystepuja w pewnym
przedziale, a nie s3 znane te wartosci, ktdre s3a spoza niego i woéwczas zmiennej zostaje przypisana
umowna warto$¢ z brzegu przedziatu. Jezeli to, czy wartosci badanej zmiennej s3 obserwowane czy
nie, zalezy od wartoSci innej skorelowanej z nig zmiennej, wéwczas wystepuje tzw. nieprzypadkowa
selekcja (selekcja, samoselekcja, ang. self-selection, sample selection), bedaca uogdlnieniem ucigcia lub
cenzurowania. Pojecie zmiennej ucietej, cenzurowanej i podlegajacej nieprzypadkowej selekcji oméwiono
np. w pracach [21], [22].

2 Przeglad modeli tobitowych mozna odnalez¢é we wspomnianej pracy [1] oraz [9], [22], [24].
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Gdy nie ma zadnych przestanek odnosnie rozktadu sktadnika losowego modelu
zmiennej zaleznej cenzurowanej lub, gdy w wyniku przeprowadzenia odpowiedniego
testu zatozenie o rozktadzie normalnym zostanie odrzucone, odpowiednim narzedziem
do oszacowania modelu mogg okaza¢ si¢ metody semiparametryczne. Metody te wyma-
gaja stabszych zatozen o rozktadzie, przy ktérych mozna uzyskac estymatory o dobrych
wilasnos$ciach, tj. zgodne, asymptotycznie normalne. Niektére z metod nie wymagaja
zatozenia o homoskedastycznosci sktadnika losowego.

W literaturze anglojezycznej metody semiparametryczne dla modeli zmiennej za-
leznej cenzurowanej (modeli tobitowych) omawiane sa od szeregu lat. W artykule
zaprezentowano niektére metody estymacji semiparametrycznej oraz wskazano na ich
przydatnos¢ przy weryfikacji zalozen narzuconych na rozktad sktadnika losowego. Sku-
piono uwage na metodach odnoszacych si¢ do modeli tobitowych typu I, II oraz III
zgodnie z klasyfikacja T. Amemiyi (por. [1]).

2. MODELE TOBITOWE TYPU I-III

W celu prezentacji poszczegdlnych metod wprowadzono nastepujace oznaczenia®.

Niech Y* oraz Z* beda zmiennymi ukrytymi (latent variable), tzn. zmiennymi, kt6-
rych warto$ci zazwyczaj nie s3 obserwowalne lub sa obserwowalne w zaleznosci od
pewnych warunkéw (kryterium obserwowalnosci). Przez n oznaczono liczbe elemen-
tow w probie, przy czym dla wygody zapisu przyjeto, ze pierwszych n; elementéw
(i=1, ..., n;) w prébie odnosi si¢ do doktadnie zaobserwowanych warto$ci zmiennej
Y*, natomiast nastepne (n — n;) elementéw (i = (n; + 1), ..., n) — do przypisanych
warto$ci umownych (o ile istniejg).

MobEL ToBITOWY TYPU I jest pos‘[aci4 (por. [24]):

oy oedyyi>0, i=1 . m 0
Tl edyy <0 i=i+l)
gdzie:
y; =X;B +u; — réwnanie regresji,

X, — (k+1)-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych obja$niajacych ze
zbioru X = {Xj,...,X}}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora X; jest rowny jednoSci,

B = (Bo.B1,....B) — wektor (pionowy) parametréw réwnania regresji,

u; — sktadniki losowe réwnania, niezalezne i pochodzace z tego samego rozktadu
o wartoSci oczekiwanej réwnej 0 oraz stalej wariancji o,. Najczesciej (w celu esty-
macji metoda najwigkszej wiarygodnosci) zaktada si¢, ze sktadniki losowe podlegajg
rozktadowi normalnemu.

3 Zob. prace [24].
* W artykule rozwazono modele z wartoscig progowa réwna zero. Nie wiaze sie to ze strata ogéInosci.
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MobEeL ToBITowy TYPU II jest postaci (por. [24]):

o X,-ﬂ+ul- gdy I,'Zl, i=1,...,n1 (2)
=) olb brak  gdy L=0, i=(u+1), ..., n,
gdzie:
1 gdyzi>0
I, = gy Zi — zmienna binarna opisujgca kryterium obserwowalnosci,
0 gdyz; <0

z: = Wyy +v; — réwnanie selekcji,
W; — (m+1)-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych objasniajacych ze

zbioru W = {Wy,...,W,}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora W; jest rowny jednosci,
¥ = (Y0, Y15 - ., ¥Ym) — wektor (pionowy) parametrow réwnania selekcji,

v; — sktadniki losowe réwnania selekcji,

X;,W,, B, u;, — okreslone jak wczes$niej, przy czym najczesciej (w celu estymacji
metoda najwiekszej wiarygodnos$ci) zaktada sie, ze:

ol poo, l] ) . . I
(uj,vi) ~N|0, 0; 5 , gdzie p — wspotczynnik korelacji miedzy
pooy, O,

Uu; i Vi.

W modelu tobitowym typu II kryterium obserwowalnosci opisane jest przez zmien-
ng binarng /. Z tego wzgledu przyjmuje si¢ o, = 1, podobnie jak w modelu probito-

wym.

MonbkeL ToBrrowy TYpU 111 jest postaci (por. [24]):

X, B+ u; d >0, 1=1, ...,
Yi:{ zﬁ U; gay i l ny 3)

0 lub brak gdy z,=0, i=m+1),...,n,
gdzie tym razem zmienna opisujaca kryterium obserwowalnos$ci jest postaci:
o) & &y >0
' 0 egdy 77 <0’

przy pozostatych oznaczeniach jak wczes$nie;j.
Przeglad modeli tobitowych (modeli zmiennej zaleznej cenzurowanej) mozna zna-
lez¢ m.in. w pracach: [1], [9], [27], [28], a takze [22], [24].

3. ESTYMACJA SEMIPARAMETRYCZNA W MODELU TOBITOWYM TYPU I

Wsréd wielu metod semiparametrycznych stosowanych w wypadku modelu to-
bitowego typu I najbardziej popularne sg metody wprowadzone przez J.L. Powella
(zob. [38], [39], [40], [41]) oraz B.E. Honoré’a i J.L. Powella ([16]). Sa to m.in.
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metody: CLAD, STLS/SCLS, ICLAD oraz ICLS. W metodach tych okresla si¢ postaé
parametryczng réwnania regresji, ale nie narzuca si¢ postaci parametrycznej rozktadu
sktadnika losowego. Zaprezentowane metody semiparametryczne dajg estymatory o
dobrych wiasnoSciach dopuszczajac dowolny rozklad sktadnika losowego i/lub jego
heteroskedastyczno$é, przy pewnych stabszych zatozeniach. Ponizej metody te omo-
wiono dla modelu tobitowego typu I z cenzurowaniem w zerze.

METODA NAJMNIEJSZYCH ODCHYLEN BEZWZGLEDNYCH Z CENZUROWANIEM (censored least
absolute deviations, censored LAD, CLAD). Metoda CLAD, wprowadzona przez J.L.
Powella w pracy [38], jest metodg estymacji semiparametrycznej stosowang w mode-
Iu tobitowym typu I. Przy do$¢ ogdlnych zatozeniach estymatory otrzymane metoda
CLAD sa zgodne i asymptotycznie normalne. Sposréd wymaganych zatozen nalezy
wspomnieé¢ nastepujace’:

e skladniki losowe u; sg niezalezne, o tym samym rozkladzie, przy czym ich rozktad
moze by¢ dowolnym rozktadem, w ktérym mediana réwna jest zero (warunkowo

od X,’),

procent obserwacji ,,zerowych” (ocenzurowanych) nie jest zbyt wysoki,

dla obserwacji ,,zerowych” odpowiadajagce im zmienne X; nie sg wspotliniowe.

Jezeli w probie jest znaczacy procent obserwacji ,,zerowych”, mozna zastosowaé
estymator oparty na cenzurowanej regresji kwantylowej (ang. censored quantile regres-
sion) bazujac na kwantylu wyzszego rzedu niz mediana® (por. [39]). Gléwna zaleta
metody jest fakt, ze dopuszcza dowolny, w tym réwniez asymetryczny (por. [5], s. 34),
rozktad sktadnika losowego oraz heteroskedastycznosé’. Metoda CLAD charakteryzuje
si¢ duza ztozonoScia numeryczna.

Celem metody CLAD jest uzyskanie estymatora wektora parametréw 8. Estymator
ten otrzymuje si¢ wyznaczajac wektor ECL 4p Mminimalizujacy wyrazenie:

1" Iy — max{0; X8}l @)

i=1

przy czym mediana zmiennej zaleznej wynosi: Me(y;) = max{0; X;5}.

Sposéb wyznaczenia zgodnego estymatora asymptotycznej macierzy kowariancji
mozna znaleZzé w pracach J.L.. Powella (zob. [38], [41]). W wypadku estymatoréw
otrzymanych metoda CLAD w modelu tobitowym typu I mozna stosowaé test Walda®
odno$nie ewentualnych restrykcji natozonych na parametry.

Metoda CLAD oraz inne metody semiparametryczne oparte na kwantylach nie sg
odpowiednie do estymacji modeli regresji uciete;.

3 Szczegbly mozna odnalezé w pracy J.L. Powella [38], s. 307.

® Estymator CLAD jest szczegélnym przypadkiem estymatora opartego na cenzurowanej regresji
kwantylowe;.

7 Przy heteroskedastycznym skladniku losowym estymatory otrzymane metoda CLAD nadal pozo-
stang zgodne i asymptotycznie normalne (por. [38], s. 308).

8 Posta¢ testu Walda mozna odnalez¢ np. w [28].
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METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW Z SYMETRYCZNYM PRZYCINANIEM lub CENZUROWA-
NIEM (ang. symmetrically trimmed least squares, STLS; symmetrically censored least
squares, SCLS). Metoda ta, réwniez zaproponowana przez J.L. Powella w pracy [40],
znajduje zastosowanie zaréwno w modelu regresji ucigtej (metoda STLS) jak i cenzu-
rowanej (metoda SCLS). W niniejszym artykule oméwiono tylko wersj¢ metody dla
cenzurowania. Metoda SCLS jest prostsza w zastosowaniach niz metoda CLAD, ale
daje estymatory asymptotycznie mniej efektywne (por. [17], s. S65).

J.L. Powell w pracy [40] zauwazyl, ze cenzurowanie lub ucigcie zmiennej zaleznej
sprawia, ze rozktad skladnika losowego jest asymetryczny, co jest gléwna przyczyna
niezgodnoSci estymatoréw otrzymanych metoda najmniejszych kwadratéw. W meto-
dzie SCLS zaklada si¢’, ze u; sa niezalezne o tym samym symetrycznym rozkladzie
warunkowo od X; (metoda dopuszcza dowolny symetryczny rozklad, niekoniecznie
normalny). Korzystajac z tego zatozenia sztucznie cenzuruje si¢ dane: obserwacjom y;
takim, ze y; > 2X; B przypisuje si¢ wartos$¢ 2X; S.

Estymator Bsc.s otrzymuje sie wyznaczajac argument minimalizujacy wyrazenie:

D o= max{3ys X BD? + 3 1y > 2%, B) - (17 - max{0: X, 81), (5)
i=1 i=1

gdzie 1{A} jest funkcja charakterystyczng zbioru A.

Takze ta metoda prowadzi do estymatoréw zgodnych i asymptotycznie normal-
nych!®, nawet przy wystapieniu heteroskedastycznosci (o nieznanej formie). J.L. Po-
well (zob. [40], s. 1444-1445) wskazal zgodny estymator asymptotycznej macierzy
kowariancji (por. takze prace [18] oraz [33], s. 129).

METODA OPARTA NA ROZNICY PAR (ang. pairwise difference method). Metoda ta zostala
zaproponowana przez B.E. Honoré’a i J.L.. Powella w pracy [16] dla modeli regresji
ucietej lub cenzurowanej, przy gléwnym zalozeniu, ze u; sa niezalezne o tym samym
rozktadzie, a przy tym niezalezne od zmiennych objasniajacych X;. Dopuszczalny jest
rozktad asymetryczny skiadnika losowego u;, natomiast wykluczona jest jego hetero-
skedastycznos¢ (por. takze [5], s. 34). Idea metody polega na symetrycznym sztucznym
cenzurowaniu par danych w taki sposéb, aby po cenzurowaniu pary te miaty identyczny
rozklad'!. Estymator parametréw modelu otrzymuje si¢ wyznaczajac argument mini-
malizujacy wyrazenie (por. [4], s. 18):

n-1 n
DD sty (Xi=X)P), (©6)
i=1 j=i+1

® W pracy [33], s. 127, opisano sposoby weryfikacji zalozen gwarantujacych zgodnosé estymatoréw
otrzymanych metoda SCLS dla modelu tobitowego.

10" Por. [40], gdzie zamieszczono szersza dyskusje odnosnie istnienia globalnego minimum oraz omé-
wiono wlasno$ci otrzymanych estymatoréw przy pewnych warunkach.

" Opis metody mozna znalezé w [16], a takze [4], s. 16, lub [15], s. 112.
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gdzie:
E(y1) — 2 +0O)EG) gdy 6 < -y
s(y1,y2,0) = E(yi —y2-9) gdy -y <d<y , (7
E(=y2) + (y1 — 0)é(=y2) gdy y1 <0

Z(.) — pewna parzysta i wypukla funkcja,

&(.) — pewna nieparzysta funkcja, dla ktérej powyzsze wyrazenia maja sens.

Estymatory uzyskane tg metodg sg zgodne i asymptotycznie normalne. Jednak za
jej pomocg nie mozna wyznaczy¢ estymatora wyrazu wolnego bez natozenia dodatko-
wych warunkéw (zatozZenie o niezaleznosci u; od X; nie naktada restrykcji na pofozenie
rozktadu sktadnika losowego)!?.

B.E. Honoré i J.L.. Powell w pracy [16] przyjeli E(d) = |d| otrzymujgc estymatory o
dobrych wlasnoSciach nawet dla matej proby. W literaturze przedmiotu (por. [5], s. 32)
w tym wypadku metod¢ nazywa si¢ metoda najmniejszych odchyleii bezwzglednych
z identycznym cenzurowaniem (ang. identically censored least absolute deviations,
ICLAD). W przypadku, gdy Z(d) = d* dla metody stosuje sie nazwe metoda naj-
mniejszych kwadratéw z identycznym cenzurowaniem (ang. identically censored least
squares, ICLS). Stosowanie estymatora ICLAD jest bardziej wskazane niz estymatora
ICLS (por. [5], [16]).

Estymator ﬁ 1cLAp OtfZymuje sie wyznaczajac argument minimalizujacy wyrazenie
(por. [15], s. 113):

(1= 1y < max{0, (X; = X)) Bl y; < max{0, (X; = X) Y}) - [yi = v = Xi = X)) B

i<j
A 8)
natomiast estymator f8;-;¢ — minimalizujacy wyrazenie (por. [15], s. 113):
2
> (max{y;, (X; - X,) B} - maxly;, (X; - X;) B} = (X; - X)) B) +
i<j (9)

+2- Wy < (X = X)) B (Xi = X) B —yi)yj+
+2- Hy; <(X; =X) B} (X; = X) B = y))yi

Na zakoriczenie rozwazan o metodach semiparametrycznych dla modelu tobitowego
typu I warto wspomnie¢ o pewnej wlasnosci przydatnej przy wnioskowaniu o popraw-
nosci specyfikacji modelu, w tym poprawnosci zatozen. Mianowicie wartos$ci estyma-
toréw otrzymanych metodag CLAD mozna traktowac jako pewnego rodzaju nieformalne
kryterium weryfikujace poprawno$¢ zalozen modelu, gdyz estymator ten jest zgodny
przy:

e zalozeniu normalno$ci skladnika losowego u; — wymaganym do zgodno$ci estyma-

toréw otrzymanych metodg najwigkszej wiarygodnosci,

12 Por. np. [4], s. 16.
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e zaloZzeniu niezaleznoSci u; — wymaganym do zgodnoSci estymatoréw otrzymanych
metoda ICLAD Iub ICLS,

e zalozeniu warunkowej symetrycznoSci rozktadu u; — wymaganym do zgodnoSci
estymatoréw otrzymanych metoda SCLS.

Faczne poréwnanie'® wartosci estymatoréw otrzymanych réznymi metodami pozwala

wnioskowaé o ewentualnym naruszeniu zatozen (por. [4], s. 21-24).

4. ESTYMACJA SEMIPARAMETRYCZNA W MODELU TOBITOWYM TYPU II

Metody semiparametryczne dla modeli, w ktérych réwnanie selekcji jest opisane
za pomocg zmiennej binarnej /, w tym dla modelu tobitowego typu II danego wzorem
(2), na ogdét wymagaja, aby co najmniej jedna zmienna nalezaca do zbioru zmiennych
W opisujacego réwnanie selekcji, nie nalezata do zbioru zmiennych X objasniajacego
réwnanie regresji (por. [5], s. 35, [30], s. 24, [46],[47], s. 219). W zastosowaniach
zatozenie to nie jest wygodne i prawdopodobnie z tego wzgledu semiparametryczne
modele tobitowe typu Il sg znacznie rzadziej stosowane niz np. modele tobitowe typu I
lub TII. Ponadto catkowity brak znajomosci wartoSci zmiennej Z* w modelu tobitowym
typu II sprawia, ze nie jest mozliwe w szczeg6lnosSci zastosowanie metod analogicznych
do tych, odpowiednich dla modelu tobitowego typu I. CzeSciej natomiast stosuje si¢
metody nieparametryczne.

Tak jak poprzednio metody semiparametryczne pozwalaja na oslabienie zatozenia
o rozkfadzie normalnym sktadnika losowego.

Wiekszos¢ z metod dla modelu tobitowego typu II przebiega w dwéch etapach,
podobnie jak dwustopniowa metoda Heckmana'*. W kazdym z etapéw stosuje sie
metody semiparametryczne lub nieparametryczne. Podstawg estymacji jest zapisanie
warunkowej wartoSci oczekiwanej zmiennej zaleznej w nastepujacy sposob:

EQill; = 1,X;, W) = X; B+ E(u|l; = 1, X;, W,). (10)

Przy tym zazwyczaj zaktada si¢, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana skfadnika losowego
u; jest funkcjg W;y i tylko w ten sposéb zalezy od W;, tzn. (por. [46], s. 139 i n.):

Eil; = 1,X;,W;) = g(W; ), (11)

gdzie g jest nieznang funkcja'>.
W pierwszym kroku estymuje si¢ wektor parametrow ¥ w réwnaniu selekcji bez
narzucania konkretnego rozktadu na skfadnik losowy v; réwnania selekcji. Mozna za-

13 Poréwnania te przeprowadza si¢ w sposéb podobny do testu Hausmana.

4 Por. [11], [12].

15 Warunkowa warto$é oczekiwana mozna zapisaé¢ w ogdlny sposéb E(y|l; = 1,X,, W;) = g;(X;) +
2(W;y), gdzie g, oraz g — nieznane funkcje, przy czym zazwyczaj okresla si¢ posta¢ funkcji g; np.
liniowa. Szersza dyskusje odnosnie odpowiednich zalozen i postaci funkcji mozna znalezZé np. w pracy
[29], s. 353-358.
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stosowaé jedng z metod semiparametrycznych lub nieparametrycznych dla modeli bi-
narnych np. metode R.W. Kleina i R.H. Spady (zob. [19])!® prowadzaca do zgodnych
i asymptotycznie normalnych estymatoréw.

Réwniez w drugim kroku estymacji semiparametrycznej modelu tobitowego typu
II mozna postapi¢ na wiele sposobéw!”. Jedna z metod przebiega nastepujaco (por.
[31]). Korzystajac z estymatora W, ¥ oraz przyblizajac funkcje g za pomocg szeregu
aproksymacji opartego na odwrotnosci wspétczynnika Millsa réwnanie regresji modelu

tobitowego typu II nalezy zapisa¢ w postaci'®:

Vi =X B+ + AW §) + LW ) + ...+ G A5Wi9) + &, 12)
gdzie:
Na) = % — odwrotno$¢ wspétczynnika Millsa dla cenzurowania lewo-
stronnego,
Bo+<L, PBis---»Prs (1,...,{L — nieznane parametry.

Ten sposéb aproksymacji ma te zalete, ze przy L = 1 model (12) jest tozsamy
z modelem tobitowym typu II z zalozeniem rozktadu normalnego. Jezeli oszacowane
parametry &, ...,{; modelu (12) nie sg tacznie statystycznie nieistotne, mozna przy-
puszczad, ze zalozenie o rozktadzie normalnym nie jest poprawne (por. [25], s. 333),
a takze [37]). Posta¢ asymptotycznej wariancji podano w pracy [34] autorstwa W.K.
Neweya.

Estymacje parametréw réwnania (12) przeprowadza si¢ na podstawie obserwacji,
dla ktérych /; = 1. Nalezy zastosowa¢ jedng z metod odpornych na heteroskedastycz-
no$¢ sktadnika losowego g; (np. metod¢ P.M. Robinsona [43], por. [31], s. 70).

Przy zastosowaniu aproksymacji (12) nie ma jednoznacznej reguly okreslajacej
warto$§¢ L. Jedna z propozycji ustala kryterium doboru L w taki sposéb, by doda-
nie nastgpnego elementu w szeregu aproksymacji nie zmienialo zasadniczo wartosci
wyrazu wolnego (por. [25]).

Wyraz wolny modelu (12) jest sumg dwéch wyrazéw wolnych: Sy + . W celu
estymacji oddzielnie Sy i ) mozna skorzysta¢ z propozycji J. Heckmana w pracy [13]
lub D. Andrewsa i M. Schafgans w pracy [2]"°.

5. ESTYMACJA SEMIPARAMETRYCZNA W MODELU TOBITOWYM TYPU III

Sposoby estymacji semiparametrycznej w wypadku modelu tobitowego typu III
danego wzorem (3) sa odmienne od tych majacych zastosowanie w modelu tobitowym

16" Opis metody mozna znalezé np. w [30], s. 25, [36], s. 283. Inng metode zaproponowano np. w pracy
[42]. W pracy [30], Appendix A, przedstawiono takze testy umozliwiajgce poréwnanie réwnania selekcji
opisanego za pomoca modelu probitowego z tym otrzymanym metoda semi- lub nieparametryczng.

7 W artykule zaprezentowano tylko jedno z wielu mozliwych podej$é. Szeroki opis stosowanych
metod mozna znalez¢ np. w [41] lub [46].

'8 Tnne postaci aproksymacji zaprezentowano np. w pracy [8], [25], [34], [37].

19 Por. prace [25] lub [44] odnosnie dyskusji na temat wlasnosci tego estymatora.
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typu II. Réznice wynikaja przede wszystkim z faktu, Ze obecnie dostgpnych jest wie-
cej informacji: znane sa wartoSci zmiennej Z. Oczywiscie w celu estymacji modelu
tobitowego typu III mozna zastosowac réwniez metody semiparametryczne odpowied-
nie do estymacji modelu tobitowego typu II wykorzystujac tylko informacj¢ o znaku
zmiennej Z*. Jednakze ze wzgledu na utrate informacji (nie korzysta si¢ ze znanych
doktadnych warto$ci zmiennej cenzurowanej Z), otrzymane estymatory zazwyczaj beda
mniej efektywne.

W literaturze przedmiotu metody semiparametryczne dla modelu tobitowego typu
Il rozwazano m.in. w pracach: [15], a takze [6], [26]. W artykule zaprezentowano
metody opisane w pierwszej z tych prac.

Pierwsza metoda zaproponowana w pracy>’ [15] opiera si¢ gféwnie na zafozeniu,
ze dwuwymiarowy rozktad sktadnikéw losowych (u;,v;) warunkowo od (X;, W,) jest
rozkladem symetrycznym w takim sensie, ze (u;,v;) pochodza z tego samego roz-
ktadu co (—u;, —v;). Ponadto, aby otrzymane estymatory parametrow f oraz y byly
zgodne i asymptotycznie normalne, muszg by¢ spetnione pewne dodatkowe warunki
regularnosci'. Warto podkresli¢, ze metoda dopuszcza heteroskedastycznosé sktadnika
losowego.

W pierwszym kroku omawianej metody nalezy zastosowaé metode CLAD Ilub
SCLS do réwnania selekcji (bedgcego modelem tobitowym typu I) w celu wyznacze-
nia estymatora wektora parametréw y (por. wzoér (4) lub, odpowiednio, (5)). W drugim
kroku wartoSci Wy, 4p (odpowiednio W,y ¢, ¢) wykorzystuje si¢ do symetryczne-
go przycigcia (cenzurowania) rozktadu sktadnikéw losowych u;. Nastepnie wystarczy
zastosowaé np. metode LAD lub, odpowiednio, metode najmniejszych kwadratéw do
réwnania regresji po przycieciu, czyli na nowej, przycigtej probie. W rezultacie estyma-
tor wektora parametréw B otrzymuje sie wyznaczajac argument B, 4, minimalizujacy
wyrazenie:

—Z (0 <z <2Widcpap) - bvi = XiBl (13)

przy zastosowaniu metody LAD lub argument B, ¢ minimalizujacy wyrazenie:

- Z {0<z < 2W17 (yt tﬁ)z (14)

=1

przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadratéw.

Druga z proponowanych w pracy [15] metod bazuje gidwnie na zalozeniu, ze
zmienne objasniajagce X oraz W sa niezalezne od skladnikéw losowych u oraz v,
przy czym nie narzuca si¢ zalozenia odno$nie symetrycznosci rozktadu sktadnikéw

20 W pracy [15] podano takze sposéb wyznaczania estymatoréw w wypadku modeli selekcji uciete;.
21 Szczegélowe zalozenia mozna znalezZé w [15], s. 115.
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losowych??. W celu uzyskania estymatoréw zgodnych i asymptotycznie normalnych
wymagane sa pewne dodatkowe warunki regularno$ci.

Tym razem w pierwszym kroku metody nast¢puje estymacja réwnania selekcji
metodg semiparametryczng stuzaca do estymacji modelu tobitowego typu I przy za-
fozeniu niezaleznosci zmiennych objasniajacych i sktadnikéw losowych. W pracy [15]
stosowano metody ICLAD lub ICLS zaproponowane przez B.E. Honoré’a i J.L.. Po-
wella (zob. [16]), tzn. wyznaczono estymator ¥, p (por. wzor (8)) lub odpowiednio
YicLs (por. wzor (9)) wektora parametréw y, traktujac rownanie selekcji jako model
tobitowy typu L.

W drugim kroku w celu eliminacji efektu selekcji zastosowano podejscie bazujace
na rozkladzie réznicy par?*, analogicznie jak w opisanej wczesniej semiparametrycznej
metodzie B.E. Honoré’a i J.L. Powella (por. [16]) dla modelu tobitowego typu I (por.
wzory (8) i (9)). Estymatory wektora parametréw otrzymuje si¢ wyznaczajac argument

Bicrap Mminimalizujacy wyrazenie:

D e > max{o, (Wi = Wi craphi 2 > max{0, (W) = Woderaph - [y = vy = (X; = X8|

i<j

lub odpowiednio ,IZS,CLS minimalizujacy wyrazenie:

Z 1 {Zi > max{0, (W; = W))¥ .5} 2; > max{0, (W, - Wi)fﬁCLs}} : (Yi -y - Xi- Xj)ﬁ)2~

i<j

Przy tym, tak jak poprzednio, bardziej wskazane jest stosowanie metody bazujgcej na
ICLAD.

6. WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

Przydatna jest mozliwos$¢ poréwnania réznych specyfikacji modeli tobitowych np.
postaci parametrycznej z modelem semiparametrycznym. W literaturze przedmiotu sto-
suje si¢ np. test J.A. Hausmana (zob. [10]). Idea tego testu jest nastepujaca. Niech
M —elementowe wektory 7y oraz 71 bedg dwoma estymatorami wektora parametréw ,
ktére przy zatozeniu hipotezy zerowej sg zgodne i asymptotycznie normalne o asymp-
totycznych macierzach wariancji odpowiednio: V) oraz V;. Ponadto przy zatozeniu
hipotezy zerowej 7ty jest estymatorem asymptotycznie efektywnym oraz V| — Vj jest
nieujemnie okreslona. Przy zalozeniu hipotezy alternatywnej estymator 7; pozostaje

22 W przypadku przyjecia wspomnianego zatozenia o niezaleznoci nalezy rozpatrywaé model bez
wyrazu wolnego w réwnaniu regresji i w réwnaniu selekcji (por. [15], s. 112).

> Por. [15], s. 117.

24 1dea metody bazuje na fakcie, ze rozklad réznicy niezaleznych zmiennych losowych pochodzacych
z tego samego rozkladu jest symetryczny wokoét zera.

3 Por. np. [28], s. 558-559, [32], s. 1321, [33].
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zgodny, ale estymator 7 traci t¢ wlasno$¢ (nie jest zgodny). Statystyka testowa jest
postaci:

N - (@) — 7o) (Vi = Vo) (71 = 7o) ~ x*[M], (15)

gdzie N jest liczbg elementéw proby.

W.K. Newey (zob. [33]) podat sposéb zastosowania testu Hausmana w celu po-
rownania estymatoréw parametréw modelu tobitowego typu I otrzymanych metodg
najwickszej wiarygodnoSci przy zatozeniu rozktadu normalnego i homoskedastyczno-
Sci sktadnika losowego z estymatorami otrzymanymi metodg semiparametryczng SCLS
odporna na naruszenie tych zatozen. Dzieki odpornosci tego ostatniego estymatora test
Hausmana mozna zastosowa¢ jako narzedzie sprawdzajace podstawowe zalozenia pa-
rametrycznego modelu tobitowego typu I. W przypadku odrzucenia hipotezy zerowej
nalezy uznaé, ze co najmniej jedno z zatozen (o rozkladzie normalnym lub o homoske-
dastycznosci) nie jest spetnione. Do przeprowadzenia dalszego wnioskowania nalezy
postuzy¢ sie estymatorami otrzymanymi metodg semiparametryczng.

Na podobnej zasadzie mozna skonstruowac test poréwnujacy estymatory otrzy-
mane metodg najwickszej wiarygodnosci z estymatorami otrzymanymi dowolng inng
metoda semiparametryczng (por. [17], s. S67, [39]). Przy tym nalezy zwréci¢ uwagg,
ze macierze wariancji estymatoréw 7y oraz 7 wyznacza si¢ przy zalozeniu hipotezy
zerowej. Jest to szczegdlnie przydatne, gdyz macierze wariancji estymatorow otrzy-
manych metodami semiparametrycznymi sa zazwyczaj proste do wyznaczenie przy
zatozeniu rozkladu normalnego (por. [4]).

B. Melenberg i A. van Soest w pracy [31] zastosowali test Hausmana w celu po-
réwnania modelu tobitowego z rozktadem normalnym z modelem otrzymanym metodg
CLAD, jak réwniez przy poréwnaniu semiparametrycznych specyfikacji modelu. Takze
w pracy [4] przeprowadzono analize¢ réznic wartosSci semiparametrycznych estymato-
réw powotujac si¢ na podobienistwo do testu Hausmana. Gtéwnym celem takiej analizy
jest wskazanie, ktére z zatozet modelu zostato naruszone, gdyz kazdy z oméwionych
estymatoréw semiparametrycznych modelu tobitowego wymaga innych zalozefi.

Test Hausmana w odpowiedniej postaci mozna réwniez zastosowaé do poréwna-
nia specyfikacji parametrycznych (model probitowy) i semiparametrycznych réwnania
selekcji (por. np. [35]).

Takze analiza reszt modelu w semiparametrycznych modelach tobitowych moze
pomée w okresleniu, czy ktére§ z zatozen o rozkladzie sktadnikéw losowych jest
naruszone (por. np. [4]). W literaturze przedmiotu zazwyczaj stosuje si¢ mniej formalne
testy, w tym w duzej mierze graficzne (por. [7], [17]).

7. UWAGI KONCOWE

Zaprezentowane metody estymacji semiparametrycznej znajduja zastosowanie
w modelach tobitowych typu I-III, a takze innych modelach zmiennej zaleznej ogra-
niczonej. Metody te pozwalaja w szczeg6lnosci na rozluZnienie zatozenia o rozktadzie
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normalnym skfadnikéw losowych, narzucajac jednoczes$nie inne, na ogét mniej krepuja-
ce warunki. Ponadto siegni¢cie po metody semiparametryczne umozliwia weryfikacje,
ktére z zatozer o rozkladzie skfadnika losowego modelu zostalo naruszone. Dzigki
temu mozna zweryfikowac, czy mozna zastosowa¢ np. metod¢ najwiekszej wiarygod-
nosci, umozliwiajgcg m.in. poprawng interpretacje wynikow.

Omawiane metody nie sg jednak pozbawione pewnych wad. Jedng z nich jest
wystepujacy w niektérych metodach problem niejednoznacznej identyfikacji wyra-
zu wolnego modelu. Ponadto niektére metody, np. CLAD, charakteryzuja si¢ duza
ztozonoScig obliczeniowa. Kolejna niedogodnos$cig jest brak metod pozwalajacych na
poprawna interpretacje uzyskanych wynikéw. Specyfika modeli tobitowych typu I-III,
oraz innych modeli zmiennej zaleznej ograniczonej, sprawia, ze wplywy kraincowe
zmiennych objasniajacych nie sa réwne parametrom modelu®®. Ze wzgledu na brak
okreSlenia parametrycznej postaci rozktadu sktadnika losowego wystepuja trudnosci
z wyznaczeniem wpltywow kraiicowych zmiennych objasniajacych na analizowane zja-
wisko. Brak mozliwo$ci wyznaczenia wpltywoéw kraincowych réwnoznaczny jest z bra-
kiem poprawnej interpretacji otrzymanych wynikéw na podstawie modeli tobitowych.
Jest to duze utrudnienie w stosowaniu metod semiparametrycznych w wypadku roz-
wazanych modeli tobitowych.
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PRZEGLAD SEMIPARAMETRYCZNYCH METOD ESTYMACJI MODELI TOBITOWYCH TYPU

I-111

Streszczenie

Estymacja parametréw modeli tobitowych, tzn. modeli opisujacych zmienng zalezna cenzurowana, za

pomoca metody najwickszej wiarygodnosci wymaga m.in. zatozenia o normalnosci rozkltadu sktadnikéw
losowych. Siggniecie po metody semiparametryczne pozwalajace na ostabienie zalozen jest szczegdlnie
przydatne. W kolejnych punktach krétko przedstawiono modele tobitowe typu I, II oraz III. Nastepnie
zaprezentowano wybrane metody estymacji semiparametrycznej tych modeli oraz wskazano przydatno$¢é
przedstawionych metod przy weryfikacji zatozen narzuconych na rozktad skfadnika losowego.
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THE REVIEW OF THE SEMI-PARAMETRIC METHODS FOR THE TOBIT TYPE I-1II MODELS
Summary

The estimation of parameters of the tobit type models, that is models for a censored dependent
variable, by the MLE method requires an assumption of the normal distribution of disturbances. Semi-
parametric methods are very useful, because allow to weaken these assumptions. In the paper, at first the
tobit type I, II and III models are introduced, next some known in the literature semi-parametric methods
for these models are presented. At the end of the paper there is shown the usefulness of semi-parametric
methods to a verification of assumptions imposed on the distribution of disturbances.



