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INTERPRETACJA W MODELACXCH TOBITOWYCH

1. WPROWADZENIE

Model tobitowy zostat wprowadzony w 1958 roku przez Jamesa Tobina (por. [24])
i stuzy do opisu zmiennej zaleznej cenzurowanej. Model ten mozna traktowac jako
ciagte uogélnienie modelu probitowego przez wlaczenie analizy regresji do opisu ob-
serwowalnej czesci zmiennej zaleznej. W kolejnych latach po pojawieniu si¢ artykufu
Jamesa Tobina w literaturze przedmiotu powstato wiele modeli wywodzacych sie od
modelu tobitowego, w tym modele selekcji wprowadzone przez Jamesa Heckmana
(por. [6], [7], [8]). W 1984 r. Takeshi Amemiya (por. [1]) dokonat klasyfikacji modeli
wystepujacych w literaturze przedmiotu wyodrebniajac pie¢ gtéwnych typéw modeli
opisujacych zmienna zalezng cenzurowana'. Kryterium podziatu byfa postaé¢ funkcji
wiarygodnosci. T. Amemiya klasyfikowane modele ogélnie nazwat modelami tobitowy-
mi. Model wprowadzony przez Jamesa Tobina okreslit mianem standardowego modelu
tobitowego lub modelu tobitowego typu I. Model selekcji oryginalnie rozwazany przez
J. Heckmana to model tobitowy typu IIIL.

Standardowy model tobitowy stosowany byt przez Jamesa Tobina do opisu wydat-
kéw na dobra luksusowe (por. [24]). Modele zmiennej zaleznej cenzurowanej,
a w szczeg6lnoSci modele selekcji, rozwijaty si¢ m.in. w analizie zagadnien zwigzanych
z rynkiem pracy — co zawdzieczamy w duzej mierze Jamesowi Heckmanowi’. Znane sa
takie zastosowania modeli zmiennej cenzurowanej jak: badanie (rocznej) liczby godzin
pracy zameznych kobiet z uwzglednieniem samoselekcji do grupy pracujacych, analiza
wysokosci wynagrodzen z uwzglednieniem samoselekcji do proby pracujacych, mode-
le stosowane w ocenie: lokalnych i rzadowych programéw doskonalenia zawodowego
bezrobotnych, programéw pomocy w poszukiwaniu pracy i programéw zasitkow dla
bezrobotnych. Na uwage zastugujg takze analizy wynagrodzen w zaleznosci od przy-
naleznos$ci do zwigzku zawodowego czy w zaleznosci od liczby lat edukacji. Modele
selekcji stosowane byly takze do oceny wystepowania dyskryminacji ptacowe;j.

' Opis modeli zob. takze [5] oraz [17]. W pracy [14] zaprezentowano model tobitowy typu I, w [15]
— model tobitowy typu II. Zastosowanie wybranych modeli tobitowych (typu II lub V) zob. [16] oraz [18].

2 'W 2000 r. James Heckman za rozwdj teorii i metod analizy zagadnieni zwiazanych z selekcja préby
otrzymal nagrode im. Alfreda Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych (wraz z Danielem McFaddenem,
ktéry zostal wyrézniony za rozwdj teorii i metod analizy dyskretnego wyboru).
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Obecnie modele tobitowe sg czgsto wykorzystywane, takze w polskiej literaturze
przedmiotu. Stosujac je trzeba zwrdci¢ uwage na poprawng interpretacje otrzymanych
wynikéw, w szczegblnosci na fakt, ze interpretacji podlegaja wptywy kraficowe, ktére
w ogblnym przypadku nie sg réwne poszczegdlnym parametrom modelu. W literaturze
przedmiotu zwracali na to uwage m.in. W. Greene [3], J.F. McDonald i R.A. Moffitt
[22], D.W. Roneck [23]. Ponadto wptywy kradicowe zmiennych binarnych moga by¢
inne niz zmiennych ciaglych, tzn. przy ich wyznaczaniu nalezy skorzysta¢ z innych
WZOTrOw.

Celem artykutu jest przedstawienie matematycznych podstaw poprawnej interpre-
tacji oraz wnioskowania w oparciu o modele z rodziny tobitowych. Cze$¢ z zaprezen-
towanych w artykule wzoréw na wplywy kraficowe zmiennych objasniajacych w mo-
delach tobitowych jest wyprowadzeniem wilasnym autorki, przy czym ogdlne zasady
ich wyznaczania sg znane w literaturze od dawna.

2. MODELE TOBITOWE?

Modele tobitowe stuza do opisu zmiennej zaleznej podlegajacej cenzurowaniu lub
nieprzypadkowej selekcji z cenzurowaniem?, bedacej pewnego rodzaju uogélnieniem
cenzurowania (por. np. [20]). Niektére modele wystepujg takze w wersji dla zmienne;j
ucigtej. Ponizej krétko oméwiono wybrane modele tobitowe.

Niech Y* bedzie zmienng ukryty (latent variable), tzn. taka zmienng, ktérej war-
toSci zazwyczaj nie sg obserwowalne lub sg obserwowalne w zalezno$ci od pewnych
warunkéw (kryterium obserwowalnosci). Symbolem Y oznaczono zmienng ucieta, cen-
zurowang lub podlegajaca nieprzypadkowej selekcji, ktéra przyjmuje wartosci takie,
jak zmienna Y™, o ile sg one obserwowane, tzn. o ile spelnione sg okreslone warunki.
W przeciwnym wypadku zmiennej ¥ zostaje nadana pewna umowna warto$¢ progowa
(a lub ¢) lub jej wartosci nie sg obserwowalne (albo umys$lnie ignorowane). Przez
n oznaczono liczbe elementéw w prébie, przy czym dla wygody zapisu przyjeto, ze
pierwszych n; elementéw (i = 1, ..., n;) w prébie odnosi si¢ do doktadnie zaobser-
wowanych wartos$ci, natomiast nastepne (n —np) elementéw (i = (n; + 1), ..., n) — do
przypisanych warto§ci umownych (o ile istnieja).

Niech ponadto Z* oznacza zmiennag, od ktérej zalezy obserwowalnos$¢ zmiennej Y™
(Y). Zmienna Z* nie musi by¢ bezposrednio obserwowalna. Przyjmuje si¢, ze zmienna
utworzona na bazie zmiennej ukrytej Z* moze by¢ zmienng dychotomiczna, ucieta,
cenzurowang lub zmienng nie bedaca zmienng ograniczong (jej wartosci sg zwyczajnie
dostepne). Przyjmuje si¢ oznaczenie / dla zmiennej binarnej, w przeciwnym wypadku

3 Przy opisie modeli tobitowych w tym oraz nastepnym punkcie artykutu korzystano z prac [14],
[15], [16], [17], [18].

* Szerzej definicje zmiennej ucietej, cenzurowanej oraz podlegajacej nieprzypadkowej selekcji omé-
wiono np. w pracach [16], [17].
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stosuje si¢ oznaczenie Z:

*

Z; gdyzi >a
alubbrak gdyz; <a

1 gdyz
I = EVL 4 by, =
0 gdyz <a

ey
gdzie a — wartos¢ progowa dla zmiennej Z*.

Model tobitowy typu I (krécej: model tobitowy®) stuzy do opisu zmiennej zalez-
nej cenzurowanej. Po ewentualnym przenumerowaniu obserwacji mozna go zapisaé
w postaci (por. np. [1], [4], [21], a takze [5], [17]):

yiogdyyi>e, i=1, ..., m

Vi = 2)

c gdyy' <ec, i=(m+1),...,n

gdzie:
yi = XiB + u; — réwnanie regresji,
X; — (k+1)-elementowy wektor (poziomy) wartosci zmiennych objasniajacych ze

zbioru X = {Xi,..., Xy}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora X; jest rowny jednosci,
B = (Bo,B1,...,Br) — wektor (pionowy) parametréw réwnania regresji,

u; — sktadniki losowe réwnania, niezalezne i pochodzgce z tego samego rozktadu
o warto$ci oczekiwanej réwnej O oraz statej wariancji o,. Najczesciej zaklada sie, ze
sktadniki losowe podlegaja rozktadowi normalnemu i tak przyjeto w artykule.

Model tobitowy dla cenzurowania lewostronnego, z wartoscia progowa c¢ =0 oraz
przy zalozeniu rozktadu normalnego sktadnikéw losowych nosi nazwe standardowego
modelu tobitowego®.

W standardowym modelu tobitowym zaréwno prawdopodobieristwo osiggnigcia
przez zmienng wartoSci powyzej progu, P(y; > 0[X;), jak i warunkowa warto$¢ ocze-
kiwana zmiennej ucigtej, E(y;ly; > 0,X;), zaleza od tego samego zbioru zmiennych X.
Naturalnym uogdlnieniem jest dopuszczenie innego zbioru zmiennych (W) wplywajace-
go na prawdopodobiefistwo osiagniecia przez zmienng zalezng warto$ci powyzej progu
oraz innego (X) — na warunkowg warto$¢ oczekiwang E(y;|y; > 0,X;). To pozwala na
rozwazenie modeli tobitowych opisujacych zmienng zalezng podlegajaca nieprzypadko-
wej selekcji z cenzurowaniem lub ucigciem. Modele te naleza do szerokiej rodziny tzw.

> W literaturze przedmiotu na ogét stosuje sie nazwe ,;model tobitowy” na okreslenie modelu to-
bitowego typu L. Pojecie ,,modele tobitowe” (w liczbie mnogiej) na ogét odnosi si¢ do rodziny modeli
tobitowych obejmujacych modele tobitowe typu -V zgodnie z klasyfikacja zaproponowang przez T. Ame-
miye [1] oraz inne modele wywodzace si¢ od nich.

5 W artykule rozwazono tylko modele opisujace zmienna zalezna cenzurowana lewostronnie. Nie
wigze si¢ to ze starta ogélnosci: jesli bowiem zmienna Y jest cenzurowana prawostronnie, to —Y jest
cenzurowana lewostronnie. Ponadto w dalszej czgsci artykutu réwniez bez straty ogdlnosci przyjeto ¢=0
(wystarczy dokonaé przesunigcia zmiennej tzn. Y—c). W dalszej czesci, takze bez straty ogélnosci, przyjeto
warto$¢ progowa a=0.
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modeli selekcji’. Rodzina ta w szczegdlno$ci zawiera modele nazwane przez T. Ame-
miye modelami tobitowymi typu II i III (por. [1]) wraz z modyfikacjami oraz modele
tobitowe typu IV i V — ich dwuwymiarowe odpowiedniki. Ogélnie mozna powiedzieé,
ze modele selekcji to modele opisujace zmienng zalezng, ktérej obserwowalnosé jest
uzalezniona od pewnych warunkéw opisanych przez inng zmienng (lub inne zmienne).
Zagadnienie mozna rozwazaC nie tylko w kontekScie modeli tobitowych, ale takze
w powigzaniu z modelami zmiennej zaleznej jakoSciowej opisujacej wiele kategorii
(uporzadkowanych lub nie) czy modelami zmiennej zaleznej liczace;.

Modele tobitowe typu II-V znajduja zastosowanie, gdy pewna — zazwyczaj duza —
czg$¢ wartosci zmiennej zaleznej (zmiennych zaleznych) gromadzi sie (skupia) w zerze,
lub innej wartosSci progowej ¢, nie ze wzgledu na cenzurowanie, lecz w wyniku selekcji
wedlug pewnego nielosowego kryterium tzn. w wyniku cenzurowania zmiennej zalez-
nej przez wartosci innej, skorelowanej z nig zmiennej binarnej / (w modelach typu II
i V) lub cenzurowanej Z (w modelach typu III i IV). Mechanizm selekcji, opisywa-
ny przez zmienng / lub Z, moze zaleze¢ od cech badanych jednostek lub otoczenia,
a w szczegdlnosci moze byé zwigzany z niekoniecznie Swiadomym podejmowaniem
indywidualnych decyzji i dokonywaniem wyboréw przez badane jednostki.

Model tobitowy typu II definiuje si¢ w nastepujacy sposéb (por. np. [1], a takze
[17]):

o Xiﬂ"'”i gdy ll-zl, i=1,...,n1 (3)
Y71 Owbbrak gdy L =0, i=(m+1), ..., n
gdzie:
1 gdyz >0
I, = { 0 gdy Zi <o zmienna binarna opisujaca kryterium obserwowalnosci,
gdy 7

z. = W;y +v; — réwnanie selekcji,

W, — (m+1)-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych objasniajacych ze
zbioru W = {Wy,...,W,}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora W; jest réwny jednosci,

v =0,Y1,--.,Ym) — wektor (pionowy) parametréw réwnania selekcji,
v; — sktadniki losowe réwnania selekcji,
X;, W;,B,u;, — okreslone jak wczesniej, przy czym najczesciej zaklada sie, ze:

2
(uj,vi) ~ N (O, 0; Tu p0'u20' ! D, gdzie p — wspodlczynnik korelacji migdzy

foloaoas o,

Uu; i Vi.

W modelu tobitowym typu II kryterium obserwowalnosci opisane jest przez zmien-
ng binarng /. Z tego wzgledu przyjmuje si¢ o, = 1, podobnie jak w modelu probito-
wym.

" Opis zagadnienia nieprzypadkowe;j selekcji oraz odpowiednich modeli mozna znaleZé np. w pracach
J. Heckmana ([6], [7], [8], [9], [10], [11]).
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Model tobitowy z selekcjq (tobit model with sample selection, double-hurdle mo-
del) jest potaczeniem modelu tobitowego i zagadnienia selekcji. Model ten mozna
nazwaé¢ zmodyfikowanym modelem tobitowym typu II (modelem tobitowym typu II
o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnos$ci). Modyfikacja polega na tym, ze obec-
nie muszg by¢ spelnione dwa warunki, aby wartoSci zmiennej zaleznej byly obserwo-
walne. Pierwszy warunek, tak jak w modelu tobitowym typu II, natozony jest na
zmienng binarng /, drugi — na zmienng zalezna: jej wartoSci muszg by¢ wigksze od
zera (lub innej wartos$ci progowej), aby mozna je bylo zaobserwowac. Zmodyfikowany
model tobitowy typu II (model tobitowy z selekcja) mozna zapisa¢ w postaci (por. np.
[2] s. 4, [12], [13]):

yl_:{ Xp+u gdyXPp+u>0nL=1 =1, @
Olubbrak gdy Xp+u; <OV =0

przy oznaczeniach jak przy wzorze (3).
Model tobitowy typu III definiuje si¢ w podobny sposéb jak model typu II (por.
np. [1], a takze [17]):
o X[B+u,‘ gdy Z,’>O, i=1,...,n1 (5)
Y1 Olbbrak  gdy 7 =0, i=@+1), ..., n

gdzie tym razem zmienna opisujaca kryterium obserwowalnos$ci jest postaci:

I gdy z;>0
l 0 edy 7z <0

przy pozostatych oznaczeniach jak wcze$nie;j.

Model tobitowy typu III jest jednym z pierwszych modeli selekcji. W literaturze
przedmiotu nazywany jest takze modelem selekcji, modelem doboru préby lub mo-
delem heckitowym (selectivity models, sample selection models, self-selection models,
heckit model).

W zaleznosci od tego, czy i kiedy warto$ci zmiennej / (lub Z) oraz zmiennych ze
zbioréw X 1 W sa dostepne, mozna wyrdzni¢ uciety lub cenzurowany model tobitowy
typu II (lub III). Jesli dla wszystkich i = 1, ..., n dostgpne sg wartoSci zmiennej [/
(lub Z) oraz zmiennych ze zbioru W, wéwczas model jest cenzurowanym modelem
tobitowym typu II (lub III) lub, ogdlniej, cenzurowanym modelem selekcji. Wartosci
zmiennych ze zbioru X moga by¢ dostepne albo dla wszystkich i = 1, ..., n albo tylko
dlai: ;=1 (tzn.i =1, ..., n). Jezeli wartosci zmiennej / (lub Z) oraz zmiennych ze
zbioru W sa dostepne tylko dlai =1, ..., ny, model (3) lub (5) jest ucigtym modelem
tobitowym typu II lub III odpowiednio.

Modele tobitowe typu II Iub III dopuszczaja ujemne wartosci dla zmiennej Y, co
jest charakterystyczne dla ucietych i cenzurowanych modeli selekcji. Ponadto w mode-
lach tych zaktada si¢ wystepowanie korelacji p miedzy sktadnikami losowymi réwnania
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regresji (u;) 1 réwnania selekcji (v;). Korelacja istotnie rézna od zera oznacza wyste-
powanie zwigzku miedzy prawdopodobieistwem, ze warto$¢ zmiennej zaleznej jest
obserwowana, i warunkowg wartoscig oczekiwang zmiennej przy warunku, ze jest ona
obserwowana.

Modele tobitowe typu IV lub V powstaja z modelu tobitowego typu III lub II,
odpowiednio, dla zmiennej Y|, przez uwzglednienie dodatkowej zmiennej cenzurowa-
nej Y,. Kryterium obserwowalno$ci jest wspdlne dla zmiennych Y i Y5, lecz wartosci
obu zmiennych nie mogg by¢ obserwowalne réwnocze$nie. W modelu tobitowym typu
IV kryterium obserwowalnos$ci jest opisane przez zmienng cenzurowang Z, natomiast
w modelu tobitowym typu V — przez zmienna binarng /. Z konstrukcji wymagane
jest, aby wartosci zmiennej Z lub / oraz zmiennych objasniajacych ze zbioru W byly
dostepne dla wszystkichi =1, ..., n.

Model tobitowy typu IV jest postaci (por. [1], a takze [5], [17]):

by = XD +uy; gdy z,>0 1 = XPB? + uy,; gdy z;=0
E brak gdy z,=0, . brak gdy z>0,
(0)
gdzie:

Xl(.l), ng) — wektory (poziome) warto$ci zmiennych objasniajacych ze zbioru
x® = {Xil),...,X,EID} lub X® = {Xiz),...,Xg)} odnotowanych dla i—tej obserwacji
(jednostki), przy czym pierwszy element tych wektoréw jest réwny jednosci,

) = (()]),ﬁ(]),...,,B,(C]]))’ lub p@ = (()2),,8(2), ) ..,,8,(5))’ — wektory (pionowe) pa-
rametréw réwnania regresji dla Y; lub réwnania regresji dla 1>,

w=1{ 9 edy “ > 0. l,_ Lo — kryterium obserwowal-
0 gdy z; <0, i=@m+1),....,n
nosci wspdlne dla zmiennych Y; i Y5,
z:, W;,y — jak wczesniej,
uy;, i, v;  — sktadniki losowe: réwnania regresji dla Yy, dla Y, oraz réwnania
selekcji; niezalezne, pochodzace z tréjwymiarowego rozktadu normalnego®:

2
o 0 L1010y
. 2 .
(w14, uzi,vi) ~ N 10,0,0; 0 o5 p2020y, ||, przy czym:
2
P1O10y 02020 g,

o1 (03) — odchylenie standardowe sktadnika losowego uy; (odpowiednio uy;),
p1 — wspdtezynnik korelacji migdzy skfadnikami losowymi v; oraz uy;,
p2 — wspétezynnik korelacji migdzy skfadnikami losowymi v; oraz uy;.

8 Réwnania opisujace zmienne ¥, oraz Y, s niezalezne, gdyz sa to réwnania dla dwéch wyklu-
czajacych sie warunkéw (nie ma mozliwosci, aby oba warunki byly spetnione jednoczesnie), stad zera
w macierzy wariancji-kowariancji.
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W podobny sposéb definiuje si¢ model tobitowy typu V (por. [1], a takze [5],
[17]):

U XY gdy Ii=1 | XY 4wy gdy 1;=0
= brak gdy I,=0, = brak gdy I; =1,
(7

przy czym kryterium obserwowalnosci dla zmiennych Y i Y, opisuje zmienna binarna:

I 1 gdy z;>0, i=1,...,m
10 edy 2<0, i=@m+1), ..., n

przy oznaczeniach jak wcze$nie;j.

Podobnie jak w przypadku modelu tobitowego typu II mozna rozwazy¢ modyfika-
cje modelu typu V przez dotozenie dodatkowych warunkéw na zmienne zalezne Y, oraz
Y,. Posta¢ zmodyfikowanego modelu tobitowego typu V mozna znalez¢é w pracy [17].

Dotychczas w artykule zaprezentowano modele tobitowe przy zatozeniu homo-
skedastycznoSci skfadnika losowego. W praktyce stosuje si¢ takze modele tobitowe
przy zalozeniu heteroskedastycznosci sktadnika losowego réwnania regresji. Mozna
rozwazy¢ heteroskedastyczno$¢ o multiplikatywnej postaci tzn.:

o; = oy exp(H), ®)

gdzie:

H; — J-elementowy wektor (poziomy) wartoSci zmiennych objasniajacych ze zbioru
H ={Hy,...,H;} w réwnaniu heteroskedastycznosci,

o= (ay,...,a;) — J-elementowy wektor (pionowy) parametréw réwnania hete-
roskedastycznosci.

Definicja heteroskedastycznosci sprawia, ze przy o = 0, dla wszystkich i zachodzi
o; = oy, czyli wystepuje homoskedastycznosc.

Prezentacja metod estymacji w modelach tobitowych wykracza poza ramy niniej-
szego artykutu. W tym miejscu warto wspomniec jedynie, ze na 0gdt stosuje si¢ metode
najwiekszej wiarygodnosci (por. np. [1], [4]), ktéra zdaje egzamin takze w wypadku
heteroskedastycznos$ci skfadnika losowego (po odpowiedniej modyfikacji funkcji wia-
rygodnosci). Metoda najwiekszej wiarygodnosci wymaga zatozenia o normalnos$ci roz-
ktadu sktadnikéw losowych. Przy skomplikowanych modelach o funkcji wiarygodnosci
posiadajacej wigcej niz jedno ekstremum stosuje sie dwustopniowg metode Heckmana
(por. np. [1]). W literaturze przedmiotu mozna odnaleZ¢ takze metody semiparame-
tryczne i nieparametryczne. Metody te jednak nie s pozbawione pewnych wad.

3. WARUNKOWE WARTOSCI OCZEKIWANE

W modelach tobitowych mozna rozwazy¢ rézne warto$ci oczekiwane zmiennej
zaleznej: E(Y™), E(Y), a takze warto$¢ oczekiwang zmiennej ¥ pod warunkiem, ze jej



Interpretacja w modelacxch tobitowych 263

wartoS$ci sa obserwowalne (np. E(Y|Y > 0) w modelu tobitowym typu I). We wszystkich
modelach tobitowych warto$¢ oczekiwana zmiennej wejsciowej Y™ jest postaci’:

EQ;1X) =Xip (lub E(y;1X;, Wi) = Xif}) ©)

Z modelem tobitowym (typu I) zwigzane sa:

— warto$¢ oczekiwana ,,niezerowych” wartoSci zmiennej zaleznej:

E(yilyi > 0.X;) = X;B + 07, A(-2E), (10)
gdzie, w wypadku ograniczenia lewostronnego:
p(a)
Aa) = 11
@ =15 (11)

nazywane jest lambda Heckmana'®;

— warto$¢ oczekiwana wszystkich wartosci zmiennej zaleznej:

EQiX) = XB - 0C32) + 5, 0EE), (12)

Miedzy warto$ciami oczekiwanymi (10) i (12) zachodzi nastepujacy zwiazek:
E(yiX)) = EGily; > 0.X,) - d(3), (13)

Wartosci oczekiwane (10) oraz (12) réznig si¢ od wartosci oczekiwanej zmiennej wej-
Sciowej E(y;[X;) = X,p. Réznice te sa tym wicksze, im wigkszy jest procent obserwacji
ocenzurowanych (tzn. takich, ze y; = 0).

W modelach tobitowych w zaleznoSci od celu prowadzanego badania mozna wy-
znaczy¢ rézne (warunkowe) warto$ci oczekiwane zmiennej zaleznej. W modelu tobito-
wym typu II danym wzorem (3) warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej pod warunkiem,
ze jej wartoSci sg obserwowalne jest postaci:

EQill; = 1,X;, W) = EQvilz; > 0,X;, W) = Xi + po, A(=Wy). (14)
Mozna ponadto wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej zaleznej zgodnie z formuta:
EilX:, W) = Xif + po, A(=W;7Y)) - O(W:y). (15)

% Z tego wzgledu, ze modele zmiennej zaleznej cenzurowanej, stuza do opisu mikrodanych (danych
indywidualnych, jednostkowych), wyrazenie E(y;) rozumiane jest jako warto$¢ oczekiwana zmiennej Y
dla i-tej badanej jednostki (osoby, przedsigbiorstwa itp.). W artykule przyjeto taka notacj¢ wzorujac si¢
na literaturze przedmiotu (por. np. [21], a takze [5]).

pla)

10 Dla ograniczenia prawostronnego lambde Heckmana definiuje si¢ jako: A(e) = o@)
@
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Stosownie do celu badania do wyznaczenia wartosci teoretycznych zmiennej zalez-
nej na podstawie otrzymanego modelu wykorzystuje si¢ warto$¢ oczekiwang (14) lub
(15). Jezeli przedmiotem zainteresowania jest opis badanego zjawiska w wybranej na
podstawie kryterium selekcji probie, wéwczas nalezy skorzystaé¢ ze wzoru (14).

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnosci (por.
(4)) warunkowe wartoSci oczekiwane odnoszace si¢ do zmiennej zaleznej Y sg postaci:

E(yily;>0,1; = 1,X;,W;) =

Wiy-p 28 XB_wiy
O [<P()%i)® [1—\/_—;“J + pp(Wiy)®@ [WW]]

0,3 Wiy: p)

(16)

= X,ﬁ +
oraz .
E(yiXi, W) = EQyilyi > 0,1; = 1,X;, W)) - ‘Dz(#f,WfY;P), A7)

gdzie @,( -, -;p) jest dystrybuantg dwuwymiarowego rozkladu normalnego o Srednich
réwnych zeru, odchyleniach standardowych réwnych jednosci i wspétczynniku korela-

cji p.
Mozna réwniez rozwazy¢ nastepujgcg warto$¢ oczekiwana:

E(ill; = 1,X;, W;) = E(yi[X;, W)/ D(Wy). (18)

W modelu tobitowym typu III (por. (5)) mozna wyznaczy¢ nastepujace wartosci ocze-

kiwane:
W;
E(yilzi > 0,X;, W;) = X;p +,0<Tu/1(—(,—vy), (19)

EQifXi, Wi) = (Xif + por A(=52)) - D(F). (20)

Podstawiajac o, = 1 w powyzszych formutach, otrzymuje si¢ wzory na wartosci ocze-
kiwane w modelu tobitowym typu II (por. wzory (14) i (15)).

Wzory na warunkowe wartos$ci oczekiwane zmiennych zaleznych Y| oraz Y, w mo-
delu tobitowym typu IV (por. (6)) wynikajg ze wzoréw na odpowiednie wartosci ocze-
kiwane w modelu tobitowym typu III i sa postaci'':

— dla zmiennej Y;:

EGiilzi > 0,X;, Wi) = XD + pyory (- 52), 1)

EGifX, W) = (XY + proa(-21)) - o2, (22)

"' Dla wygody we wzorach ponizej przyjeto oznaczenie X, = (X", X%,
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— dla zmiennej Y5:

E(ailzi = 0.X:, W) = E(railz} < 0,X:, W) = XPBP — propa(B2), (23)
E(lX;, W) = E(ilzi = 0,X;, W) - P(z; < O0X;, W;) =
= (XPB? - proad(Bh)) - (- 22, (24)

Wartos$ci oczekiwane zmiennych zaleznych w modelu tobitowym typu V danym wzo-
rem (7) wyznacza si¢ zgodnie ze wzorami (21)—(24) dla modelu typu 1V, z podstawie-
niem o, = 1.

4. WPLYWY KRANCOWE ZMIENNYCH OBJASNIAJACYCH W MODELACH TOBITOWYCH

Stosujgc modele tobitowe nalezy pamietaé, ze interpretacja parametréw modelu
jest inna niz w zwyktym modelu regresji (por. np. [3], [22], [23]). Wynika to z faktu,
ze kazda z (warunkowych) wartosci oczekiwanych (10), (12), (14)—(24) jest ré6zna od
warto$ci oczekiwanej (9). W rezultacie pochodna czgstkowa (warunkowej) wartosci
oczekiwanej zmiennej zaleznej w ogélnym przypadku nie jest rGwna parametrowi sto-
jacemu przy odpowiedniej zmiennej objasniajacej. W artykule wplywy kraricowe dla
kolejnych modeli tobitowych wyznaczono obliczajac pochodne czgstkowe z odpowied-
niej wartosci oczekiwanej zmiennej zaleznej. W literaturze przedmiotu mozna odnalez¢é
posta¢ niektérych sposrdéd nich, lecz na ogét dla bardziej skomplikowanych modeli nie
sg one podawane.

Poniewaz wartoSci oczekiwane (10) i (12) w standardowym modelu tobitowym
réznig si¢ od wartosci oczekiwanej zmiennej wejsciowej Y danej wzorem (9), w celu
wyznaczenia wplywu zmiennej objasniajgcej na zamienng zalezng Y nalezy obliczyc
wplywy kraicowe (pochodne czastkowe). Prawe strony wyrazen (10) i (12) w sposéb
nieliniowy zaleza od zmiennej, ktérej wplyw na zmienng zalezng jest badany, zatem
réwniez pochodna czastkowa zalezy od tej zmiennej. Przydatne jest oznaczenie sym-
bolem ¢ pochodnej z funkcji A:

0A(a)
oa

5(a) = = (@) - al(a). (25)

Odpowiednie pochodne czastkowe sg postaci:

OEQii > 0X) _ g (1 X8 3(X8)_ 2 (-38)) _ g (1 - 5(-32)) (0

ax ]l Oy Oy Oy

OE(yilX;) _
8xj,'

o (EE). 27

Ou
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Gdy zmienna objasniajaca X; jest zmienng binarna, jej wptyw wyznacza si¢ jako roz-
nice:

% = E(Vi|Xi,xji =1- E()’i|Xi7xji =0). (28)

Jt

Otrzymane wyniki sg cenne ze wzgledu na mozliwos¢ ich rzeczywistej interpretacji.

Roéwnanie (26) informuje, jaki wplyw wywieraja zmiany wartoSci zmiennej objasnia-

jacej X; na zmiany w niezerowych wartoSciach zmiennej Y. Wplyw ten jest iloczynem

parametru 3; oraz wyrazenia w nawiasie, ktore jest zawsze dodatnie (por. [7]), a jego

warto$¢ wzrasta wraz ze wzrostem wartosci X;p/o,. Zatem dla wyzszych wartoSci
X;B/o, zmiany w wartosci oczekiwanej E(y;|y; > 0,X;) sa wigksze.

Réwnanie (27) wyznacza wplyw zmiennej X; na zmienng Y. Im mniej w pro-

bie jest warto$ci ocenzurowanych (tzn. im wigksze jest prawdopodobieristwo P(y: >

0) = CD()fr—f)), tym zmiany w wartoSciach zmiennej zaleznej generowane przez zmiany
zmiennej objasniajacej X sa blizsze ;. Jezeli prawdopodobieristwo (D()é—f) jest bliskie
jednosci, tzn. w badanej prébie jest bardzo maly odsetek danych ocenzurowanych,
wowczas wplyw zmiennej X; na zmienng Y moze by¢ nieistotnie rézny od §;. Za-
tem wyznaczanie wplywow kraiicowych w modelu tobitowym jest wazne szczegdlnie
wtedy, gdy w prébie jest duzy odsetek obserwacji ,,zerowych” (ocenzurowanych).

Ponadto na bazie wzoru (27) mozna wnioskowad, ze stosunek wplywéw kran-
cowych j—tej i [—tej zmiennej objasniajgcej na zmienng Y jest ilorazem parametrow
stojgcych przy tych zmiennych, tzn. wynosi 8 j/ﬂl.

Przydatne jest wyznaczenie pochodnej czastkowej z prawdopodobieristwa © (’;ﬁ)
go (2£)
%) _ B (XB
0x i - 0':(’0( oy ) (29)

Réwnanie (29) okreSla, jak zmiany zmiennej objasniajacej X; wplywaja na zmiany
prawdopodobienstwa P(y; > 0|X;), tzn. jak wplywaja na prawdopodobiefistwo ,,przej-
Scia” wartoS$ci zmiennej zaleznej z przedziatu ponizej poziomu zera, do przedziatu
powyzej zera (z nieobserwowalnego do obserwowalnego).

Znak wptywéw kraficowych (26)—(29) jest taki sam, jak znak parametru przy
zmiennej X;. WielkoSci wptywow kraficowych zalezg nie tylko od wielkoSci zmian
zmiennej X, ale takze od wartoSci wszystkich zmiennych objasniajacych.

W praktyce interpretacje wptywow kraricowych podaje si¢ np. wyliczajac odpo-
wiednie wartoSci dla Sredniej arytmetycznej, mediany, modalnej lub innej wartosci
zmiennych X, ..., X;. Mozna réwniez dla wyznaczonego estymatora wektora parame-
trow B dla kazdego i wyznaczyé wartosci pochodnych czastkowych zadanych wzorami
podanymi powyzej, a nastepnie wyliczy¢ z nich Srednia i dopiero te wartosci zinterpre-
towac jako wplyw zmiennej objasniajacej X; na wartoS¢ oczekiwang zmiennej zaleznej
cenzurowanej lub ucietej, albo na wspomniane wyzej prawdopodobienistwo. Wartos¢
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parametru ; interpretuje si¢ jako wptyw zmiennej objasniajacej X; na ukrytg zmienng
Y* (np. sktonno$é lub uzyteczno$é'?, ktérej nie mozna zaobserwowac).

W modelu tobitowym typu II punktem wyjScia do interpretacji sa wartoSci ocze-
kiwane (14) oraz (15) zmiennej zaleznej Y podlegajacej nieprzypadkowej selekciji.
W modelach tobitowych typu II-V zmienng objasniajaca, ktérej wplyw na zmienng
zalezng jest badany, dla wygody oznaczono przez &;, gdyz bedzie to zmienna ob-
jasniajaca ze zbioru X lub ze zbioru W, albo zmienna nalezaca do czeSci wspdlnej
tych zbioréw. Aby okreSli¢ wplyw j—tej zmiennej objasniajacej &; na zmienng zalezng
Y trzeba wzigé pod uwage, do ktérego ze zbioréw ta zmienna nalezy. Wyrdznia si¢
nastgpujace wpltywy kraricowe:

e wplyw posredni zmiennej &; wystepujacej tylko wsréd zmiennych objasniajacych
réwnania selekcji (€; = W\X). Wplyw ten nastepuje posrednio przez ¢(.) i/lub @(.),
co oznacza, ze na ogét wielko$§¢ wptywu posredniego zalezy od wartoSci zmiennej
&;. Wplyw posredni wynika z faktu, ze zmienna zalezna jest zmienng podlegajaca
nieprzypadkowe;j selekc;ji;

e wplyw bezposredni zmiennej &; wystepujacej tylko wsréd zmiennych objasniajacych
réwnania regresji (£; € X\W). Wplyw bezposredni w wigkszosci przypadkéw nie
zalezy od wartoSci zmiennej &;;

e wplyw fqczny zmiennej &; wystepujacej zaréwno w réwnaniu regresji i rownaniu
selekcji (£, € X N W). Dla wygody zapisu przyje¢to ten sam numer (j) zmiennej,
gdy wystepuje ona w zbiorze X i ten sam, gdy wystepuje w zbiorze W. Wplyw
taczny zmiennej £; € X N'W na zmienng zalezng na ogot jest suma wplywu posred-
niego i bezposredniego tej zmiennej. W takim wypadku we wzorach zamieszczo-
nych ponizej wpisano stowo ,,suma” (suma wplywow czastkowych &; € X\W oraz
& = WAX).

Wzory opisujgce wielkos¢ wplywu kraincowego posredniego, bezposredniego oraz
facznego zmiennej &; na zmienng zalezng w modelu tobitowym typu II sa postaci:

OEGill; = 1,X, Wy | 77 (-Wiy)  gdy & € W\

OE Bi gdy & € X\W (30)
g suma gdy ;e XnW,
% - Bi®(Wi) gdy &5 € X\W (31)

Wartos¢ o,0(—W;v) jest zawsze dodatnia. Stad, jezeli p > 0, znak parametru stojagcego
przy zmiennej objasniajagcej w rownaniu selekcji jest przeciwny niz znak posredniego

12 Por. takze [5], s. 16-17, o interpretacji zmiennych jakosciowych w $wietle uzytecznosci lub skton-
nosci. Interpretacje te w analogiczny sposéb przektadaja si¢ na zmienne cenzurowane.
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wplywu kraficowego tej zmiennej na zmienng zalezna ¥ wyznaczonego zgodnie z (30).
Jezeli p < 0, to znaki te sg takie same.

Gdy j—ta zmienna objasniajaca jest zmienng binarna, jej wplyw wyznacza si¢ jako
réznice:

AE(yill; = 1,X;, W;)
Aéji

= E(illi = 1,X;, Wi, §i = 1) = EQill; = 1, X, W, & = 0) (32)

lub, odpowiednio,

AE(yiX;, W)

AE; = EQiIX;, W, & = 1) - EQilX;, W;,&; = 0), (33)
Ji

gdzie &; moze by¢ zmienng ze zbioru X lub W. Przy tym zachodzi:
po (A-Wy) = A-Wy))  edy & € W\X

Bj gdy &; € X\W (34
suma gdy &, e XnW,

AE(yill; = 1,X;, W) _
Aév‘:ji

gdzie Wl(.l) i WEO) — wektory wartosci zmiennych ze zbioru W z podstawieniem w miej-
sce j—tej zmiennej wartosci 1 lub 0, odpowiednio. Podobnie w wypadku wplywu
zmiennej binarnej wyznaczonego wzorem (33):

AE(yIX;, W)
A¢ji B
XiB (@W"y) = DWy)) + pory (oW y) — oW y)) gdy & € W\X
= BiO(W) gdy & € X\W
XU - o(Wy) - XO8 - 0(Wy) + por (e(W ) - (W) gdy &€ X W,

gdzie XEI) i Xf.o) — wektory wartosci zmiennych ze zbioru X z podstawieniem w miejsce
J—tej zmiennej wartosci 1 lub 0, odpowiednio.

W szczegdlnosci interesujacy jest wynik, ze wplywy kraficowe zmiennej &; € X\W
sq takie same, gdy zmienna ta jest ciggta lub gdy jest zmienng binarna.

W modelu tobitowym typu II przy zalozeniu heteroskedastycznos$ci sktadnika loso-
wego o multiplikatywnej postaci, zgodnie ze wzorem (8), odpowiednie wplywy kran-
cowe majg postac'?:

13 Wartosci oczekiwane E(yill; = 1,X;,W;,H;) oraz E(y/X;, W;,H))w modelu tobitowym typu II
przy zatozeniu multiplikatywnej heteroskedastycznosci skfadnika losowego sa postaci (14) oraz (15),
odpowiednio, z podstawieniem o, exp(H;o) w miejsce o,.
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OE(yill; = 1,X;, W;,H;)
aé:ji a
—ypo, expH;@)0(-Wyy)  gdy &€ W\(X U H) (35)
=4 B gdy &€ X\(WUH)
a;po, exp(H;)A(-Wyy)  gdy & € H\(XUW),

agdy&5e XNH)\W, e WNH\X, &€ XNW)\H Tub &, € XNWNH, wplywy
kraiicowe sg rowne odpowiedniej sumie,

oraz:
OE(yiIX;, Wi, H;)
9 ji -
Yie(Wi)Xip — po, expH;0)Wy)  gdy &5 € W\(X UH) (36)
= BP(W;y) gdy &, € X\(WU H)
a;poy, exp(H;0)p(W ) gdy &, € H\(X UW),

agdy e XNH)\W, e WNH))\X, e XNW)\H lub &, € XNWNH, wplywy
kraficowe sg réwne odpowiedniej sumie.

Podobnie jak w modelu tobitowym typu II przy zalozeniu homoskedastycznosci
sktadnika losowego takze tutaj, gdy j—ta zmienna objasniajaca jest zmienng binarnag,
jej wplyw wyznacza sie jako odpowiednig réznice, analogicznie jak we wzorach (32)
i (33), lecz tym razem &; moze by¢ zmienng ze zbioru X, W lub H. Zachodzi:

AE(yill; = 1,X;, Wi, H;)

A&ji
pou exp(H)[A(-WPy) — A(-W )] gdy & € W\(X UH)
Bj gdy & e X\(WUH)  (37)
= po A(=Wip)lexp(H; @) — exp(H," a)] gdy ¢ € H\(X UW)

polexpH ) A(-Wy) — expEH 0A-WOy)]  gdy & € (WNH)\X
B + poulexp(H P ) A(-Wy) — expHO o) A(-Wy)] edy & e XNWNH

agdy & € (XNH)\W lub &, € (X NW)\H, wplywy kraricowe sa réwne odpowiedniej
sumie. Przyjeto oznaczenia: WEI) i WEO) (Hf.l) i HEO)) — wektor wartosci zmiennych ze
zbioru W (H) z podstawieniem w miejsce j—tej zmiennej wartosci 1 lub 0, odpowied-
nio.

Wplywy kraincowe zmiennej binarnej w modelu tobitowym typu II przy zalozeniu
heteroskedastycznosci skfadnika losowego wyznaczone w oparciu o wartos¢ oczeki-
wang E(y;|X;, W;, H;) sg postaci:
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AE(yi|X;, Wi, H;)
A

XiB (@(W{"y) - W y)) +
+pory, exp(Hi0) (¢(Wiy) - (W) gdy &; € W\(X U H)
BiO(Wy) gdy & € X\(W U H)
pruA(=Wiy)(exp(H; ) — expM ) gdy & € H\(X UW)
X{B - DW['y) - X7 - W)+
+por, exp(Hi0) (¢(Wiy) - (W) gdy & € (X "\ W)\H
XiB (0(W'y) - W y)) +
+por, (exp(H a)p(W"y) — exp(H" a)o(W"'y)) gdy & € (W N H)\X
(X{"B + poru exp(H{ @) AW Vy)) - W)+
— (X{”B + pory expH ) AW ) - ©Wy)  gdy & e XnWNH
(38)
przy oznaczeniach analogicznych jak wczesniej, przy czym wplyw kradicowy zmiennej
& € (XN H)\W jest sumg wptywow krancowych &; € X\(WUH) i &, € H\(X UW).

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnosci (to-
bitowym z selekcja) wplywy kraiicowe wyznaczone jako odpowiednie pochodne czast-
kowe z warto$ci oczekiwanej zadanej wzorem (16) lub (17) sg nastgpujgcej postaci:

OE(yilyi > 0,1; = 1,X;,W;)

OEji
; 39)
| (OEGiIX, W) (9(1)2) (
= — [ D0 @, - EQilXa W - 2 |,
(D% ( 9, 2 il ) 9E;:
gdzie':
0 = 0,3, Wiy:p),
Xip
o -p Wiy
Vj‘:D(WiY)(D[W} gdy & € W\X

00, | B\ Wf~/—pX(,—"[5 d
9E; =B Vi | 8 yé e X\W

suma gdy &, eXnW

4 Pochodne czastkowe z dystrybuanty dwuwymiarowego rozktadu normalnego o §rednich réw-
nych zeru, odchyleniach standardowych réwnych jednosci oraz wspélczynniku korelacji p wynosza:

d _ y—px d - ey
L Dy(x,y,p) = go(x)(l)( ﬁ) oraz T)}I&(x,y,p) = ‘P(Y)(D( s )
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oraz
OE(yi|X:, W;)
0&;; B
E Xk, Y
1 oW @ | L= | (Xip — por, Wiy) +

Xl‘ﬁ X,‘ﬁ
_Ou X ﬁ R Ty R Wi'}’

_ el By W] p ¢(Wzv)¢[ﬁ gdy & € WAX

rﬁ Xlﬁ
Oy pw' VP, Ou .

a gdy &, € X N'W, wplywy krafcowe sg odpowiednig suma.

Bi

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium przy zatozeniu hetero-
skedastycznosci skiadnika losowego o multiplikatywnej postaci odpowiednie wplywy
kraficowe maja postaé':

OE(yilyi > 0,1; = 1,X;, W, H;)

23]
1 (OE(yi|X;, W;, H; oD, (40)
= ) ( (yl ) ®2_E(yl|XuW1vH1) )
S0 0¢;i 9¢ji
gdzie:
q)z(m, Wiy;0),
!B p
YWD [%] gdy & € W\(X UH)
0D, X,

— VP &, exp(H,0)
86].[. - o',,exp(H o) (O'uexp(H (x)) [ \;-I—Lp? ] gdy é:j € X\(W U H)

X[ﬁ
—-a,;X;p NP &, exp(H;0)
o, exp(H; o) (o'u exp(H (x)) [ /_I—pz ] gdy fj € H\(X U W)

oD
oraz gz jest réwne odpowiedniej sumie, gdy &; € (X N H)\W, & € (W N H)\X,
ji
& eXNW)\H lub ;€ XN W N H. A ponadto:

o dla&; e W\(X UH):

15 Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(yily: > 0,1; = 1,X;, W;, H;) w zmodyfikowanym modelu tobi-
towym typu II przy zalozeniu heteroskedastycznosci skladnika losowego jest postaci (16) z podstawieniem
o, exp(H;0) w miejsce o,.
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Xip

8E(yl|Xu W,,H,) o, exp(H;a) W
(W)@ | Zeo@a P TV w6 exp(H 0)Wy) +
9 [w Y [ Vi (Xip — poy exp Y)
Xip

Xip
. Wiv-p -p Wiy
o, exp(H;a) oyexpie) | 2 ) o, exp(H;a)
+ T — {‘P( T exp(H ) )90 { ) 2 ] P QO(WZY)QD [ ) 2 ])]

e dlaé; e X\(WUH):

OE(y;[X:, W;, H;)
0¢;i

Xip Xp
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W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium obserwowalno$ci przy
zatozeniu homo- lub heteroskedastycznosci dla binarnej j—tej zmiennej objasniajacej
wplywy kraricowe wyznacza si¢ analogicznie jak w modelu tobitowym typu II, tzn.
jako réznice odpowiednich wartoSci oczekiwanych (por. wzory (32) i (33)), przy czym
przy zatozeniu heteroskedastycznoSci &; moze by¢ zmienng ze zbioru X, W lub H.
Wzory te redukujg si¢ tylko do nieznacznie prostszej postaci, stad nie zostaly tutaj
przytoczone.

wyrazenie jest rowne odpowiedniej sumie.

W modelu tobitowym typu III wzory stuzace do oceny wplywu kraiicowego j—tej
zmiennej niezaleznej na zmienng Y sg analogiczne, jak w modelu tobitowym typu II,
z tym, ze obecnie o, jest dowolne, niekoniecznie réwne 1. Tak jak poprzednio nalezy
rozwazy¢ trzy przypadki: §; € W\X — aby wyznaczy¢ wplyw posredni, &; € X\W —
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aby wyznaczy¢ wplyw bezposredni, oraz £, € X N W — aby wyznaczy¢ taczny wplyw
Jj—tej zmiennej objasniajacej. Wplywy krarficowe oblicza si¢ zgodnie z formufami:

U-M le
~Yip—06(=57) dy & e W\X
OE(ylzi > 0,X;, W) o, ; gdy &; )
i ) Bi ady &7 € X\W 1)

suma gdy &, eXnNW,

ou wy, (Xiff WiY)
(N | =~ p—E dy & € W\X
aE(yi|Xi7 Wl) _ 7/] gy ()0( v )( u P v e é‘:j \

9E;: BN gdy & € X\W
suma gdy e XnNW.

(42)

Jezeli j—ta zmienna objasniajaca jest zmienng binarng jej wplyw wyznacza si¢, analo-
gicznie jak w modelu tobitowym typu II, jako odpowiednig r6znice (por. wzory (32) i
(33).

Wzory stuzace do oceny wplywu j—tej zmiennej objasniajgcej na zmienne Y| i Y»
w modelu tobitowym typu IV sg podobne jak w poprzednich modelach. Odpowiednie
wartos$ci oczekiwane oraz ich pochodne czgstkowe wzgledem j—tej zmiennej zapisano
ponizej. Analogicznie jak poprzednio fj.l) to zmienna, ktérej wptyw na zmienng Y jest
badany; 55.2) to zmienna, ktérej wplyw na zmienng Y, jest badany. Rozwazono wplywy
kraficowe poSrednie, bezposrednie i faczne.

e Wplywy kraiicowe zmiennej f;l) na zmienng Y; wynosza:

[oa .
v (=50 edy £ e w\x®

OE(y1ilzi > 0,X;, W) v
PR - B gdy ¢ e xX\W 43)
! suma gdy fﬁ.l) exPnw,
M)
YW | 2L T gy gD e wx®
OE(ylX:, Wy) Oy ! g Ty (44)
P B DY) gdy &7 e X\W

suma gdy f}l) ewnx®,
e Wplywy kraiicowe zmienne;j f;z) na zmienng Y, wynosza:

\4
ﬁE‘Z) ady é:]@ c X(Z)\W 45)
suma gdy 55.2) eX?nw,

g .
—yipr—8(%2)  gdy £ e W\X®
OE(yylzi = 0,X;, W) _ g
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OE(y2lX;, W;)
(2) -
afﬁ @p2)
—y,-—%o(%[ - p2 ’Y} gdy £ e W\x® (46)
B oy, v o o
B B (-T2 gdy £ e xXP\w
suma gdy 55_2) eXPnw.

Jesli j—ta zmienna obja$niajaca jest zmienng binarng, wplywy kraficowe wyznacza
si¢ jako odpowiednie réznice, analogicznie jak przy zaprezentowanych wczesniejszych
modelach.

W modelu tobitowym typu V oraz zmodyfikowanym modelu tobitowym typu V
wzory sluzgce do oceny wpltywu zmiennych objasniajacych fj(.l) lub g—‘;.” na zmienne
Y lub Y,, odpowiednio, sg takie same, jak w modelu tobitowym typu IV (por. wzory
(43)—(46)), z podstawieniem o, = 1.

Odpowiednie wzory dla modelu tobitowego typu V o zmodyfikowanym kryterium
obserwowalno$ci mozna uzyskaé na podstawie wzoru (39) dla zmodyfikowanego mo-
delu tobitowego typu II, uwzgledniajac cenzurowanie prawostronne przy wyznaczaniu
wplywoéw kraficowych na zmienng Y,, tzn. zmieniajac znak przy parametrach y oraz
wspoélczynniku korelacji p, na przeciwny.

Podobnie w modelu tobitowym typu V (oraz jego zmodyfikowanej wersji) przy
zatozeniu heteroskedastycznosci'® sktadnikéw losowych w réwnaniach regresji dla
zmiennych Y; oraz zmiennej Y, nalezy postgpowad, jak w modelu tobitowym typu II
(oraz jego modyfikacji) przy zatozeniu heteroskedastycznosci. W modelu tobitowym
typu V z heteroskedastycznym sktadnikiem losowym w celu wyznaczania wpltywow
kranicowych zmiennych objasniajacych na zmienng Y nalezy zastosowaé bezposrednio
wzory (35)—(38) (w zmodyfikowanym modelu — wzér (40)), za§ na zmienng Y, —
przed zastosowaniem wzoréw nalezy zmieni¢ znak parametréw 7y oraz wspdiczynnika
korelacji p, na przeciwny.

5. PRZYKEAD EMPIRYCZNY

W celu ilustracji dotychczasowych rozwazan, ponizej zaprezentowano przyktad
zastosowania jednego z omawianych modeli, przedstawiono poréwnanie oszacowanych
parametréw i wyliczonych wplywoéw krancowych zmiennych objasniajacych.

Analiz¢ zwrécono w kierunku poszukiwania modelu poprawnie opisujacego ty-
godniowg liczbe godzin pracy zamg¢znych kobiet (zmienna zalezna) z uwzglgdnieniem
czynnikow wplywajacych na decyzje o podjeciu zatrudnienia. Podstawg badania byly
dane indywidualne pochodzace z BAEL prowadzonego co kwartat przez GUS. Anali-
zowana proba obejmowata 5183 zameznych kobiet w Polsce w I kwartale 2009 r.

16 Posta¢ heteroskedastycznego modelu tobitowego typu V mozna znalezé np. w pracy [18].
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Tygodniowy czas pracy zameznych kobiet, zgodnie z definicjg BAEL, jest dodatni
tylko dla kobiet pracujgcych, natomiast dla kobiet bezrobotnych lub biernych zawo-
dowo wynosi zero godzin. W prébie zameznych kobiet dla 50,138% obserwacji w
I kwartale 2009 roku wartoSci omawianej zmiennej byly dodatnie. Dla pozostatych
obserwacji odnotowano warto$¢ zero. Tak duza reprezentacja wartoSci zerowych nie
pozwala na ich odrzucenie i zastosowanie np. modelu regresji wielorakiej bez konse-
kwencji w postaci biednie oszacowanych parametréw modelu. Ponadto to czy zamezne
kobiety posiadaly prace czy jej nie posiadaly nie jest losowe — byto zalezne od pewnych
cech (zmiennych) opisujacych te kobiety. Zmienna odzwierciedlajaca tygodniowg liczbe
godzin pracy zameznych kobiet pracujacych jest zatem zmienng podlegajaca selekcji
(tutaj cenzurowanej). Przy jej opisie trzeba uwzgledni¢ czynniki determinujgce wybodr
przynaleznos$ci do grupy pracujacych lub do grupy nie posiadajgcych pracy. Do opisu
takiej zmiennej zaleznej siggnieto po model tobitowy typu II dany wzorem (3) przy
zatozeniu heteroskedastyczno$ci sktadnika losowego w multiplikatywnej postaci opi-
sanej wzorem (8). Parametry modelu oszacowano metoda najwiekszej wiarygodnosci.
Obliczenia wykonano w srodowisku NLogit 9.0, przy czym korzystano z samodzielnie
napisanych procedur wyznaczajacych wptywy kraicowe.

Ponizej zamieszczono wybrane fragmenty analizy tygodniowego czasu pracy za-
me¢znych kobiet w Polsce przeprowadzonego przez autorke artykuilu w rozprawie dok-
torskiej (por. [19]). Oméwiono wplyw na tygodniowy czas pracy zameznych kobiet
w badanym okresie nastepujacych (wybranych) zmiennych objasniajacych odzwiercie-
dlajacych:

— wiek respondentki ze wzgledu na ekonomiczne grupy wieku (produkcyjny mo-
bilny lub mtodszy: do 44 lat, produkcyjny niemobilny: 45-59 lat, poprodukcyjny: 60+
lat);

— poziom wyksztalcenia respondentki;

— sektor ekonomiczny instytucji bedacej gléwnym miejscem pracy respondentki
(rolniczy, przemystowy, ustugowy);

— wymiar czasu pracy (niepetny/petny);

— wykonywanie pracy dodatkowej poza gléwnym miejscem pracy;

— rodzaj wykonywanej pracy (pracujacy najemnie, na wlasny rachunek, jako po-
magajacy nieodplatnie cztonek rodziny).

Jak wspomniano w analizie uwzgledniono takze inne zmienne, jednak ze wzgledu
na ograniczone miejsce nie oméwiono ich w niniejszym artykule (por. [19]).

W tabeli 1 zestawiono oszacowane parametry modelu tobitowego typu Il przy za-
fozeniu heteroskedastycznosci sktadnika losowego oraz wyznaczone wptywy krafcowe
wybranych zmiennych objasniajacych korzystajac ze wzoréw (35) oraz (37). Zastoso-
wany model tobitowy typu II przy zalozeniu heteroskedastycznosci sktadnika losowego
sktada si¢ z trzech réwnan: réwnania selekcji (uczestnictwa), rownania regresji oraz
réwnania wariancji. W kazdym z réwnafi oszacowano parametry oraz wplywy krafico-
we zmiennych objasniajagcych. W poszczegdlnych réwnaniach nie musza wystgpowad
te same zmienne i niekoniecznie te same zmienne beda statystycznie istotne.
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Tabela 1.
Oszacowane parametry (w nawiasach podano btedy szacunku) oraz wplywy kraricowe posrednie,
bezposrednie i tgczne w modelu tobitowym typu II z heteroskedastycznym sktadnikiem losowym
dla I kwartatu 2009 r. — wybrane zmienne

Zmienna: Roéwnanie selekc;ji Eéwnanie regresji Réwnanie wariancji | Wplyw
' Oszac. Wplyw Oszac. Wplyw Oszac. Wplyw | taczny
parametr | posredni | parametr | bezpoSredni | parametr | posredni
sektor 7,400
przemystowy % % (0,747) 7,400 X X 7,400
sektor 7,663
ustugowy X x (1,775) 7,663 X X 7,663
pelny wymiar 17,211
czasu pracy X x (1,840) 17,211 X X 17,211
rodzaj wyk. pracy: 4,404
wlasny rachunek x x (0,732) 4,404 x x 4,404
rodzaj wyk. pracy: 4377
pomagajacy X X 0’774 4,377 X X 4,377
cztonek rodziny 0.774)
wiek 45-59 lat O 773 X X X X 0,773
a 0,041) | -
. -0,397 2,798
wiek 60+ lat (0.062) -2,689 (1.008) 2,798 X X 0,109
wyksztalcenie 0,344 -5,644 0,152
wyzsze'? 0054y | 2178 | 069y | O (©0022) | 0284 | 5008
8,195 0,198
praca dodatkowa X X (0.747) 8,195 (0.027) -0,386 7,809

Uwaga: znakiem X oznaczono zmienne statystycznie nieistotne lub nieujete w danym réwnaniu modelu.
Zr6dlo: obliczenia wlasne na podstawie danych BAEL (GUS) dla I kwartatu 2009 roku.

Warto przyjrze¢ si¢ otrzymanym wynikom. Po pierwsze niekiedy oszacowania
wplywoéw kraficowych sg takie same jak parametréw (zob. pie¢ pierwszych zmiennych
w tab. 1). Uwaga ta dotyczy tych zmiennych objasniajacych, ktére wystepujg tylko
w réwnaniu regresji zastosowanego modelu i jest zgodna ze wzorami (35) oraz (37).
Zatem wplyw zmiennych odzwierciedlajacych rodzaj sektora ekonomicznego, wymiar
czasu pracy oraz reprezentujacych rodzaj wykonywanej pracy na tygodniowg liczbe
godzin pracy zameznych kobiet wyznaczony jest za pomoca oszacowanego parametru
modelu. W I kwartale 2009 r. zmiana giéwnego miejsca pracy z sektora rolniczego (ka-
tegoria przyjeta jako bazowa) na sektor przemystowy lub ustugowy przecigtnie wigzata
si¢ ze zwigkszeniem tygodniowego czasu pracy zameznych kobiet o okoto 7,5 godz.
(7,400 godz. oraz 7,663 godz., odpowiednio). Przejscie z niepelnego na peten wymiar

17 Rozwazono wyksztalcenie w nastepujacych kategoriach: wyksztalcenie wyzsze (licencjat, inzynier,
magister 1 wyzsze); policealne lub Srednie zawodowe; Srednie ogdlnoksztalcace; zasadnicze zawodowe;
gimnazjum, podstawowe, niepeine podstawowe i bez wyksztatcenia. Wyksztalcenie na poziomie gimna-
zjum lub nizszym przyjeto jako kategori¢ bazowa. W tab. 1 ujeto tylko wyksztalcenie wyzsze. Pozostale

warianty zmiennej byly statystycznie nieistotne, stad nie przytoczono ich w tabeli.



Interpretacja w modelacxch tobitowych 277

czasu pracy skutkowalo przecietnie wydluzeniem czasu pracy o okoto 17 godz.
(17,211 godz.). Wykonywanie pracy na wlasny rachunek lub w charakterze nieodptat-
nie pomagajacego cztonka rodziny, w poréwnaniu do pracujacych najemnie (kategoria
przyjeta jako bazowa), powodowalo przecietnie zwigkszenie liczby godzin pracy o
okoto 4,5 godz. (4,404 godz. oraz 4,337 godz., odpowiednio).

Jednakze, jeSli zmienna obja$niajgca wystepuje takze w réwnaniu selekcji lub réw-
naniu wariancji, wowczas oszacowany lagczny wplyw kraricowy tej zmiennej na ogét
nie jest réwny oszacowanemu parametrowi. Przykladowo zmiana wyksztatcenia z pod-
stawowego (przyjetego jako kategoria bazowa) na wyksztalcenie na poziomie wyzszym
powodowata przecigtnie zmniejszenie tygodniowej liczby godzin pracy zameznych ko-
biet o okoto 5 godz. (-5,008 godz.). Przy czym trzeba zauwazy¢, ze za posrednictwem
réwnania selekcji zmienna ta wptywata na czas pracy dodatnio (2,178 godz.). Fakt ten
mozna interpretowaé w nastepujacy sposob: podniesienie wyksztatcenia do wyksztat-
cenia na poziomie wyzszym wplywalo na zwiekszenie dlugosci tygodniowego czasu
pracy kobiet poprzez zwigkszenie prawdopodobieristwa podjecia pracy (przynaleznos$ci
do grupy pracujacych), o czym moéwi dodatni znak oszacowanego parametru w rowna-
niu selekcji. W réwnaniu regresji oszacowany parametr i bezposredni wptyw kradcowy
tej zmiennej byl taki sam (-5,644 godz.), lecz taczny wplyw zmiany na wyksztalcenie
na poziomie wyzszym na diugos¢ tygodniowego czasu pracy zostat skorygowany przez
uwzglednienie réwnania selekcji oraz réwnania wariancji. Nalezy takze zwrdci¢ uwage
na znaczne réznice w oszacowaniach parametréw w tych réwnaniach oraz wplywéw
kraficowych za ich posrednictwem (0,334 i 2,178 w réwnaniu selekcji, 0,152 i -0,284
w réwnaniu wariancji, por. tab. 1). Réznice te wskazujg na skale btedéw w wypadku
interpretacji bezposrednio parametréw modelu, zamiast wplywéw kraticowych.

Pozostate zmienne wptywaly na tygodniowy czas pracy kobiet w nast¢pujacy spo-
sOb. Zmienna reprezentujaca kobiety w wieku produkcyjnym niemobilnym (45-59 lat)
byla statystycznie istotna tylko w réwnaniu selekcji i jej wplyw na tygodniowy czas pra-
cy byt ujemny, niewielki. Ujemny znak oszacowanego parametru wskazuje na ujemny
wplyw tej zmiennej na prawdopodobiefistwo przynaleznoSci do grupy pracujacych w
poréwnaniu do kobiet w wieku produkcyjnym mobilnym (do 44 lat, kategoria przyjeta
za bazowa).

Podobnie sytuacja przedstawiata si¢ w grupie kobiet w wieku poprodukcyjnym
(60+ lat), przy czym ujemny wplyw tej zmiennej na tygodniowy czas pracy zameznych
kobiet za posrednictwem réwnania selekcji byt wigkszy (-2,689 godz.). Wpltyw ten byt
réwnowazony dodatnim wplywem tej zmiennej wynikajacym z réwnania regresji (2,798
godz.) i w rezultacie taczny jej wplyw na czas pracy byl niewielki (0,109 godz.).

Podjecie dodatkowej pracy poza gtéwnym miejscem pracy przyczyniato si¢ prze-
cietnie do zwickszenia tygodniowego czasu pracy zame¢znych kobiet o okoto 8 godz.
(7,809 godz.). Zmienna ta wystepowata w rownaniach regresji i wariancji.

W modelach zmiennej zaleznej cenzurowanej oprocz parametréw modelu estymuje
si¢ takze odchylenie standardowe sktadnika resztowego modelu regresji oraz wspot-
czynnik korelacji migdzy sktadnikami losowymi réwnania selekcji i réwnania regre-
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sji. W zastosowanym modelu tobitowym typu II przy zatozonej heteroskedastycznosci
sktadnika losowego estymator stalej multiplikatywnej w réwnaniu wariancji wynosit
11,175, natomiast estymator wspofczynnika korelacji: -0,778. Poniewaz wspétczynnik
korelacji byl ujemny, znak oszacowanych wplywéw krarficowych i parametréw w réw-
naniu selekcji byt taki sam, za§ w réwnaniu wariancji — przeciwny (por. wzory (30)
i (35)). Statystyczna istotno$¢ wspétczynnika korelacji wskazata na konieczno$¢ sto-
sowania modelu tobitowego typu II (statystyczna nieistotno$¢ wspoétczynnika korelacji
oznaczalaby, ze wystarczy zastosowaé model regresji wielorakiej do opisu zagadnienia).

6. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono wzory umozliwiajgce poprawng interpretacje wynikow
otrzymanych za pomocg wybranych modeli tobitowych. Niektére z modeli rozwazono
w wersji o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnosci lub przy dopuszczeniu he-
teroskedastycznosci skfadnika losowego. W omawianych modelach wptyw kraincowy
na ogdt nie jest réwny parametrowi odpowiadajgcemu zmiennej objasniajacej, kto-
rej wplyw na badane zjawisko (zmienng zalezng) jest analizowany. Ponadto nalezy
uwzgledni¢ czy zmienna objasniajaca, ktérej wplyw na analizowane zjawisko jest ba-
dany, jest zmienng binarna (ogélnie dyskretng) czy ciagly.

Przedstawiony przyklad zastosowania modelu tobitowego typu II jako jednego
z rodziny modeli zmiennej zaleznej cenzurowanej ilustruje, w jaki spos6b interpretuje
si¢ oszacowane wplywy kraicowe zmiennych objasniajgcych w omawianych mode-
lach. Wskazuje takze na réznice w wartoSciach oszacowanych parametréw i tacznych
wplywéw kraiicowych poszczegdlnych zmiennych objasniajacych.

Stosujgc modele z rodziny tobitowych nalezy postuzy¢ sie¢ odpowiednim opro-
gramowaniem. Trzeba zwrécié uwage, czy wykorzystywany program wyznacza tylko
parametry modelu czy takze potrzebne do interpretacji wptywy kraicowe. Dobrym
rozwigzaniem jest siggni¢cie po programy, ktére pozwalaja na samodzielne zapisanie
procedur zgodnie z zaprezentowanymi w artykule wzorami na wptywy kraiicowe w po-
szczegdlnych modelach z rodziny tobitowych (np. NLogit, Gauss, R). Wéwczas mozna
mie¢ pewnos$¢, zZe otrzymane wyniki pozwolg na poprawng interpretacje analizowanego
zagadnienia.

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
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INTERPRETACJA W MODELACH TOBITOWYCH
Streszczenie

W artykule krétko scharakteryzowano wybrane modele tobitowe zgodnie z klasyfikacja zaproponowa-
ng przez T. Amemiye ([1]), nastgpnie zaprezentowano postaci wartosci oczekiwanych dla poszczegdlnych
modeli oraz wyznaczono wplywy kradcowe. Ze wzgledu na specyfike omawianych modeli wptywy kran-
cowe w og6lnym przypadku nie sg réwne odpowiednim parametrom. Zatem w celu uzyskania poprawnej
interpretacji nalezy wyznaczy¢ pochodne czastkowe z odpowiednich (warunkowych) wartosci oczekiwa-
nych zmiennej zaleznej. Ponadto w artykule zwrécono uwage na fakt, ze wptywy kraricowe binarnych
zmiennych objasniajacych sa inne niz ciaglych.

AN INTERPRETATION IN THE TOBIT MODELS
Summary

At first the tobit models according to T. Amemiya’s classification ([1]) are presented in the paper.
Next, expected values and marginal effects in these models are obtained. In the tobit models marginal
effects are not equal to coeflicients of the model in general. To get a proper interpretation in the considered
models, it is necessary to obtain marginal effects as a partial deviation of the expected values. Moreover,
marginal effects are different for binary and continuous variables.



