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Tomasz Wtodarski

PROGRAMOWANIE CALOLICZBOWE METODA
ZANURZANIA W PROSTOPADLOSCIANIE

Wprowadzenie

Programowanie liniowe caloliczbowe jest szczegdlnym przypad-
kiem zadania programowania liniowego, w ktdrym zakladamy dodat-
kowo, ze wszystkie (lub tylko niektére) zmienne decyzyjne przyjmuja
jedynie wartosci catkowite dodatnie (moze to by¢ np. ilos¢ sztuk wy-
produkowanych towaréw czy ilos¢ wykonanych cie¢ pewnych przed-
miotow itp.). Wyodrebnienie tego typu zadan jest o tyle konieczne,
ze zastosowanie do ich rozwigzania metody simpleks nie prowadzi
czesto (po zaokragleniach) do rozwigzania optymalnego. Tymczasem
w niektérych zadaniach np. dotyczacych optymalnej produkcji stosun-
kowo niewielkiej iloci towardéw bardzo drogich, zaokraglenia nie sa w
ogole dopuszczalne. Chcemy miec¢ catkowita pewnos¢, ze otrzymamy
rozwiazanie optymalne o wspotrzednych catkowitych. Dzigki zastoso-
waniu dos¢ przejrzystej metody zanurzania w prostopadloscianie taka
pewnos¢ mozemy uzyskac.

1. Ocena zadania catoliczbowego

Mozemy najpierw rozwigza¢ zadanie przy uzyciu metody sim-
pleks bez zatozZenia, ze rozwigzanie optymalne musi mie¢ wspotrzed-
ne catkowite. Dostaniemy wtedy odpowiedz na pytanie czy zadanie
posiada rozwigzanie optymalne. Stad wynika réwniez odpowiedz na
pytanie czy zadanie ze zmiennymi catkowitymi posiada rozwigzanie
optymalne. Co wiecej, jesli rozwigzanie optymalne nie ma wszystkich
(lub nawet zadnych) wspolrzednych catkowitych, to mozemy tu do-
kona¢ zwyklych zaokraglen jego wspoélrzednych. Juz z poréwnania
wartosci funkcji na rozwigzaniu optymalnym z warto$ciami funk-
¢ji na rozwigzaniach bedacych zaokragleniami rozwigzania opty-
malnego zorientujemy sie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze jedno
z zaokraglonych rozwigzan jest optymalne. Mianowicie:
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a) jesli roznica wartosci funkcji na rozwiazaniu optymalnym
i rozwiazaniu zaokraglonym jest niewielka, to prawdopo-
dobienstwo, Ze istnieje ,lepsze” rozwiazanie optymalne
o wspotrzednych catkowitych jest niewielkie. Tak jest w przy-
padkach, gdy ilos¢ sztuk wyprodukowanych towarow jest duza
np. jesli mamy do czynienia z produkcja 40 000 sztuk pewnych
towardéw o stosunkowo niewielkiej cenie. Wtedy w rozwiazaniu
optymalnym mozemy dokonac zwyklych zaokraglen (oczywiscie
o ile rozwigzanie optymalne nie ma wszystkich wspoétrzednych
catkowitych). Popetniany w tym przypadku blad jest niewielki i
mozna go nie bra¢ pod uwage nawet w przypadku, gdyby istniato
.lepsze” rozwigzanie optymalne o wspdtrzednych catkowitych.

b) jesli roznica wartosci funkcji na rozwigzaniu optymalnym i roz-
wigzaniu zaokraglonym jest duza, to prawdopodobienstwo, ze
istnieje ,lepsze” rozwigzanie optymalne o wspdtrzednych catko-
witych jest rowniez duze. Tak jest w przypadku, gdy chcemy np.
produkowac stosunkowo niewielka ilos¢ towarow bardzo dro-
gich (np. statki czy samoloty) i zadne zaokraglenia nie sa w ogodle
dopuszczalne!

2. Postepowanie w przypadku b).

1. Znalez¢ wieloscian lub wielo$cienny zbiér wypukly rozwigzan
wystepujacego w zadaniu programowania liniowego ukladu nie-
réwnosci

2. Wyszuka¢ w wieloscianie rozwigzan punkty o wspolrzednych
catkowitych (tych musi by¢ skoriczona ilos¢). W przypadku wie-
lo$ciennego zbioru wypuklego rozwiazan rozpatrujemy tylko
jego cze$¢ ograniczong przez wierzchotki, gdyz wtasnie tam tez
musi tez by¢ (o ile w ogole istnieje) rozwigzanie optymalne. Dla
ulatwienia wyszukiwaniu takich punktéw zauwazamy, ze do-
wolna i-ta wspolrzedna takiego punktu musi by¢ liczba catkowi-
ta zawartg miedzy minimum a maksimum ze zbioru wszystkich
i-tych wspdtrzednych wierzchotkéw wieloscianu rozwiazan.
Geometrycznie oznacza to, ze poszukujemy takich punktéw w
najmniejszym prostopadioscianie, ktory zawiera wieloscian roz-
wigzan.

3. Poréwnac na powyzszych punktach wartos$¢ funkcji.

Oczywiscie, jesli wieloscian rozwiazan jest ,niewielki”, to mozemy

obliczenia wykona¢ recznie. W skomplikowanych rachunkowo przy-
padkach mozemy postuzy¢ sie prostym programem komputerowym,
ktéry najpierw wyszukuje punkty o wspoétrzednych catkowitych na-
lezace do wieloscianu rozwiazan ukladu nieréwnosci, a nastepnie po-
réwnuje na powyzszych punktach warto$¢ funkgji.
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Zapiszemy teraz powyzsze rozumowanie precyzyjniej matema-
tycznie. Zatézmy, ze mamy do rozwigzania zadanie programowania
liniowego catoliczbowego w najogdlniejszej formie tj.

Szukamy ekstremum globalnego formy liniowej postaci:

£, Xy X )= € X F CX L C X

w dziedzinie Z* bedacej zbiorem rozwigzan ukladu zlozonego z
réwnan i nierownosci o nieujemnych zmiennych catkowitych w naj-
ogolniejszej postaci tj,

a X, tapX,t.t o x < b]

amlxl + am2X2 + mn
am+1/1X1 am+2 ZXZ + am+1 nX n= m+1’
[0 N

am+k,1X1 + am+k,2X2 +"’+am+k,n n m+k’ /

am+k+1,1X1 +am+k+1,2x2 +"'+am+k+1,nx n Z ’bm+k+1

am+k+s,1X1 +am+k+s,2X2 ot m+k+s,nx n<

x, >0, x-catkowite dlai=1,2,...n oraz. bj >0,dlaj=1,2,... m+k+s

Dla znalezienia rozwigzania optymalnego metoda zanurzania w
prostopadloscianie musimy znalez¢ najpierw wieloscian rozwigzan Z
uktadu nieréwnosci (N). Postuzymy sie tutaj nastepujacym twierdze-

niem:

Twierdzenie 1
a) Jesli zbior Z wszystkich rozwigzan uktadu nieréwnosci (N) jest

niepusty i ograniczony, to jest on réwny zbiorowi wszystkich
wypuktych liniowych kombinacji swoich punktow ekstremal-
nych tj. jesli p,,p,,...p, sa wierzchotkami zbioru Z, to

Z=conv(ex(Z))=
{a,p,+a,p,*.+a p, ata,+.+a=l a,a,...a_c[01]}=convip p,...p},

gdzie ex(Z) jest zbiorem wszystkich punktéw ekstremalnych

zbioru Z.
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b) Jesli zbior wszystkich rozwigzan uktadu (N) nie jest ograniczony,
to jest on rowny

Z= conv{p,,p,...p}+ S,= conv(ex(Z))+ S,

gdzie S, jest niepustym zbiorem rozwigzan uktadu nieréwno-
sci jednorodnych (N°) utworzonych z naszego uktadu (stozkiem
skonczonym bedacym suma swoich promieni ekstremalnych).

Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze zbior
Z wszystkich rozwigzan uktadu nieréwnosci (N) jest ograniczony tj.
wieloscianem Z= conv{p,,p,,...,p o wierzchotkach:

P=(Pr Prore++s Prn) P=(Poy Poyre+os Py I s PPy Py Pe )-

Dla znalezienia wszystkich punktow z=(z,,z,,...,z ) o wspotrzednych
catkowitych nalezacych do wielo$cianu rozwiazan Z zauwazymy, ze
ich wspotrzedne musza spetnia¢ warunki:

al=min{pn, Pyyr-e v ps1} <z < max{pﬂ’ Poy-- s psl}= b1

) a2=min{p12, Poyes psZ} <%4,< max{plz, Poyrees p52}=b2

anzmin{pln’ pZn" i ps,n} S Zn S max{pln’ pZn" i ps,n =bn'

Geometrycznie oznacza to, ze punkty o wspotrzednych catkowi-
tych nalezace do wieloscianu rozwigzan Z naleza réwniez do pewnego
prostopadfoscianu P o 2" wierzchotkach postaci;

(ty tyeeo t),
gdzie t=a lub t=b dlai=l2,...n

Dla ulatwienia zapisu mozemy przyjac, ze powyzsze wierzchotki
sq punktami o wspolrzednych catkowitych. Wystarczy np. zamiast
wierzchotka (a,, a,,..., a,) wzia¢ wierzchotek ([a ], [a,],..., [a, ],), gdzie [a,]
jest czeScig catkowita liczby a, dla i=1,2,....n. Podobnie dla pozostatych
wierzchotkéw (wtedy jednak wida¢, ze nie caly wieloscian rozwiazan
Z jest zanurzony w prostopadloscianie P).

Teraz mozemy postuzy¢ sie prostym programem komputerowym,
ktory najpierw wybiera punkty o wspotrzednych catkowitych naleza-
ce do prostopadioscianu P. Potem odrzuca te z nich, ktére nie naleza
do wielo$cianu rozwigzan (wspolrzedne takich punktéw nie spetniaja
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uktadu nieréwnosci (N*)) a nastepnie na pozostatych oblicza wartosci
funkcji celu i wybiera wérdd nich szukane ekstremum.

Oczywiscie, jesli wieloscian rozwigzan jest niezbyt duzy, to moze-
my obliczenia wykonac recznie. Ponizsze przyktady wskazuja, Ze mo-
zemy tu stosowac rozne techniki obliczen.

2 przyklady:

PRZYKLAD 1 (przypadek z jednoznacznym rozwigzaniem).

Znalez¢ maksimum globalne funkcji f(x,x,x,)= 30x-5x,+4x, w
zbiorze rozwigzan ukladu nieréwnosci:

(N)  x#2x,x; >5
3x, X, Hx, < 1
X, <4

x, >0 dlai=1,2,3 oraz x, catkowite.

Rozwiazanie. Zgodnie z wczesniejszymi uwagami sprawdzimy
najpierw sprawdzi¢ przy pomocy metody simpleks czy powyzsze
zadanie programowania liniowego posiada rozwigzanie optymalne
w przypadku, gdy nie zakladamy o x, , ze sg catkowite. Zagadnienia
rownowazne do zadania wyjsciowego ma postac:

Znalez¢ maksimum globalne funkcji:  f(x,x,X,y,y,Yy,t)=30x,
-5x,+4x,+0y +0y,+0y,-Mt,, w zbiorze nieujemnych rozwigzan uktadu
réwnan:

X+2X, X3y, =5
(U 3x x,+4x, +y, =1
X, *y, =4

x>0, dlai=1,2,3, y >0 dlaj=1,2,3, t,>0.
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Z powyzszej tabelki wynika, Ze zadanie wyjsciowe posiada rozwig-
zanie optymalne (°/,/4,0), na ktérym funkcja osigga maksimum global-
ne réwne 30=£(*/,,4,0). Z faktu tego mozemy wyciaggnac¢ wnioski:

1. istnieje rGwniez rozwigzanie optymalne o wspodtrzednych catko-
witych (niezaleznie od tego, czy zbior rozwigzan uktadu nieréw-
nosci (N",*) jest ograniczony czy nie).

2. rozwigzania optymalnego o wspodtrzednych catkowitych nalezy
szuka¢ wérod punktéw o wspotrzednych catkowitych lezacych
W czesci ograniczonej przez wierzchotki zbioru rozwigzan ukta-
du nieréwnosci (N,*) (takich punktow jest tylko skonczona ilosc).

Oczywiscie mozemy tu dokona¢ zwyklego zaokraglenia wy-
niku (oczywiscie w ,dot”, gdyz zaokraglenie w ,gore” (2,4,0) wy-
rzuca ten punkt poza zbior rozwigzan ukladu nieréwnosci - nie
spelnia on nierownosci drugiej w ukladzie(N")) tj. £(1,4,0)=10.
Juz z poréwnania wartosci funkcji na tych punktach wyda-
je sie watpliwe czy punkt (1,4,0) jest rozwigzaniem optymalnym
o wspotrzednych catkowitych, a co wiecej z piatej tabelki simplekso-
wej wynika, ze wierzchotek (1,2,0) jest ,lepszy”, gdyz £(1,2,0)=20. Je-
$li wigec chcemy mie¢ catkowita pewnos¢, ze to wlasnie wierzcholek
(1,2,0) jest optymalny, to musimy najpierw znalez¢ wszystkie punkty
o wspotrzednych catkowitych lezace w zbiorze rozwiazan uktadu
nierownosci (N,*) a nastepnie poréwnac na tych punktach wartosci
funkcji. Dla znalezienia powyzszych punktéw trzeba rozwigzac uktad
nierownosci (N,*). Ograniczony zbior rozwigzan tego uktadu jest pie-
cio$cianem postaci (patrz tez rysunek ponizej):

Z={a (0,3,1)+a,(1,2,0)+a, (0,%,,0)+ a,(0,4,0)+ a, (0,4,°/,)+ a,(°/, ,4,0);a+a,+a-
safa+a =1, a [01], dlai=12,...,6}.

Poniewaz zbior Z jest wypukty, wiec wszystkie punkty o wspot-

rzednych catkowitych lezace w zbiorze rozwigzan ukladu nieréwnosci
(N,") musza spetnia¢ warunki:

min{0, 1,°/,}=0  <x, < 1=[*/] (<°/,=max{0, 1,°/}),
min(3, 2,%,41=2 <x,< 4=max(3, 2,%,4},
min{l, 0,%/,}=0 <x,< 1=[*/,] (<’/,=max{1, 0,°/}),

gdzie [a] oznacza czes¢ catkowita liczby a.

Ujmujac rzecz geometrycznie punkty te naleza réwniez do pewne-
go prostopadioscianu P o wierzchotkach postaci;
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0,2,0), (0,21), (04,0), (041), (1,2,0), (1,2,1), (1,4,0), (1,4,1)

Mamy wiec ,podejrzane” punkty o wspoétrzednych catkowitych,
ktore moga (ale nie musza) leze¢ w zbiorze Z. Ilos¢ takich punktéw
wynosi 2:32=12 sztuk tj. :

0,20), (021), (0,30), (0,31), (04,0, (041), (1,2,0), (1,21), (13,0), (1,3,1), (1,4,0), (1,41).

Zauwazymy, ze tylko punkty:

(0,3,0), (0,3,1), (0,4,0), (0,4,1), (1,2,0), (1,3,0), (1,4,0)

naleza do zbioru rozwigzan uktadu nieréwnosci (N,*), tj. ich wspol-
rzedne ten ukfad spetniaja.

Z poréwnania wartosci funkcji na tych punktach wida¢ natych-
miast, ze maksimum globalne jest réwne:

£(1,2,0)=20.

Rysunek 1.
Rys.6 A
i /"“(P'D‘:*) .
Y/ (1,0,0)
(0,3,1 4
N X —=1{2.0)
2% 20T
at S -
2 N 4
o S S
o “:‘?
Sy &
@ 6:""
&
.
PRZYKLAD 2.

Firma produkujaca samoloty otrzymata dodatkowa oferte zwiek-
szenia produkcji samolotow typéw: S, S, S, w scisle okreslonym ter-
minie. Po analizie mozliwosci okazalo sie, Ze glowne ograniczenia w
dodatkowej produkagji, to ilos¢ dostepnych w tym czasie dodatkowych
roboczodni (w ilo$ci 325) oraz zapasy specjalnych $rodkéw D, i D,
(w ilosciach 54 i 40 kilogramow) potrzebnych do produkcji, a ktérych
w tym czasie podwykonawca nie zdazy dostarczy¢. Ograniczenia te

(wraz z zyskami z produkcji samolotéw) podaje ponizsza tabelka:
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Wyréb | ilos¢ roboczodni | ilo§¢ zuzytego ilo§¢ zuzytego | zyski w milionach
$rodka D, $rodka D, dolaréw
S, 15 5 4 30
S, 40 2 4 50
S, 100 10 5 120

Firma chce zbudowa¢ model decyzyjny pozwalajacy osiagnac na
produkcji powyzszych wyrobéw maksymalny zysk.

Mozemy najpierw sprawdzi¢ przy pomocy metody simpleks czy
powyzsze zadanie programowania liniowego posiada rozwiazanie
optymalne w przypadku, gdy nie zakladamy o x, , ze sa catkowite.
Ustalmy na poczatku zmienne decyzyjne: x-ilos¢ produkowanych
sztuk samolotéw typu S, , i podobnie x,, x, odpowiednio ilosci pro-
dukowanych sztuk samolotow typdéw S, i S.. Nasza funkcja celu jest w
tym przypadku funkcja zysku z produkcji wyrobow S, S, S

2 2;

£(x,, %, x,)=30x,+50x,+120x.
(jednostka ptatnicza jest jeden milion)
Wypiszmy ograniczenia wynikajace z produkcji:

15x1+40x2+100x3325
(N7, 5x,+2x+ 10x,< 54
4x,+4x+ 5x,< 40

x, >0 dlai=1,2,3, oraz x, catkowite.

Powyzsze zagadnienie sprowadzamy do zagadnienia réwnowaz-
nego:
£0¢, X, X5y ,y )= 30x,+50x,+120x,+0y,+0y,+0y, -maksimum
15x,+40x,+100x,+y, =325
U 5x, +2x,+10x, +y, =54
4x,+4x,+ 5x, +y,=40

x, >0 dlai=1,2,3 > 0dlaj=1,2,3.
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Z powyzszej tabelki wynika, Ze zadanie wyjsciowe posiada rozwig-
zanie optymalne (***/ ., >/, ,,*°/,,), na ktérym funkcja osigga maksimum
globalne réwne:

54/

472407407BE(* 50 1 >/ ,,)-

Z faktu tego mozemy wyciagna¢ wnioski:

1. 1) istnieje réwniez rozwigzanie optymalne o wspdtrzednych cal-
kowitych (niezaleznie od tego, czy zbidr rozwigzan ukfadu nie-
rownosci (N',,) jest ograniczony czy nie).

2. 2) rozwigzania optymalnego o wspotrzednych catkowitych na-
lezy szukac¢ wsrod punktéw o wspoétrzednych catkowitych leza-
cych w czes$ci ograniczonej przez wierzchotki zbioru rozwigzan
uktadu nieréwnosci (N',) (takich punktow jest tylko skoriczona
ilos¢).

Oczywiscie nie mozemy tu dokona¢ zwyklego zaokraglenia wyni-
ku, gdyz w gre wchodza zbyt duze sumy. Musimy wiec najpierw zna-
lez¢ wszystkie punkty o wspotrzednych catkowitych lezace w zbiorze
rozwigzan ukfadu nieréwnosci (N',), a nastepnie poréwnac na tych
punktach wartosci funkgcji. Dla znalezienia powyzszych punktow trze-
ba rozwigzac¢ uktad nieréwnosci (N',), ktory sprowadzilismy do réw-
nowaznego uktadu réwnan (U,,) o nieujemnych zmiennych.

Bedziemy szukac nieujemnych rozwigzan bazowych uktadu (U ),
ktore po obcigciu do pierwszych trzech wspdétrzednych dadza nam
wierzchotki zbioru rozwigzan uktadu nieréwnosci (N°).

Zbidr rozwiazan jest wieloScianem i mozna go opisac przy pomocy
nastepujacych wierzchotkéw:

eX(Z)Z{(O,O,O), (O/O/ 13/4)/ (101010)/ (0165/8/0)/ (43/7701 163/70)/ (3/7/0)/ (26/3101 16/15)

1267 53 50
( /189’ 54/ /27)}'

Z postaci wierzchotkéw wynika, ze wspotrzedne punktow , catko-
witych” lezace w zbiorze rozwigzan uktadu nieréwnosci (N', ) musza
spetnia¢ warunki:

0<x <10, 0<x,<8(%),  0<x,<3(<™)

Ujmujac rzecz geometrycznie wypukty wieloscian rozwiazan musi
sie¢ zawiera¢ w pewnym prostopadloscianie. Wszystkich , podejrza-
nych” punktéw bedzie 11:9-4=396 sztuk, z ktdrych tylko niektére nale-
za do zbioru rozwigzan uktadu nieréwnosci (N,), tj. ich wspdtrzedne
ten uklad spetniaja Czyli w zbiorze punktéw o wspdtrzednych catko-
witych postaci:
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ZC={(X1, X, X,): 0<Xx, <10, 0<x, <8, 0< X, < 3}=
={(x, x,, x,): x=0,1,...,10, x,=0,1,2,...8, x,=0,1,2,3}

Szukamy takiego, ktory nalezy do zbioru rozwigzan uktadu nierow-
nosci i na ktérym forma liniowa ma wartos¢ najwieksza. Oczywiscie
mozna wypisa¢ najpierw wszystkie 396 punktéw a nastepnie wybrac
tylko te, ktore spetniaja nieréwnos¢. Na koniec poréwnujac wartosci
formy na tych ostatnich (tu mozna postuzy¢ si¢ prostym programem
komputerowym) mozna znalez¢ punkt optymalny. Jedli zadanie wy-
konujemy , recznie”, a chcemy zaoszczedzic sobie czasu, to znajdziemy
najpierw ,najlepsze” zaokraglenie rozwigzania optymalnego ("/
5. 1,,) =(6,70; 098; 1,85) . Z postaci zbioru Z_wynika, ze mozliwe
tu sa rowniez zaokraglenia w gore. Trzeba tu jednak uwaza¢, gdyz np.
punkt (71,2)€ Z, ale nie spetnia nieréwnosci (N',,). Ponadto f(71,2)=
500.000.000> 472407407=£(""/ ., */,,, *°/,.))- Rozwazymy nastepujace za-
okraglenia:

a) zaokraglenie (6,1,2) nie spetnia nieréwnosci (N, ),

cho¢ £(6,1,2)=470.000.000 bytoby maksymalne.

b) zaokraglenie (6,0,2) spelnia nieréwnos¢ (N, )

oraz £(6,0,2)=420.000.000

¢) zaokraglenie (7,0,2) nie spetnia nieréwnos¢ (N,

d) zaokraglenie (71,1) spelnia nieréwnos¢ (N, )

oraz f(7,1,1)=380.000.000

Poniewaz wspotczynniki formy liniowej sg catkowitymi wielokrot-
nosciami miliondéw, a szukamy jej wartosci na punktach o wspoétrzed-
nych catkowitych nalezacych do zbioru rozwigzan uktadu (N°), to
wartosci te tez musza by¢ catkowitymi wielokrotnosciami milionow.
Co wiecej, wartosci te nie moga przekraczac liczby 470.000.000 (wobec
optymalnej wartosci 472407407). Na razie ,najlepsze” zaokraglenie
rozwigzania optymalnego, to (6,0,2) z wartoscia 420.000.000. Zauwa-
zymy jednak z poréwnywania wartosci na wierzchotkach, ze , lepsze”
rozwiazanie, to wierzchotek o wspotrzednych catkowitych (3,7,0) leza-
cy w catkiem innej czesci wielo$cianu rozwiagzan, gdyz

£(3,7,0)= 90.000.000+350.000.000=440.000.000

Zbadamy teraz czy istnieje jakies inne ,lepsze” rozwigzanie. W tym
celu bedziemy wyszukiwa¢ punkty ze zbioru Z, na ktérych wartos¢
funkcji wynosi co najmniej 440.000.000 i ktore naleza do zbioru roz-
wigzan uktadu (N, ). Sprawdzimy najpierw punkty, ktére maja trzecig
wspolrzedna réwna 0 tj. punkty postaci (x,, x,,0) € Z, ktore sa ,lepsze”
niz wierzchotek (3,7,0) ;

* punkty (x,8,0), gdzie x>0 nie spetniaja pierwszej nieréwnosci
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ukfadu (N",). Dla (0,8,0) mamy f£(0,8,0)=400.000.000
* punkty (x,70), gdzie x>3 nie speiniaja trzeciej nieréwnosci ukta-
du (N,
* punkty (x,6,0), gdzie x,>4 nie spetniaja trzeciej nieréwnosci ukta-
du (N",)). Dla (4,6,0) mamy £(4,6,0)=420.000.000
* punkty (x,5,0), gdzie x,>5 nie spetniaja trzeciej nieréwnosci ukta-
du (N",)). Dla (5,5,0) mamy f(5,5,0)=400.000.000
* punkty (x,4,0), gdzie x;>6 nie spetniaja trzeciej nierdwnosci ukta-
du (N",). Dla (6,4,0) mamy £(6,4,0)=380.000.000
* punkty (x,3,0), gdzie x,>7 nie spetniaja trzeciej nieréwnosci ukta-
du (N°,)). Dla (7,3,0) mamy £(7,3,0)=360.000.000
Podobnie punkty (x,2,0) oraz punkty (x,1,0)i (x,,0,0) tez nie dadza
optymalnego.
Sprawdzimy nastepnie punkty, ktére maja trzecia wspotrzedna
réowna 1 tj. punkty postaci

x, x, ) Z,

ktore sa ,lepsze” niz punkt (71,1):

Punkty (x, x,,1) € Z, gdzie x,>5 nie spetniaja pierwszej nieréwnosci
ukfadu (N°)).

Dla (1,5,1) mamy £(1,5,1)=380.000.000 (punkty (x,5,1), gdzie x>1 nie
spelniaja pierwszej nierdéwnosci uktadu (N°,,))

Dla (4,4,1) mamy £(4,4,1)=440.000.000(punkty (x,4,1), gdzie x>4 nie
spelniajg pierwszej nierdéwnosci uktadu (N°,,))

Dla (5,3,1) mamy £(5,3,1)=400.000.000(punkty (x,,3,1), gdzie x>5 nie
spelniaja trzeciej nierownosci ukladu=

Wida¢, ze punkty (x,2,1) oraz punkty (x,11)i (x,0,1) nie dadza
optymalnego.

Sprawdzimy nastepnie punkty, ktére maja trzecia wspotrzedna
réowna 2 tj. punkty postaci

x, x,2)€ Z,

ktore sa ,lepsze” niz punkt (6,0,2):

Dla (0,3,2) mamy £(0,3,2)=350.000.000 (punkty (x,,3,2), gdzie x>0 nie
spelniaja pierwszej nieréwnosci uktadu (N°,,))

Dla (3,2,2) mamy f£(3,2,1)=390.000.000(punkty (x,2,2), gdzie x>3 nie
spelniaja pierwszej nierdéwnosci uktadu (N°,,))

Dla (5,1,2) mamy £(5,1,2)=400.000.000(punkty (x,1,2), gdzie x>5 nie
spelniaja trzeciej nierdwnosci uktadu (N',)))

Widag, ze punkty (x,,0,2) nie dadzg optymalnego. Podobnie punkty
(x,,0,3).
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Odpowiedz matematyczna: Mamy dwa punkty optymalne o wspot-
rzednych catkowitych : (4,4,1) i (3,7,0).

Odpowiedz ekonomiczna: Produkujac cztery samoloty typu S,
cztery samoloty typu S, i jeden samolot typu S, firma osiggnie mak-
symalny zysk wynoszacy 440.000.000 dolaréw. Taki sam zysk mozna
osiggnac¢ produkujac trzy samoloty typu S, oraz siedem samolotow

typuS,.

Bibliografia:

1. Grabowski W., Programowanie matematyczne, PWE, 1980.

2. JedrzejczykZ. KukutaK.,Skrzypek]., WalkoszA.., Badaniaoperacyjnewprzyktadach
i zadaniach. PWN 2005.

3. Nykowski L, Programowanie liniowe, PWE, 1980.

4. Trzaskalik T.. Modelowanie optymalizacyjne, Absolwent 2001.

5. Wtodarski T., Algebra liniowa programowanie liniowe w zadaniach i zastosowaniach
ekonomicznych Lo6dz, 2011.

WHOLENUMBERS LINEAR PROGRAMMING BY DIPPING IN A CUBOID

Key words: wholenumbers programming, methods of the wholenumbers program-
ming

Summary

Wholenumbers linear programming is a special case of a linear programming pro-
blem in which we also assume that all (or only some) decision variables take only
positive integer values (which can be, for example quantity of goods produced and
the amount of cuts made certain items, etc.). Isolating this type of task is all the more
necessary that the use of the simplex method to solve them does not often leads to
the optimal solution (after rounding). However, in certain tasks such as the produc-
tion of a relatively small quantities of very expensive goods, approximations are not
at all acceptable. We want to make absolutely sure that we get the optimal solution
with integer coordinates. Thanks to, a fairly transparent method of immersion in a
cuboid, we can get that certainty.



