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Emil PANEK1 

Niestacjonarna gospodarka Gale’a 
z graniczną technologią i wielopasmową 

magistralą produkcyjną.  
„Słaby”, „silny” i „bardzo silny” efekt magistrali 

1. WPROWADZENIE

 W artykule Panek (2016b) zaproponowano uogólnienie pojęcia magistrali 
produkcyjnej w gospodarce Gale’a poprzez zastąpienie pojedynczej magistrali 
(pojedynczego promienia von Neumanna) zwartą wiązką magistral, nazwaną 
tam umownie magistralą wielopasmową. W efekcie udowodniono „słabe” twier-
dzenie o wielopasmowej magistrali produkcyjnej w stacjonarnej gospodarce 
Gale’a (ze stałą w czasie technologią). Jego dowód w przypadku niestacjonarnej 
gospodarki Gale’a z wielopasową magistralą produkcyjną i graniczną technolo-
gią zawiera praca Panek (2017a). 
 Obecnie prezentujemy – obok „słabego” twierdzenia – także dowód „silnego” 
oraz „bardzo silnego” twierdzenia o magistrali produkcyjnej w niestacjonarnej 
gospodarce Gale’a z wiązką magistral i technologią zbieżną z upływem czasu 
do pewnej technologii granicznej. 

2. PODSTAWOWE ZAŁOŻENIA I DEFINICJE

 Wersja stacjonarna modelu, którym zajmujemy się dalej, została przedstawio-
na w artykułach Panek (2016b, 2017b). Poniżej prezentujemy jego postać nie-
stacjonarną. Zakładamy, że czas zmienia się skokowo, ݐ ൌ 0, 1, …. W gospodar-
ce mamy ݊ towarów, przez ݔሺݐሻ ൌ ൫ݔଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݔ … ,  ሻ൯ oznaczamy wektorݐ௡ሺݔ
towarów zużywanych w okresie ݐ (nazywamy go wektorem nakładów), przez 
ሻݐሺݕ ൌ ൫ݕଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݕ … , -ሻ൯ wektor towarów wytwarzanych w tym okresie (naݐ௡ሺݕ
zywamy go wektorem wyników lub produkcji). Jeżeli z nakładów ݔሺݐሻ można 
wytworzyć produkcję ݕሺݐሻ, to mówimy, że para ൫ݔሺݐሻ, -ሻ൯ opisuje technologiczݐሺݕ
nie dopuszczalny proces produkcji w okresie ݐ. Zbiór wszystkich technologicznie 
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dopuszczalnych procesów produkcji w gospodarce w okresie ݐ	oznaczamy przez 
ܼሺݐሻ ⊂ ܴାଶ௡. Nazywamy go przestrzenią produkcyjną Gale’a (w okresie ݐ). Zapis 
ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሺݐሻ (lub ൫ݔሺݐሻ, ሻ൯ݐሺݕ ∈ ܼሺݐሻ) mówi, że w okresie ݐ z wektora nakładów ݔ 
możliwe jest wytworzenie wektora produkcji ݕ. 
 Zakładamy, że przestrzenie produkcyjne ܼሺݐሻ, ݐ ൌ 0, 1, …, spełniają następują-
ce warunki: 
 
(G1) ∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ଶሻݕ ∈ ܼሺݐሻ	∀	ߣଵ, ଶߣ ൒ 0	൫ߣଵሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ,ଶݔଶሺߣ ଶሻݕ ∈ ܼሺݐሻ൯	 
 
(warunek proporcjonalności nakładów i wyników oraz addytywności procesów 
produkcyjnych). 
 
(G2) ∀ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሺݐሻ	ሺݔ ൌ 0 ⇒ ݕ ൌ 0ሻ 
 
(warunek “braku rogu obfitości”). 
 
(G3) ∀ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሺݐሻ	∀ݔᇱ ≧ 0	∀	ݔ ≦ ᇱݕ ≦ ,ᇱݔ൫ሺ ݕ ᇱሻݕ ∈ ܼሺݐሻ൯ 
 
(możliwość marnotrawstwa nakładów i/lub wyników). 
 
(G4) Przestrzenie produkcyjne ܼሺݐሻ są zbiorami domkniętymi w ܴାଶ௡. 
 
(G5) ܼሺ0ሻ ് ∅	 ∧ ܼሺݐሻ ⊆ ܼሺݐ ൅ 1ሻ ⊆ ⋯ ⊆ ܼ i ܼ jest takim najmniejszym zbiorem 

domkniętym w	ܴାଶ௡ zawierającym wszystkie przestrzenie produkcyjne ܼሺݐሻ, 
że jeżeli ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ oraz ݔ ൌ 0, to ݕ ൌ 0 (tj. zachodzi warunek (G2)). 

 
 Zbiór	ܼ nazywamy graniczną przestrzenią produkcyjną. Jeżeli ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ to 
znaczy, że w świetle granicznej technologii możliwe jest wytworzenie wektora 
produkcji ݕ	z wektora nakładów ݔ. Gospodarkę z przestrzeniami produkcyjnymi 
spełniającymi warunki (G1)–(G5) nazywamy niestacjonarną gospodarką Gale’a  
z graniczną technologią2. Łatwo pokazać, że graniczna przestrzeń produkcyjna 
ܼ, podobnie jak przestrzenie produkcyjne ܼሺݐሻ, ݐ ൌ 0, 1, …	, spełnia warunki  
(G1)–(G4), zob. Panek (2016, tw. 1). Wprost z definicji wynika, że zbiory ܼሺݐሻ, 
ݐ ൌ 0, 1, …	, są stożkami domkniętymi w ܴାଶ௡ z wierzchołkami w 0. Własność tę 
ma również graniczna przestrzeń produkcyjna ܼ. 
 Wybierzmy okres czasu ݐ. Jeżeli ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሺݐሻ ∖ ሼ0ሽ, to ݔ ് 0 i istnieje nieu-
jemna liczba ߙሺݔ, ሻݕ ൌ maxሼ|ߙ	ݔߙ ≦ -ሽ. Nazywamy ją wskaźnikiem technoloݕ
gicznej efektywności procesu ሺݔ,  Analogicznie definiujemy .(ݐ w okresie) ሻݕ
                      

2 W literaturze przestrzenie (zbiory) ܼሺݐሻ spełniające warunki (G1)–(G4) nazywane są przestrze-
niami (zbiorami technologicznymi) Gale’a. W stacjonarnej gospodarce Gale’a mamy ܼሺݐሻ ൌ ܼ ൌ	
ൌ .ݐݏ݊݋ܿ , ݐ ൌ 0, 1, … ; zob. np. Nikaido (1968, rozdz. IV), Makarov, Rubinov (1977), McKenzie (2005), 
Panek (2003, rozdz. 5), Takayama (1985, rodz. 7). 
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wskaźnik technologicznej efektywności granicznego procesu ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ. 
Dalej interesują nas wyłącznie nietrywialne procesy	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሺݐሻ ∖ ሼ0ሽ oraz 
ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ. 
 Jeżeli zachodzą warunki (G1)-(G5), wówczas (Takayama; 1985, tw. 6.A.1): 
— funkcja ߙ jest dodatnio jednorodna stopnia 0 na ܼሺݐሻ ∖ ሼ0ሽ, ݐ ൌ 0, 1, …	,	oraz 

ܼ ∖ ሼ0ሽ, 0 
— ∃	ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ ൬ߙሺ̅ݔ, തሻݕ ൌ max

ሺ௫,௬ሻ∈௓∖ሼ଴ሽ
,ݔሺߙ ሻݕ ൌ ெߙ ൒ 0൰. 

 Proces ሺ̅ݔ, -തሻ nazywamy optymalnym procesem produkcji w gospodarce Gaݕ
le’a z graniczną technologią. Jest on określony z dokładnością do mnożenia 
przez dowolną stałą dodatnią (z dokładnością do struktury). Liczbę ߙெ nazywa-
my optymalnym wskaźnikiem technologicznej efektywności produkcji w gospo-
darce Gale’a z graniczną technologią. 
 Zakładamy, że graniczna przestrzeń produkcyjna ܼ pozwala na wytworzenie 
każdego towaru: 
 
(G6) 	∀݅ ∈ ሼ1, 2, … , ݊ሽ	∃ሺݔ௜, ௜ሻݕ ∈ ܼ	൫ݕ௜

௜ ൐ 0൯. 

 
 Warunek ten zapewnia, że optymalny wskaźnik technologicznej efektywności 
produkcji w gospodarce Gale’a z graniczną technologią jest liczbą dodatnią. 

Przyjmijmy oznaczenie: 
 

ܼ௢௣௧ ൌ ሼሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ|	αሺ̅ݔ, തሻݕ ൌ ெߙ ൐ 0ሽ 

 
(zbiór wszystkich optymalnych procesów produkcji w gospodarce Gale’a z gra-
niczną technologią). Przy założeniach (G1)–(G5) zbiór ܼ௢௣௧ jest stożkiem nie 
zawierającym 0, mającym m.in. następujące własności3: 
 

∀ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧ሺ̅ݔ ൒ 0 ∧ തݕ ൒ 0ሻ 

 
oraz 
 

∀ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧ ቀሺ̅ݔ, ሻݔெ̅ߙ ∈ ܼ௢௣௧ ∧ ሺݕത, തሻݕெߙ ∈ ܼ௢௣௧ቁ. 

 
 O wektorze4 ̅ݏ ൌ ௬ത

‖௬ത‖
 mówimy, że charakteryzuje strukturę produkcji w procesie 

ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧. Przez  

                      
3 Zob. Panek (2016b, tw. 1). Jeżeli ݔ ∈ ܴ௡ (݊ ൒ 2ሻ, wtedy warunek ݔ ൒ 0 oznacza, że nieujemny 

wektor ݔ ma co najmniej jedną współrzędną dodatnią. Warunek ݔ ≧ 0 jest równoważny z tym, że 
ݔ ൒ 0	lub ݔ ൌ 0. 



376 Przegląd Statystyczny, tom LXV, zeszyt 4, 2018 
 

ܵ ൌ ൜ݏ	|	∃ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧	 ൬ݏ ൌ
തݕ
‖തݕ‖

൰ൠ 

 
oznaczamy zbiór wektorów struktury produkcji we wszystkich procesach 
ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧. Przy przyjętych założeniach zbiór ܵ	jest niepusty, wypukły i zwarty; 
Panek (2016b, tw. 2(i)). O każdej półprostej 
 

௦ܰ ൌ ሼߣ|ݏߣ ൐ 0ሽ, ݏ ∈ ܵ, 
 

mówimy, że tworzy tzw. promień von Neumanna (magistralę produkcyjną)  
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczną technologią. Zbiór 
 

ࡺ ൌ ⋃ ௦ܰ௦∈ௌ   
 
lub równoważnie 
 

ࡺ ൌ ሼߣ|ݏߣ ൐ 0, ݏ ∈ ܵሽ 
 
nazywamy wielopasmową magistralą produkcyjną w gospodarce Gale’a z gra-
niczną technologią. 
 Niech ݌ ൌ ሺ݌ଵ, ଶ݌ … , ௡ሻ݌ ൒ 0 oznacza wektor cen towarów w gospodarce  
z graniczną technologią. Jeżeli ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ,	wówczas liczbę5 
 

,ݔሺߚ ,ݕ ሻ݌ ൌ
,݌〉 〈ݕ
,݌〉 〈ݔ

 

 
(tam gdzie 〈݌, 〈ݔ ് 0) nazywamy wskaźnikiem ekonomicznej efektywności pro-
cesu ሺݔ, ,ݔJeżeli ሺ̅ .݌ ሻ przy cenachݕ തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧, to o trójce ሼߙெ, ሺ̅ݔ, ,	തሻݕ -ሽ spełnia	̅݌
jącej warunki: 
 
ݔெ̅ߙ		  ≦ ഥ,ݕ  (1)
 
 ∀	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ	ሺ〈̅݌, 〈ݕ ൑ ,̅݌〉ெߙ ሻ (2)〈ݔ
 
,̅݌〉  〈തݕ ൐ 0, (3)
 
mówimy, że tworzy optymalny stan równowagi von Neumanna w niestacjonarnej 
gospodarce Gale’a z graniczną technologią (krótko: stan równowagi von Neu-
manna). Wektor ̅݌ nazywamy wektorem cen von Neumanna. Ceny ̅݌ oraz pro-
ces produkcji ሺ̅ݔ,  തሻ są w równowadze określone z dokładnością do mnożeniaݕ
przez stałą dodatnią (z dokładnością do struktury). 
                      

5 Przez 〈ܽ, ܾ〉 oznaczamy iloczyn skalarny wektorów ܽ, ܾ ∈ ܴ௡: 〈ܽ, ܾ〉 ൌ ∑ ܽ௜ܾ௜
௡
௜ୀଵ . 
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 W ogólnym przypadku, bez dodatkowych założeń taki stan równowagi może 
nie istnieć. Aby zapewnić istnienie optymalnego stanu równowagi von Neuman-
na, w literaturze z reguły przyjmuje się mocne i trudne do zweryfikowania złoże-
nie, że przestrzeń produkcyjna (w naszym przypadku graniczna przestrzeń pro-
dukcyjna) spełnia tzw. warunek regularności głoszący, w najprostszej wersji, iż 
w optymalnym procesie produkcji wytwarzane są wszystkie towary, czyli jeżeli 
ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧, to ݕത 	൐ 06. My postulat regularności przestrzeni produkcyjnej zastą-
pimy mającym naturalną interpretację warunkiem (G7). Przy jego sformułowaniu 
korzystamy z pewnej własności gospodarki Gale’a z graniczną technologią,  
o której mówi poniższy lemat.  
ᇝ Lemat 1. Jeżeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczną technologią 
(spełniającej warunki (G1)–(G6)) w pewnym dopuszczalnym procesie 
ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ	struktura nakładów ௫

‖௫‖
 lub produkcji ௬

‖௬‖
 różni się od struktury 

magistralnej, 
 

 ௫

‖௫‖
∉ ܵ	 ∨ 	

௬

‖௬‖
∉ ܵ, 

 
to technologiczna efektywność takiego procesu jest niższa od optymalnej. 
Dowód. Niech ݔ ∈ ,ݔWówczas para ሺ	.ࡺ	 ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ z wektorem ݕ ൌ  tworzy ݔெߙ
optymalny proces produkcji w gospodarce Gale’a z graniczną technologią, czyli 
ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ௢௣௧. Zatem 
 

ݔ∀ ∈ ݕ∃	ࡺ ∈ ܴା௡൫ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ\ሼ0ሽ ∧ ,ݔሺߙ ሻݕ ൌ ெߙ ൐ 0൯. 
 
 Jeżeli jednak ݔ ∉ ,ݔwtedy technologiczna efektywność procesu ሺ ,ࡺ ሻݕ 	∈
ܼ\ሼ0ሽ	jest niższa od optymalnej. Istotnie, zakładając ሺݔ, ሻݕ 	∈ ܼ\ሼ0ሽ	oraz 
,ݔሺߙ ሻݕ ൌ ,ݔெ dostajemy: ሺߙ ሻݕ ∈ ܼ௢௣௧	, czyli ሺݔ, ሻݔெߙ ∈ ܼ௢௣௧.	Wtedy ݔ ∈  wbrew ,ࡺ
założeniu. 
 Podobnie, jeżeli ݕ ∈ ݔ to biorąc wektor nakładów ,ࡺ	 ൌ  otrzymujemy ݕெିଵߙ	
dopuszczalny proces ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ	z technologiczną efektywnością ߙሺݔ, ሻݕ ൌ
,ݔሺ	ெ,wiecߙ ሻݕ ∈ ܼ௢௣௧. Zatem 
 

ݕ∀ ∈ ݔ∃	ࡺ ∈ ܴା௡൫ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ\ሼ0ሽ ∧ ,ݔሺߙ ሻݕ ൌ ெߙ ൐ 0൯. 
 
 Załóżmy teraz, że 	ሺݔ, ሻݕ 	∈ ܼ\ሼ0ሽ, ݕ ∉ ,ݔሺߙ i ࡺ	 ሻݕ ൌ ,ݔெ. Wówczas ሺߙ ሻݕ ∈ ܼ௢௣௧ 
oraz ሺݕ, ሻݕெߙ ∈ ܼ௢௣௧, tzn. ݕ ∈  :wbrew założeniu. Reasumując ,ࡺ	
 
 ∀	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽሺݔ ∉ ࡺ	 ∨ ݕ ∉ ࡺ	 ⇒ ,ݔሺߙ ሻݕ ൏ ெሻ. (4)ߙ

                      
6 Warunku regularności nie muszą generalnie spełniać przestrzenie produkcyjne ܼሺݐሻ. Jeżeli jed-

nak jest on spełniony w pewnym okresie ݐᇱ, to wobec (G5) musi zachodzić także ∀ݐ ൐  ᇱ. O jegoݐ
innych wersjach zob. np. Panek (2003, rozdz. 5, tw. 5.4), (2016b, p. 6, warunek (G7’)). 



378 Przegląd Statystyczny, tom LXV, zeszyt 4, 2018 
 
 Tezę otrzymujemy zważywszy że warunek ݔ ∉ jest równoważny z ௫ ࡺ	

‖௫‖
∉ ܵ, 

podobnie warunek ݕ ∉ jest równoważny z ௬ ࡺ	

‖௬‖
∉ ܵ.                                          ∎ 

 Najwyższą efektywność technologiczną produkcji ߙெ gospodarka Gale’a  
z graniczną technologią osiąga tylko w równowadze. Zgodnie z definicją (warun-
ki (1)–(3)) gospodarka w równowadze osiąga także najwyższą efektywność 
ekonomiczną (równą technologicznej efektywności ߙெሻ.	Nie znaczy to jednak, że 
maksymalną efektywność ekonomiczną – podobnie jak najwyższą efektywność 
technologiczną – niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczną technologią 
może (beż dodatkowych założeń) osiągać tylko w równowadze. Zapewnia to 
następujący warunek: 
 
(G7) ∀	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽሺߙሺݔ, ሻݕ ൏ ெߙ ⇒ ,ݔሺߚ ,ݕ ሻ̅݌ ൏  .ெሻߙ
 
 Warunek ten łącznie z (G1)–(G6) jest istotny także dlatego, że gwarantuje 
istnienie optymalnego stanu równowagi von Neumanna, niezależnie od warunku 
regularności. Mówi o tym poniższe twierdzenie. 
ᇝ Twierdzenie 1. Jeżeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczną techno-
logią spełnia warunki (G1)–(G6), to istnieją takie ceny ̅݌ ൒ 0, przy których za-
chodzi warunek (2). Gdy spełniony jest ponadto warunek (G7), to każda trójka 
ሼߙெ, ሺ̅ݔ, ,തሻݕ ,ݔഥሽ, z dowolnym procesem produkcji ሺ̅	݌ തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧, tworzy stan równo-
wagi von Neumanna (spełnia warunki (1)—(3)). 
Dowód7. Jeżeli ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧, to oczywiście 	ߙெ̅ݔ ≦  .ത i zachodzi warunek (1)ݕ
Weźmy graniczną przestrzeń produkcyjną ܼ i utwórzmy zbiór 
 

ܥ ൌ ሼܿ ∈ ܴ௡|	ܿ ൌ ݔெߙ െ ,ݕ ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሽ. 
 
 Zbiór ten jest stożkiem wypukłym w ܴ௡ (jako liniowy obraz stożka ܼ) nie za-
wierającym wektorów ujemnych. Istotnie, gdyby istniał taki proces ሺݔᇱ, ᇱሻݕ ∈ ܼ, że 
ܿᇱ ൌ ᇱݔெߙ െ ᇱݕ ൏ 0, to znalazłaby się również taka liczba ߝᇱ ൐ 0, że prawdziwa 
byłaby nierówność ሺߙெ ൅ ᇱݔᇱሻߝ ≦  :ᇱ. Wówczas zachodziłby także warunekݕ
 

ெߙ ൌ
}0{\),(

),(max
Zyx

yx

 ൒ ,ᇱݔሺߙ ᇱሻݕ ൒ ெߙ ൅  ,ᇱߝ

 
co jest oczywiście niemożliwe. Zbiór 
 

ܦ ൌ ܥ ൅ ܴା௡ ൌ ሼܿ ൅ ܿ|ݔ ∈ ,ܥ ݔ ∈ ܴା௡ሽ 
 
też jest stożkiem wypukłym z wierzchołkiem w 0 (jako suma pary stożków)  
nadal nie zawierającym wektorów ujemnych (nie ma ich bowiem w żadnym ze 

                      
7 Dowód warunków (1), (2) przytaczamy za Panek (2003, tw. 5.4), dowód warunku (3) jest wzoro-

wany na Panek (2017a, tw. 4). 
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zbiorów ܥ, ܴା	௡ ) oraz ܥ ⊂  należą wektory jednostkowe ܦ Natomiast do .ܦ
݁௜ ൌ ሺ0,… , 1, … , 0ሻሻ, ݅ ൌ 1, 2, … , ݊. Z twierdzenia o hiperpłaszczyźnie oddzielają-
cej wnioskujemy, że istnieje taki wektor ̅݌ ് 0, że 
 

∀݀ ∈ ,̅݌〉ሺܦ ݀〉 ൒ 0ሻ. 
 
 Ponieważ ݁௜ ∈ ,ܦ ݅ ൌ 1, 2, … , ݊, więc ̅݌௜ ൒ 0, ݅ ൌ 1, 2, … , ݊. W szczególności 
 

∀ܿ ∈ ,̅݌〉ሺܥ ܿ〉 ൒ 0ሻ, 
 
czyli 
 

∀ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼሺ〈̅݌, ݔெߙ െ 〈ݕ ൒ 0ሻ, 
 
tzn. zachodzi warunek (2). 
 
 Pokażemy, że jeżeli tak wyznaczony wektor cen ̅݌ spełnia warunek (G7), to 
zachodzi także warunek (3). W tym celu weźmy dowolny proces ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧.  
Z (1), (2) otrzymujemy 〈̅݌, 〈തݕ ൌ ,̅݌〉ெߙ 〈ݔ̅ ൒ 0, natomiast zgodnie z definicją proce-
su optymalnego: 
 

∃݇ ቀߙሺ̅ݔ, തሻݕ ൌ min
௜

௬ത೔
௫̅೔
ൌ

௬തೖ
௫̅ೖ
ൌ ெߙ ൐ 0ቁ. 

 
 Niech ݔ෤ ൌ ݔ̅ ൅ ݁௞, gdzie ݁௞ ൌ ሺ0,… , 1, … ,0ሻ, jest n-wymiarowym wektorem  
z k-tą współrzędną równą 1. W gospodarce Gale’a z graniczną technologią para 
ሺݔ෤,  തሻ jest procesem dopuszczalnym (w myśl (G3)), ale nie optymalnym, gdyżݕ
,෤ݔሺߙ തሻݕ ൏  ,ெ. Wówczas, wobec (G7)ߙ
 
,෤ݔሺߚ  ,തݕ ሻ̅݌ ൏ ெ. (5)ߙ
 
 Załóżmy, że 〈̅݌, 〈തݕ ൌ 0, wtedy ̅݌௞ ൌ 0, czyli 〈̅݌, 〈෤ݔ ൌ ,̅݌〉  ,Jednocześnie z (1) .〈ݔ̅
(2) wynika, że 〈̅݌, 〈ݔ̅ ൌ 0,	zatem: 
 

,෤ݔሺߚ ,തݕ ሻ̅݌ ൌ
,̅݌〉 〈തݕ
,̅݌〉 〈෤ݔ

ൌ
,̅݌〉 〈തݕ
,̅݌〉 〈ݔ̅

ൌ
0
0
, 

 
co przeczy (5) i zamyka dowód.                                                                           ∎ 
 Przy dowodach twierdzeń o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a 
z graniczną technologią (twierdzenia 2–4) będzie nam potrzebny następujący 
lemat, który jest dostosowaną do specyfiki naszego modelu wersją lematu Rad-
nera (1961). 
ᇝ Lemat 2. Jeżeli spełnione są warunki (G1)–(G7), to  
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ߝ∀  ൐ ఌߜ∃	0 ∈ ሺ0, ,ݔெሻ∀ሺߙ ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ	ሺ݀ሺݔ, ሻࡺ ൒ ߝ ⇒ ,ݔሺߚ ,ݕ ሻ̅݌ ൑ ெߙ െ ఌሻ, (6)ߜ
 
gdzie 

݀ሺࡺ,ݔሻ ൌ inf
௫ᇲ∈ࡺ

ฯ
ݔ
‖ݔ‖

െ
ᇱݔ

‖ᇱݔ‖
ฯ 

 
jest miarą odległości (kątowej) wektora ݔ od wielopasmowej magistrali ࡺ. 
Dowód, Panek (2017a, tw. 5).                                                                             ∎ 
 Warunek (6) jest równoważny z następującym: 
 
ఌߜ∃  ∈ ሺ0, ,ݔெሻ∀ሺߙ ሻݕ ∈ ܼሺߝሻሺ〈̅݌, 〈ݕ ൑ ሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻߜ ሻ, (6’)〈ݔ
 
gdzie 
 

ܼሺߝሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ|݀ሺݔ, ሻࡺ ൒   .ሽ	ߝ
 

3. DOPUSZCZALNE I OPTYMALNE PROCESY WZROSTU. 
TRZY TWIERDZENIA O MAGISTRALI 

 
 Standardowo przyjmujemy, że: 
— ustalony jest horyzont ܶ ൌ ሼ0, 1, … , ଵݐ) ଵሽ funkcjonowania gospodarkiݐ ൏ ൅∞ሻ; 
— w gospodarce nakłady w okresie następnym pochodzą z produkcji wytworzo-

nej w okresie poprzednim: 
 

ݐሺݔ ൅ 1ሻ ≦ ,ሻݐሺݕ ݐ ൌ 0, 1, … , ଵݐ െ 1, 
 
co w świetle (G3) prowadzi do warunku: 
 
 ൫ݕሺݐሻ, ݐሺݕ ൅ 1ሻ൯ ∈ ܼሺݐ ൅ 1ሻ, ݐ ൌ 0, 1, … , ଵݐ െ 1; (7)
 
— dany jest początkowy wektor produkcji (wytworzonej w okresie ݐ ൌ 0ሻ: 
 
ሺ0ሻݕ  ൌ ଴ݕ ൒ 0. (8)
 
 O ciągu wektorów ሼݕሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ  spełniającym warunki (7)–(8) mówimy, że opisuje 
ሺݕ଴, ଵሻݐ െ	dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a 
(z przestrzeniami produkcyjnymi ܼሺݐሻ). Przy założeniach (G1)–(G4) procesy 
takie istnieją ∀ݕ଴ ൒ 0	oraz	∀ݐଵ ൏ ൅∞. 
 Zakładamy, że na wektorach produkcji	ݕ ∈ ܴା௡	określona jest funkcja użytecz-
ności 	ݑ: ܴା௡ → ܴାଵ  o następujących własnościach: 
 
(U1) funkcja ݑ: ܴା௡ → ܴାଵ  jest ciągła, dodatnio jednorodna stopnia 1, wklęsła  
i rosnąca, 
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(U2) ∃ܽ ൐ ݕ	∀	0 ൒ 0	ሺݑሺݕሻ ൑ ,̅݌〉	ܽ  ,ሻ〈ݕ
 
(U3)	∀ݏ ∈ ܵ	ሺݑሺݏሻ ൐ 0ሻ. 
 
 Zgodnie z (U2) funkcję użyteczności aproksymuje z góry forma liniowa z wek-
torem współczynników ܽ̅݌, gdzie ܽ ൐ 0 oraz ̅݌ jest wektorem cen von Neuman-
na. Warunek (U1) ma standardową postać. Warunki (U1)–(U3) spełniają m.in. 
dodatnio jednorodne stopnia 1 funkcje użyteczności typu CES. 
 Interesuje nas zadanie maksymalizacji użyteczności produkcji wytworzonej  
w końcowym okresie ݐଵ horyzontu ܶ8: 
 
 max	ݑ൫ݕሺݐଵሻ൯ 

p.w. (7) െ(8) 
(wektor ݕ଴ ustalony). 

(9)

 
 Rozwiązanie zadania (9) nazywamy ሺݕ଴, ,ଵݐ -ሻ – optymalnym procesem wzroݑ
stu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczną technologią i oznaczamy 
przez ሼݕ∗ሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ . 
 Zakładamy, że gospodarka Gale’a z graniczną technologią spełnia następują-
cy warunek mówiący o możliwości jej dojścia ze stanu początkowego ݕ଴ do wie-
lopasmowej magistrali Գ9: 
 
(G8) Istnieje ሺݕ଴, ݐ̌ ൅ 1ሻ െ dopuszczalny proces ሼුݕሺݐሻሽ௧ୀ଴௧ሙାଵ, ̌ݐ ൏  :ଵ, w którymݐ
 

,ሻݐሺ̌ݕ൫ුߙ ݐሺ̌ݕු ൅ 1ሻ൯ ൌ  .ெߙ
 
 Przyjmując oznaczenia: 
 
ݏ̌	,ሻݐሺ̌ݕු=ݕු  ൌ ௬ු

‖௬ු‖
ሻݐሺݕු	, ൌ ெߙ

௧ି௧ሙුݕ, ݐ ൌ ݐ̌ ൅ 1,… , ଵ, (10)ݐ
 
z (G1)–(G5) otrzymujemy: 
 

ሺුݕ, ሻݕெුߙ ∈ ܼሺ̌ݐ ൅ 1ሻ ⊆ ܼ, 
 
czyli ሺුݕ, ሻݕெුߙ ∈ ܼ௢௣௧ (równoważnie ሺ̌ݏ, ሻݏெ̌ߙ ∈ ܼ௢௣௧) oraz 
 
ሻݐሺݕු  ∈ ௦̌ܰ, ݐ ൌ ݐ̌ ൅ 1,… , ଵ, (11)ݐ
 
gdzie półprosta (promień von Neumanna) 
                      

8 Tzw. zadanie wzrostu docelowego. Przy założeniach (G1)–(G7), (U1) zadanie to ma rozwiąza-
nie, zob. Panek (2017b, p. 4, zad. (24’)–(25’)). 

9 Zob. np. Panek (2017a, lemat 1). 
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௦̌ܰ ൌ ሼߣ|ݏ̌ߣ ൐ 0ሽ ∈  ࡺ
 
jest pojedynczą magistralą produkcyjną wyznaczoną przez wektor ̌ݏ ൌ ௬ු

‖௬ු‖
 struk-

tury produkcji w optymalnym procesie ሺුݕ, ሻݕெුߙ ∈ ܼ௢௣௧. 
 Warunek (G8) zapewnia, że po dojściu w okresie ̌ݐ do wielopasmowej magi-
strali ࡺ (dokładniej, do jednego z tworzących ją promieni ௦̌ܰ ∈  gospodarka (ࡺ
może rozwijać się dalej (zwiększać produkcję) zgodnie z (10) w tempie ߙெ, po-
zostając równocześnie cały czas na magistrali (zob. (11)). Jest to najwyższe 
tempo wzrostu produkcji możliwe do osiągnięcia w gospodarce Gale’a. Bez 
względu na stan początkowy (8), nie istnieje bowiem ani jeden dopuszczalny 
proces ሼݕሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ , w którym choćby raz zachodził warunek ݕሺݐ ൅ 1ሻ ≧   ሻݐሺݕߛ
z tempem ߛ ൐  ெ. Istotnie, zakładającߙ
 

ݐሺݕ ൅ 1ሻ ≧ ߛሺ	ሻݐሺݕߛ ൐  (ெߙ
 
i pamiętając, że  
 

൫ݕሺݐሻ, ݐሺݕ ൅ 1ሻ൯ ∈ ܼሺݐ ൅ 1ሻ 	⊆ ܼ 
 
dochodzimy do sprzeczności: 
 

ெߙ ൌ max
ሺ௫,௬ሻ∈௓∖ሼ଴ሽ

,ݔሺߙ ሻݕ ൒ ,ሻݐሺݕ൫ߙ ݐሺݕ ൅ 1ሻ൯ ൒ ߛ ൐  .ெߙ

 
 Procesy wzrostu postaci (10) nazywamy optymalnymi stacjonarnymi procesami 
w gospodarce Gale’a. Wszystkie biegną po wielopasmowej magistrali ࡺ złożonej 
z wiązki pojedynczych promieni ௦ܰ, ݏ ∈ ܵ. 
ᇝ Twierdzenie 2 („Słabe” twierdzenie o wielopasmowej magistrali). Jeżeli za-
chodzą warunki (G1)–(G8) oraz funkcja użyteczności charakteryzuje się własno-
ściami (U1)–(U3), to dla dowolnej liczby ߝ ൐ 0 istnieje taka liczba naturalna ݇ఌ, iż 
liczba okresów czasu, w których ሺݕ଴, ,ଵݐ  ሻ – optymalny proces wzrostuݑ
ሼݕ∗ሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ  spełnia warunek: 
 
 ݀ሺݕ∗ሺݐሻ,ࡺሻ ൒ (12) ߝ
 
nie przekracza ݇ఌ. Liczba ݇ఌ nie zależy od długości horyzontu ܶ. 
Dowód.10 Z definicji ሺݕ଴, ,ଵݐ - – optymalnego procesu wzrostu, w świetle twier	ሻݑ
dzenia 1, zgodnie z (2) (wobec (G5), (7)) mamy: 
                      

10 Dowód przytaczamy za Panek (2017a, tw. 6) z tą różnicą, że przy dowodzie twierdzenia 6  
w pracy Panek (2017a) korzystamy z warunku (silnej) regularności granicznej przestrzeni produkcyj-
nej ܼ, który obecnie zastępujemy znacznie słabszym warunkiem (G7). 
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,̅݌〉  ݐሺ∗ݕ ൅ 1ሻ〉 ൑ ,̅݌〉ெߙ ,〈ሻݐሺ∗ݕ ݐ ൌ 0, 1, … , ଵݐ െ 1 (13)
 
 Załóżmy, że w okresach 0 ൑ ߬ଵ,… , ߬௞ ൏  ,ଵ zachodzi warunek (12). Wówczasݐ
w myśl lematu 2 (warunek (6’)) istnieje taka liczba ߜఌ ∈ ሺ0,  ெሻ, żeߙ
 

,̅݌〉 ݐሺ∗ݕ ൅ 1ሻ〉 ൑ ሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻߜ ,〈ሻݐሺ∗ݕ ݐ ൌ ߬ଵ,… , ߬௞. 
 
Stąd i z (13) otrzymujemy nierówność: 
 

,̅݌〉 〈ଵሻݐሺ∗ݕ ൑ ெߙ
௧భି௞ሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻ௞ߜ  ,〈଴ݕ

 
co po uwzględnieniu własności (U2) funkcji użyteczności ݑ prowadzi do górnego 
ograniczenia jej wartości w punkcie ݕ∗ሺݐଵሻ: 
 
ଵሻ൯ݐሺ∗ݕ൫ݑ  ൑ ,̅݌〉ܽ 〈ଵሻݐሺ∗ݕ ൑ ெߙܽ

௧భି௞ሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻ௞ߜ ଴〉. (14)ݕ
 
 Z drugiej strony, jeżeli zachodzi warunek (G8), to ሺݕ଴,  ଵሻ – dopuszczalny jestݐ
proces ሼݕ෤ሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ  następującej postaci: 
 

ሻݐ෤ሺݕ ൌ ቊ
,ሻݐሺݕු ݐ ൌ 0, 1, … , ,ݐ̌

ெߙݏ̌ߩ
௧ି௧ሙ , ݐ ൌ ݐ̌ ൅ 1,… , ,ଵݐ

 

 
gdzie ߩ ൌ ‖ሻݐሺ̌ݕු‖ ൐ ݏ̌ ,0 ൌ ௬ුሺ௧ሙሻ

‖௬ුሺ௧ሙሻ‖
∈ ܵ. Zważywszy na własność (U3) funkcji uży-

teczności dostajemy: 
 
ଵሻ൯ݐሺ∗ݕ൫ݑ  ൒ ଵሻ൯ݐ෤ሺݕ൫ݑ ൌ ݑ ቀߙݏ̌ߩெ

௧భି௧ሙቁ ൌ ெߙߩ
௧భି௧ሙݑሺ̌ݏሻ ൐ 0. (15)

 
Z (14), (15) wynika nierówność: 
 

    0 ൏ ெߙߩ
௧భି௧ሙݑሺ̌ݏሻ ൑ ெߙܽ

௧భି௞ሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻ௞ߜ  ,〈଴ݕ
 
która pozwala na oszacowanie liczby ݇: 
 

݇ ൑
୪୬஺

୪୬ఈಾି୪୬ሺఈಾିఋഄሻ
ൌ  ,ܤ

 

gdzie 0 ൏ ܣ ൌ max
௦∈ௌ

௔ఈಾ
೟ෘ 〈௣̅,௬బ〉

ఘ௨ሺ௦ሻ
൏ ൅∞.	W charakterze liczby ݇ఌ, o której mowa w te- 

zie, wystarczy wziąć np. najmniejszą liczbę naturalną większą od max	ሼ0,  ∎    .ሽܤ
 Twierdzenie głosi, że w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczną 
technologią optymalne procesy wzrostu, niezależnie od długości horyzontu ܶ, 
„prawie zawsze” przebiegają w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej 
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magistrali11. Nie precyzuje jednak w której fazie wzrostu optymalne procesy 
zbliżają się do magistrali, czy są zbieżne w sensie Lapunowa, czy asympto-
tycznie etc. Mówią o tym kolejne dwa twierdzenia. Dowód „bardzo silnego” 
twierdzenia o magistrali (twierdzenie 4) wymaga jedynie pewnej modyfikacji 
warunku (U3) nakładanego na postać funkcji użyteczności. Przy dowodzie 
„silnego” twierdzenia o magistrali (twierdzenie 3) potrzebne są dodatkowe wa-
runki (G9)–ؙ(G11), które formułujemy poniżej. 
 Weźmy liczbę ߝ ൐ 0 i oznaczmy przez ܼሺߝሻ zbiór dopuszczalnych procesów 
produkcji z nakładami odległymi o co najmniej ߝ od wielopasmowej magistrali 
 :(w sensie metryki ݀ሺ∙ሻ, zob. lemat 2)	ࡺ
 

ܼሺߝሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ|݀ሺݔ, ሻࡺ ൒  .ሽ	ߝ
 
 Zgodnie z lematem 2 (warunek (6’)) efektywność ekonomiczna ߚሺݔ, ,ݕ -każ	ሻ̅݌
dego procesu ሺݔ, ሻݕ ∈ 	ܼሺߝሻ jest niższa od optymalnej o co najmniej ߜఌ ൐ 0.  
W kolejnych lematach 3, 4 prezentujemy niektóre własności funkcji ߚሺ∙	,∙	,  ሻ̅݌
potrzebne przy dowodzie „silnego” twierdzenia o wielopasmowej magistrali. 
ᇝ Lemat 3. Jeżeli zachodzą warunki (G1)—(G7), to: 
 
(i) ߚሺ∙	,∙	, ሻ̅݌ ∈ ሻߝ଴ሺܼሺܥ → ܴାଵሻ, 
(2i) ∀ߝ ൐ 0	∃ max

ሺ௫,௬ሻ∈௓ሺఌሻ
,ݔሺߚ ,ݕ ሻ̅݌ ൌ ܾሺߝሻ ൏  .ெߙ

 
Dowód, Panek (2017b, Fakt 1, 2).                                                                       ∎ 
 Wprowadzając oznaczenie ߜሺߝሻ ൌ ெߙ െ ܾሺߝሻ możemy warunek (2i) lematu 3 
zapisać równoważnie tak12: 
 
ߝ∀  ൐ ሻߝሺߜ∃	0 ∈ ሺ0, ,ݔ∀ሺ	ெሿߙ ሻݕ ∈ ܼሺߝሻ൫ߚሺݔ, ,ݕ ሻ̅݌ ൑ ெߙ െ ሻ൯. (16)ߝሺߜ
 
 Funkcja ܾሺ∙ሻ jest nierosnąca (tam gdzie jest określona), ܾሺߝሻ → ߝ przy	ெߙ → 0, 
zatem ߜሺߝሻ → 0 , gdy ߝ → 0. Przy dowodzie „silnego” twierdzenia o magistrali 
zakładamy monotoniczność funkcji ܾሺ∙ሻ: 
 
(G9) Funkcja ܾሺ∙ሻ maleje (równoważnie, funkcja ߜሺ∙ሻ rośnie) na obszarze okre-
śloności. 
 
 Zgodnie z tym warunkiem maksymalna efektywność ekonomiczna procesu 
ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ ∖ ሼ0ሽ w gospodarce z graniczną technologią maleje w miarę oddalania 
się, w sensie metryki ݀ሺ∙ሻ, nakładów ݔ od wielopasmowej magistrali ࡺ.	Warunek 
                      

11 Zawsze, poza skończoną liczbą okresów czasu niezależną od długości horyzontu ܶ. 
12 Liczba ߜఌ ൌ  .ሻ jest największą liczbą spełniającą warunek (6)ߝሺߜ
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jest spełniony w szczególności, gdy wszędzie poza ܼ௢௣௧	graniczna przestrzeń 
produkcyjna Gale’a jest stożkiem silnie wypukłym: dla dowolnych liczb ߙ, ߚ ൐ 0 
i każdej pary liniowo niezależnych procesów ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ଶሻݕ ∈ ܼ ∖ ܼ௢௣௧ ich kom-
binacja liniowa ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ଵݔሺߙ ଵሻݕ ൅ ,ଶݔሺߚ -ଶሻ jest punktem wewnętrznym przeݕ
strzeni produkcyjnej ܼ.  
 O zbiorze ܵ wektorów struktury produkcji w optymalnych procesach ሺݔ, ሻݕ ∈
ܼ௢௣௧ zakładamy, że spełnia ponadto następujący warunek: 
 
(G10)   ∃	ܫ ൌ ሼ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௞|0 ൏ ݇ ൑ ݊ሽ	∀ݏ ∈ ܵ	൫݅ ∈ ܫ ⇒ ௜ݏ ൐ 0	 ∧ ݆ ∉ ܫ ⇒ ௝ݏ ൌ 0൯.  
 
 Ponieważ ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ௢௣௧ wtedy i tylko wtedy, gdy ݏ ൌ ௬

‖௬‖
∈ ܵ, warunek ten mówi, 

że w każdym optymalnym procesie produkcji ሺݔ, ሻݕ ∈ ܼ௢௣௧ wytwarzane są wy-
łącznie towary ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௞. 13 
 
ᇝ Lemat 4. Jeżeli zachodzą warunki (G1)-(G6) oraz (G10), to  
 

ݏ∀ ∈ ܵା௡ሺ1ሻ	∀̅ݏ ∈ ,ݏሺߪ∃	ܵ ሻݏ̅ ∈ ሺ0,1ሿ	∀ߜ ∈ ሺ0, ᇱߝ∃	ெሻߙ ൐ 0 
ቀ‖ݏ െ ‖ݏ̅ ൏ ᇱߝ ⇒ ൫ሺݏ, ,ݏሺߪ ሻݏெ̅ߙሻݏ̅ ∈ Ωሺ1ሻ ∧ ,ݏሺߙ ,ݏሺߪ ሻݏெ̅ߙሻݏ̅ ൒ ெߙ െ  ,൯ቁߜ

 
gdzie: ܵା௡ሺ1ሻ ൌ ሼݔ ∈ ܴା௡‖ݔ‖ ൌ 1ሽ, Ωሺ1ሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ‖ݔ‖|ܼ ൌ 1ሽ. 
Dowód14. Weźmy wektor ̅ݏ ∈ ܵ ⊂ ܵା௡ሺ1ሻ.		Niech ܫ ൌ ሼ݅|	̅ݏ௜ ൐ 0ሽ. Pokażemy, że 
istnieje takie ̃ߝ െ otoczenie wektora ̅ݏ ∈  :ା௡ሺ1ሻܵ	ݓ	ܵ
 

ఌܷ෤ ሺ̅ݏሻ ൌ ሼݏ ∈ ܵା௡|	‖ݏ െ ‖ݏ̅ ൏  ,ሽ̃ߝ
 
że ∀ݏ ∈ ఌܷ෤ሺ̅ݏሻ	∀݅ ∈ ௜ݏሺܫ ൐ 0ሻ. Niech ̃ߝ ൌ min

௜∈ூ
௜ݏ̅ ൌ ௞ݏ̅ ൐ 0 oraz ݏ ∈ ఌܷ෤ሺ̅ݏሻ. Wówczas 

 
∀݅ ∈ ௜ݏ|ሺܫ െ |௜ݏ̅ ൑ ݏ‖ െ ‖ݏ̅ ൏  ,௞ሻݏ̅

 
tzn. െ̅ݏ௞ ൏ ௜ݏ െ ௜ݏ̅ ൏ ௜ݏ ௞, czyliݏ̅ ൐ ௜ݏ̅ െ ௞ݏ̅ ൒ 0. 
 
 Zważywszy że ‖ݏ‖ ൌ ‖ݏ̅‖ ൌ 1 stwierdzamy, że istnieje liczba  
 

,ݏሺߣ ሻݏ̅ ൌ minሼݏߣ|ߣ ≧ ሽݏ̅ ൌ max
௜∈ூ

௦೔̅
௦೔
൒ 1. 

                      
13 Nie wyklucza to w szczególności przypadku, gdy ݇ ൌ ݊, tj. gdy w każdym optymalnym procesie 

wytwarzane są wszystkie towary, zob. Panek (2016b, 2017b). 
14 W pracy Panek (2017b) elementami zbioru ܵ wektorów struktury produkcji we wszystkich opty-

malnych procesach ሺ̅ݔ, തሻݕ ∈ ܼ௢௣௧ są wektory dodatnie, obecnie mogą to być wektory półdodatnie. 
Lemat jest zmienioną (dostosowaną do specyfiki obecnego modelu) wersją Faktu 3 z tejże pracy. 
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 Ponieważ ሺ̅ݏ, ሻݏெ̅ߙ ∈ 	Ωሺ1ሻ ⊂ ܼ, więc z (G3) dostajemy ሺߣሺݏ, ,ݏሻݏ̅ ሻݏெ̅ߙ ∈ ܼ, czyli 
 
 ሺݏ, ,ݏሺߪ ሻݏெ̅ߙሻݏ̅ ∈ Ωሺ1ሻ, (17)
 
gdzie ߪሺݏ, ሻݏ̅ ൌ ଵ

ఒሺ௦,௦̅ሻ
 ൑ 1, funkcja ߪሺ∙, ,ݏሺ̅ߪ i ݏ̅ ሻ jest ciągła w otoczeniu punktuݏ̅ ሻݏ̅ ൌ	

ൌ 1. 
 
 Funkcja ߙ jest ciągła w otoczeniu ሺ̅ݏ,   ሻ orazݏெ̅ߙ
 

,ݏሺ̅ߙ ሻݏெ̅ߙ ൌ max
ሺ௫,௬ሻ∈ஐሺଵሻ

,ݔሺߙ ሻݕ ൌ  ,ெߙ

 
Więc 
 
ߜ∀  ∈ ሺ0, ᇱߝ∃ெሻߙ ൐ 0ሺ‖ݏ െ ‖ݏ̅ ൏ ᇱߝ ൑ ̃ߝ ⇒ ,ݏሺߙ ,ݏሺߪ ሻݏெ̅ߙሻݏ̅ ൒ ெߙ െ ሻ. (18)ߜ
 
Z (17), (18) wynika teza.                                                                                      ∎  
 Lemat głosi, że jeżeli wektor (unormowanych) nakładów	ݏ leży blisko którego-
kolwiek wektora ̅ݏ (struktury produkcji na wielopasmowej magistrali ࡺሻ, to istnieje 
proces, który (z efektywnością dowolnie bliską optymalnej) z nakładów ݏ prowa-
dzi do wielopasmowej magistrali. 
 Zgodnie z warunkiem (G8), począwszy od okresu ̌ݐ w gospodarce mamy co 
najmniej jeden promień ௦̌ܰ  na którym może ona rozwijać się (zwiększać ,ࡺ ∋
produkcję) w maksymalnym tempie ߙெ15. Warunek (G11), który formułujemy 
poniżej, rozszerza z czasem tę możliwość na wszystkie promienie von Neuman-
na (pojedyncze magistrale produkcyjne)	 ௦ܰ, ݏ ∈ ܵ, składające się na wielopa-
smową magistralę. Dodatkowo stanowi, że okresy ݐ௦ sukcesywnego udostępnia-
nia gospodarce kolejnych „pasów szybkiego ruchu” (promieni von Neumanna) 
௦ܰ na wielopasmowej magistrali ࡺ nie przekraczają pewnego granicznego okre-

su ̅ݐ ൏ ൅∞: 
 
(G11)   ∃̅ݐ ൏ ൅∞	∀ݏ ∈ ௦ݐ∃ ܵ ൏ ,ݏ൫ሺ ̅ݐ ሻݏெߙ ∈ ܼሺݐ௦ ൅ 1ሻ ⊆ ⋯ ⊆ ܼ൯. 
 
 Jeżeli horyzont ܶ jest dostatecznie długi, ݐଵ ൐   to ,̅ݐ
 

ݏ∀ ∈ ௦ݕ∀	ܵ ∈ ௦ܰ൫ሺݕ௦, ௦ሻݕெߙ ∈ ܼሺݐ௦ ൅ 1ሻ ⊆ ܼሺݐ௦ ൅ 2ሻ ⊆ ⋯ ⊆ ܼ൯, 
 
co oznacza, że dla ݐଵ ൐  	:̅ݐ
 

ݏ∀ ∈ ܵ	∀ ௦ܰ ∈ ௦ݕ∀	ࡺ ∈ ௦ܰ	∀ݐ ∈ ሼݐ௦ ൅ 1,… , ሻݐ௦ሺݕଵሽ൫ݐ ൌ ெߙ
௧ି௧ೞݕ௦ ∈ ௦ܰ൯. 

                      
15 Promień (pojedyncza magistrala) ௦ܰ ∈  jest swoistym „pasem szybkiego ruchu” gospodarki na ࡺ

wielopasmowej magistrali, dostępnym od okresu ݐ ൌ ݐ̌ ൅ 1. 
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 Po granicznym okresie ̅ݐ wszystkie optymalne procesy produkcji są w zasięgu 
możliwości technologicznych gospodarki: 
 

ܼ௢௣௧ ⊂ ܼሺݐሻ dla ݐ ൒  .̅ݐ
 
 Zakładamy ponadto, że funkcja użyteczności zamiast warunku (U3) spełnia 
następujący (silniejszy) warunek: 
 

(U3’)   ∀ݏ ∈ ܵ	ሺݑሺݏሻ ൌ ,̅݌〉	ܽ 〈ݏ 	൐ 0ሻ. 16 
 
ᇝ Twierdzenie 3 („Silne ” twierdzenie o magistrali). Niech ሼݕ∗ሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ  będzie 
ሺݕ଴, ,ଵݐ  ሻ – optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’aݑ
z graniczną technologią. Jeżeli spełnione są warunki (G1)–(G11), (U1), (U2), 
(U3’), to	 
 

ߝ∀ ൐ 0	∃݇ఌ ∈ Գ	∀ݐଵ ൐ ̅ݐ ൅ 2݇ఌ		
ݐ∀ ∈ ሼ̅ݐ ൅ ݇ఌ, ̅ݐ ൅ 	݇ఌ ൅ 1,… , ଵݐ െ ݇ఌሽ	ሺ݀ሺݕ∗ሺݐሻ, ሻࡺ ൏  ሻߝ

 
(Գ oznacza tutaj zbiór liczb naturalnych). 
 
Dowód17. Pokażemy najpierw, że 
 
̃ߝ∃  ൐ ݏ̅∀	0 ∈ 	ܵ	൫ݏ ∈ ఌܷ෤ ሺ̅ݏሻ ⇒ ∀݅ ∈ ௜ݏሺܫ ൐ 0ሻ൯ (19)
 
gdzie ఌܷ෤ ሺ̅ݏሻ ൌ ሼݏ ∈ ܵା௡|‖ݏ െ ‖ݏ̅ ൏ ܫ ,ሽ̃ߝ ൌ ሼ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௞ሽ. Istotnie, ponieważ zbiór  
S ⊂ ܴା௡ jest zwarty, to wobec (G10) 

 
∀݅	 ∈ ௜ߥ	∃	ܫ ൌ min

௦∈ௌ
௜ݏ̅ ൐ 0. 

 
 Niech ̃ߝ ൌ min

௜∈ூ
௜ߥ ൌ ௞ߥ ൌ ߥ ൐ ݏ̅ ,0 ∈ 	ܵ oraz ݏ ∈ ఌܷ෤ሺ̅ݏሻ. Wówczas (podobnie jak 

przy dowodzie lematu 4) stwierdzamy, że 
 

∀݅ ∈ ௜ݏ|ሺܫ െ |௜ݏ̅ ൑ ݏ‖ െ ‖ݏ̅ ൏  ,ሻߥ
 
tzn. െߥ ൏ ௜ݏ െ ௜ݏ̅ ൏ ௜ݏ czyli ,ߥ ൐ ௜ݏ̅ െ ߥ ൒ 0. 

                      
16 Warunek ten jest równoważny z następującym: ∀ݕ ∈ ሻݕሺݑሺ	ࡺ ൌ ,̅݌〉	ܽ 〈ݕ 	൐ 0ሻ. Głosi, że forma 

liniowa ܪ௔௣̅ሺݕሻ ൌ ,̅݌〉ܽ  jest (wzdłuż wielopasmowej ݑ aproksymująca z góry funkcję użyteczności 〈ݕ
magistrali) styczna do jej wykresu.  

17 Dowód wzorowany na Panek (2017b, tw. 2). 
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 Weźmy dowolną liczbę ߝ ൐ 0, liczbę ߜሺߝሻ ∈ ሺ0,  ,ெሿ spełniającą warunek (16)ߙ
liczbę ߜ ∈ ൫0, ᇱߝ ሻ൯ oraz odpowiadającą jej liczbęߝሺߜ ∈ ሺ0,minሼߝ,  .ሽሻ z lematu 4̃ߝ
Zgodnie ze „słabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna ݇ఌᇲ, 
że jeżeli ݐଵ ൐ ݇ఌᇲ, to 
 
 ݀ሺݕ∗ሺ߬ଵሻ,ࡺሻ ൏ ᇱ. (20)ߝ
 
co najmniej w jednym okresie ݐ ൏ ଵݐ ଵ. Niechݐ ൐ ̅ݐ ൅ 2݇ఌᇲ. Przez ߬ଵ ൐  oznaczmy ̅ݐ
pierwszy (po ̅ݐ), a przez ߬ଶ ostatni okres horyzontu ܶ, w którym zachodzi waru-
nek (20). Wówczas  
 

ݏ̅∃ ∈ ܵ	∃݇ ൑ ݊ሺ̅ݏ௜ ൐ 0, ݅ ൌ ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௞ ∧ ሺ߬ଵሻ∗ݏ	‖	 െ ‖ݏ̅ ൌ ݀ሺݕ∗ሺ߬ሻ,ࡺሻ ൏  .ᇱሻߝ
 
gdzie 	ݏ∗ሺ߬ଵሻ ൌ

௬∗ሺఛభሻ

‖௬∗ሺఛభሻ‖
 ൒ 0. W świetle (19), zważywszy że ߝᇱ 	൑   mamy ,̃ߝ

 
௬೔
∗ሺఛభሻ

‖௬∗ሺఛభሻ‖
൐ 0, ݅ ൌ ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௞, 

 
a w myśl lematu 4:  
 

ቆ
ሺ߬ଵሻ∗ݕ
‖ሺ߬ଵሻ∗ݕ‖

, ቇݏெ̅ߙ∗ߪ ∈ 	Ωሺ1ሻ, 

 
tzn. 
 
 ሺݕ∗ሺ߬ଵሻ, ሻݏெ̅ߙ∗ߪߩ ∈ ܼ, (21)
 
oraz ߙሺݏ∗ሺ߬ଵሻ, ሻݏெ̅ߙ∗ߪ ൒ ெߙ െ ∗ߪ gdzie	,ߜ ൌ ,ሺ߬ଵሻ∗ݏሺߪ ,ሻݏ̅ ߩ ൌ ‖ሺ߬ଵሻ∗ݕ‖ ൐ 0. 
 
 Ponieważ ߬ଵ ൐  :więc zgodnie z (G11) ,̅ݐ
 

ሺ̅ݏ, ሻݏெ̅ߙ ∈ 	ܼሺݐ௦̅ ൅ 1ሻ ⊆ ܼሺ̅ݐሻ ⊆ ⋯ܼሺ߬ଵሻ ⊆ ⋯ ⊆ ܼ, 
 
czyli (wobec (G1)): 
 

ሺߙ∗ߪߩெ̅ݏ, ெߙ∗ߪߩ
ଶ ሻݏ̅ ∈ 	ܼሺ߬ଵ ൅ 1ሻ ⊆ ⋯ ⊆ ܼ, 

 
ሺߙ∗ߪߩெ

ଶ ,ݏ̅ ெߙ∗ߪߩ
ଷ ሻݏ̅ ∈ 	ܼሺ߬ଵ ൅ 2ሻ ⊆ ⋯ ⊆ ܼ, 

 
itd. Stąd i z (21) płynie wniosek, że ሺݕ଴,  ଵሻ – dopuszczalny jest następującyݐ
proces ሼݕ෤ሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ : 
 

ሻݐ෤ሺݕ ൌ ቊ
,ሻݐሺ∗ݕ ݐ ൌ 0, 1, … , ߬ଵ,

ெߙ∗ߪߩ
௧ିఛభ̅ݏ, ݐ ൌ 	 ߬ଵ ൅ 1,… , .ଵݐ
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 Z definicji procesu optymalnego ሼݕ∗ሺݐሻሽ௧ୀ଴
௧భ  (zważywszy na dodatnią jednorod-

ność stopnia 1 funkcji użyteczności) wynika, że: 
 
ଵሻ൯ݐሺ∗ݕ൫ݑ  ൒ ெߙ∗ߪߩ	

௧భିఛభݑሺ̅ݏሻ ൐ 0. (22)
 
Załóżmy, że ݇ᇱ jest liczbą okresów (między ߬ଵ, ߬ଶ), w których  
 

݀ሺݕ∗ሺݐሻ, ሻࡺ ൒  .ߝ
 
Z (2), (6’) (wobec (G5), (7)) otrzymujemy:  
 

ഥ,݌〉 ெߙଵሻ〉൫ݐሺ∗ݕ െ ᇱሻ൯ߝሺߜ
௧భିఛమߙெ

௧భିఛమି௞ᇲ൫ߙெ െ ᇱሻ൯ߝሺߜ
௞ᇲ
ഥ,݌〉  .〈ሺ߬ଵሻ∗ݕ

 
czyli (ze względu na własność (U2) funkcji użyteczności):  
 

ଵሻ൯ݐሺ∗ݕ൫ݑ ൑ ഥ,݌〉ܽ 〈ଵሻݐሺ∗ݕ ൑ ܽ൫ߙெ െ ᇱሻ൯ߝሺߜ
௧భିఛమߙெ

௧భିఛమି௞ᇲ 

൫ߙெ െ ᇱሻ൯ߝሺߜ
௞ᇲ
ഥ,݌〉  ,〈ሺ߬ଵሻ∗ݕ

(23)

 
przy czym 0 ൏ ᇱሻߝሺߜ ൏  zatem ,(jest rosnąca, zob. (G9)	ሺ∙ሻߜ gdyż funkcja) ሻߝሺߜ
ሻߝሺߜ ൏  :ெ. Łącząc (22), (23) dochodzimy do nierównościߙ
 

0 ൏ ெߙ∗ߪߩ
௧భିఛభݑሺ̅ݏሻ ൑ ܽܽ൫ߙெ െ ᇱሻ൯ߝሺߜ

௧భିఛమߙெ
௧భିఛమି௞ᇲ൫ߙெ െ ᇱሻ൯ߝሺߜ

௞ᇲ
ഥ,݌〉  ,〈ሺ߬ଵሻ∗ݕ

 
którą (zważywszy na własność (U3’) funkcji użyteczności oraz pamiętając, że, 
ሺ߬1ሻ∗ݏ ൌ

௬∗ሺ߬1ሻ
‖௬∗ሺఛభሻ‖

,̅݌〉 , 〈ሺ߬ଵሻ∗ݏ ൐ 0 oraz ߩ ൌ ‖ሺ߬ଵሻ∗ݕ‖ ൐ 0ሻ można zapisać inaczej tak: 
 

 
ቆ
ெߙ െ ሻߝሺߜ

ெߙ
ቇ
௞ᇲ

൒ ൬
ெߙ

ெߙ െ ᇱሻߝሺߜ
൰
௧భିఛమ

ቆ
ഥ,݌〉∗ߪ 〈ݏ̅
ഥ,݌〉 〈ሺ߬ଵሻ∗ݏ

ቇ (24)

 
W myśl lematu 4: 
 

ߙ ൌ ,ሺ߬ଵሻ∗ݏሺߙ ሻݏெ̅ߙ∗ߪ ൒ ெߙ െ  ,ߜ
 
Więc ݏߙ∗ሺ߬ଵሻ ൑ ெߙoraz ሺ ,ݏெ̅ߙ∗ߪ െ ሺ߬ଵሻ∗ݏሻߜ ൑  :Wówczas 	.ݏெ̅ߙ∗ߪ
 

ሺߙெ െ ,̅݌〉ሻߜ 〈ሺ߬ଵሻ∗ݏ ൑ ഥ,݌〉ெߙ∗ߪ  ,〈ݏ̅
 
czyli 
 

	
ഥ,݌〉∗ߪ 〈ݏ̅
ഥ,݌〉 〈ሺ߬ଵሻ∗ݏ

൒
ெߙ െ ߜ
ெߙ

 

 
Stąd i z (24) dostajemy: 
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ቆ
ெߙ െ ሻߝሺߜ

ெߙ
ቇ
௞ᇲ

൒ ൬
ெߙ

ெߙ െ ᇱሻߝሺߜ
൰
௧భିఛమ ெߙ െ ߜ

ெߙ
 

 
 Pamiętając, że 0 ൏ ᇱሻߝሺߜ ൏ ሻߝሺߜ ൏ ߜ ெ orazߙ ∈ ൫0, ଵݐ ሻ൯ iߝሺߜ െ ߬ଶ ൒ 0, docho-
dzimy do nierówności: 
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z której wynika, że ቀఈಾିఋሺఌሻ
ఈಾ
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൐ 1 lub równoważnie ൫ߙெ െ ሻ൯ߝሺߜ
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൐ ெߙ
௞ᇲିଵ. 

Jedyną nieujemną liczbą całkowitą spełniającą ten warunek jest ݇ᇱ ൌ 0. W cha-
rakterze liczby ݇ఌ, o której mowa w tezie twierdzenia, można przyjąć ݇ఌ ൌ ݇ఌᇲ.  ■ 
Udowodnione „silne” twierdzenie o wielopasmowej magistrali pokazuje, że  
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczną technologią optymalne proce-
sy wzrostu przebiegają zawsze w pobliżu wielopasmowej magistrali ࡺ, za wyjąt-
kiem ewentualnie początkowych i/lub końcowych okresów horyzontu ܶ. Im dłuż-
szy jest horyzont, tym dłużej – w jego środkowym okresie – wszystkie optymalne 
procesy wzrostu pozostają w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej magi-
strali.	 
 Kolejne twierdzenie wyjaśnia co się dzieje z optymalnym procesem, który  
w pewnym okresie dociera do magistrali. 
ᇝ Twierdzenie 4 („Bardzo silne ” twierdzenie o magistrali). Jeżeli spełnione są 
warunki (G1)–(G7), (U1), (U2), (U3’) i ሺݕ଴, ,ଵݐ  ሻ – optymalny proces wzrostu̅݌
ሼݕ∗ሺݐሻሽ௧ୀ଴

௧భ  w okresie ̌ݐ ൏  :ଵ spełnia warunekݐ
 

,ሻݐሺ̌∗ݕ൫ߙ ݐሺ̌∗ݕ ൅ 1ሻ൯ ൌ  ெߙ
 
(dociera w okresie ̌ݐ	do wielopasmowej magistrali), to  
 

ݐ∀ ∈ ሼ̌ݐ ൅ 1,… , ଵݐ െ 1ሽ	ሺݕ∗ሺݐሻ ∈  .ሻࡺ	
 
Dowód. Jeżeli w okresie ̌ݐ ൏ ሻሽ௧ୀ଴ݐሺ∗ݕଵ optymalny proces ሼݐ

௧భ  dociera do magi-
strali, wówczas istnieje ሺݕ଴, ሻሽ௧ୀ଴ݐ෤ሺݕଵሻ – dopuszczalny proces ሼݐ

௧భ  postaci 
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ߩ ൌ ‖ሻݐሺ̌∗ݕ‖ ൐ ݏ̅ ,0 ൌ ௬∗ሺ௧ሙሻ

‖௬∗ሺ௧ሙሻ‖
∈ ܵ, co prowadzi do nierówności: 

 
ଵሻ൯ݐሺ∗ݕ൫ݑ  ൒ ଵሻ൯ݐ෤ሺݕ൫ݑ	 ൌ ெߙߩ

௧భି௧ሙݑሺ̅ݏሻ ൐ 0. (25)
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 Z warunku ߙ൫ݕ∗ሺ̌ݐሻ, ݐሺ̌∗ݕ ൅ 1ሻ൯ ൌ ݐሺ̌∗ݕ ெ wynika, żeߙ ൅ 1ሻ ∈  Załóżmy, że	.ࡺ	
ሺ߬ሻ∗ݕ ∉ ߬ w pewnym okresie ࡺ	 ∈ ሼ̌ݐ ൅ 2,… , ଵݐ െ 1ሽ. Wówczas 
 

ߝ∃ ൐ 0	ሺ݀ሺݕ∗ሺ߬ሻ,ࡺሻ ൒  ,ሻߝ
 
i zgodnie z (6’) istnieje taka liczba ߜఌ ∈ ሺ0,  ெሻ, żeߙ
 

,̅݌〉  ሺ߬∗ݕ ൅ 1ሻ〉 ൑ ሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻߜ ሺ߬ሻ〉. (26)∗ݕ
 
 Pamiętając, że ሺݕ଴, ,ଵݐ  ሻ – optymalny proces spełnia warunek (13), po̅݌
uwzględnieniu (26) otrzymujemy: 
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gdzie ݕ∗ሺ̌ݐሻ ൌ  :a stąd (wobec (U2))	,ݏ̅ߩ
 

ଵሻ൯ݐሺ∗ݕ൫ݑ  ൑ ,̅݌〉ܽ 〈ଵሻݐሺ∗ݕ ൑ ெߙߩܽ
௧భି௧ሙିଵሺߙெ െ ,̅݌〉ఌሻߜ (27) .〈ݏ̅

 
 Łącząc (25), (27) dostajemy nierówność: 
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௧భି௧ሙݑሺ̅ݏሻ ൐ 0. 
 
 Warunek (U3’) stanowi, że ܽ〈̅݌, 〈ݏ̅ ൌ  :ሻ co prowadzi do nierównościݏሺ̅ݑ
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൒ 1, 

 
z której wynika, że ߜఌ ൑ 0, wbrew (6’). Otrzymana sprzeczność zamyka dowód.∎ 
 

4. UWAGI KOŃCOWE 
 
 Postulowana w pracy niestacjonarność (zmienność) technologii jest w długich 
okresach czasu zgodna z przebiegiem realnych procesów gospodarczych. Na-
tomiast hipoteza zbieżności technologii – będącej wytworem potęgi umysłu 
ludzkiego – do pewnej technologii granicznej (zakładająca implicite, przynajm-
niej w wymiarze technologicznym, istnienie nieprzekraczalnych granic rozwoju 
naszej cywilizacji) może już budzić zastrzeżenia. Na pewno jest trudna do wery-
fikacji empirycznej. 
 Choćby dlatego w dalszych badaniach warto przyjrzeć się stabilności opty-
malnych procesów wzrostu w niestacjonarnych gospodarkach input-output typu 
Neumanna-Gale’a-Leontiefa z wielopasmowymi magistralami, ale bez założe-
nia o zbieżności ich technologii do hipotetycznej technologii granicznej. Wielo-
pasmowe magistrale będą wówczas reprezentowane przez wiązki krzywych 
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w przestrzeniach fazowych takich gospodarek lub przez (zmieniające się w cza-
sie) wiązki promieni von Neumanna w ich przestrzeniach stanów18. 
 Znacznie trudniejszym i dlatego tym bardziej interesującym w dalszej perspek-
tywie problemem jest uwzględnienie, obok postulatu niestacjonarności gospodarki, 
także faktu zmieniającej się liczby towarów (zużywanych i/lub wytwarzanych). 
 Do prześledzenia pozostaje także przebieg optymalnych procesów w dłu-
gich okresach czasu ocenianych z perspektywy szerszego wachlarza kryteriów 
wzrostu19. 
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kach stacjonarnych. Należy zauważyć, że jest to jak dotąd stosunkowo słabo zbadany rozdział teorii 
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mienie, a nie ich wiązki w przestrzeniach stanów. 

19 Nie tylko maksymalizacji użyteczności produkcji w końcowym okresie horyzontu ܶ, ale także np. 
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NIESTACJONARNA GOSPODARKA GALE’A  
Z GRANICZNĄ TECHNOLOGIĄ 

I WIELOPASMOWĄ MAGISTRALĄ PRODUKCYJNĄ.  
„SŁABY”, „SILNY” I „BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI 

Streszczenie 
 
 W pracach Panek (2016a, 2016b) zaproponowano uogólnienie pojęcia magi-
strali w stacjonarnej gospodarce typu Gale’a poprzez zastąpienie pojedynczej 
magistrali (pojedynczego promienia v. Neumanna) przez zwartą wiązkę magi-
stral, którą nazwano magistralą wielopasmową. Udowodniono w nich tzw. „sła-
bą” wersję twierdzenia o wielopasmowej magistrali (a) w stacjonarnej gospodar-
ce Gale’a ze stałą (niezmienną w czasie technologią produkcji) oraz (b) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a z technologią zbieżną z czasem do pewnej 
technologii granicznej. W niniejszym artykule, w nawiązaniu do w/w prac, przy 
częściowo zmodyfikowanych założeniach przedstawiono – obok dowodu „słabe-
go” twierdzenia – także dowód „silnego” oraz „bardzo silnego” twierdzenia  
o wielopasmowej magistrali w niestacjonarnej gospodarce z technologią zbieżną 
z czasem do pewnej technologii granicznej. 
 Słowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, równowaga chwilowa 
von Neumanna, wielopasmowa magistrala produkcyjna 

 
NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH LIMITED TECHNOLOGY 

AND MULTILANE TURNPIKE. ”WEAK”, ”STRONG”  
AND ”VERY STRONG” TURNPIKE THEOREM 

Abstract 

 In the author’s previous papers (2016a, 2016b) the generalized concept of 
turnpike in the stationary Gale’s economy has been proposed – a single turnpike 
(single von Neumann’s ray) has been replaced with a compact bundle of turn-
pikes and it has been called multilane turnpike. It has been proven that the 
”weak” turnpike theorem holds in (a) stationary Gale’s economy with fixed (un-
changeable in time) production technology and in (b) non-stationary Gale’s 
economy with technology convergent with time to a limit technology. In this arti-
cle, in reference to the aforementioned papers, alongside with the ”weak” turn-
pike theorem, the proof of the ”strong” and ”very strong” turnpike theorem has 
been presented for the partially modified assumptions in a non-stationary econ-
omy with multilane turnpike and with technology convergent with time to a limit 
technology. 
 Keywords: non-stationary Gale model, von Neumann temporary equilibrium, 
multilane production turnpike 




