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1. WPROWADZENIE

W artykule Panek (2016b) zaproponowano uogodlnienie pojecia magistrali
produkcyjnej w gospodarce Gale’a poprzez zastgpienie pojedynczej magistrali
(pojedynczego promienia von Neumanna) zwartg wigzkg magistral, nazwang
tam umownie magistralg wielopasmowg. W efekcie udowodniono ,stabe” twier-
dzenie o wielopasmowej magistrali produkcyjnej w stacjonarnej gospodarce
Gale’a (ze stalg w czasie technologig). Jego dowdd w przypadku niestacjonarnej
gospodarki Gale’a z wielopasowg magistralg produkcyjng i graniczng technolo-
gig zawiera praca Panek (2017a).

Obecnie prezentujemy — obok ,stabego” twierdzenia — takze dowdd ,silnego”
oraz ,bardzo silnego” twierdzenia o magistrali produkcyjnej w niestacjonarne;j
gospodarce Gale’a z wigzkg magistral i technologig zbiezng z uptywem czasu
do pewnej technologii graniczne;.

2. PODSTAWOWE ZAt OZENIA | DEFINICJE

Wersja stacjonarna modelu, ktérym zajmujemy sie dalej, zostata przedstawio-
na w artykutach Panek (2016b, 2017b). Ponizej prezentujemy jego posta¢ nie-
stacjonarng. Zaktadamy, ze czas zmienia sie skokowo, t = 0,1, ... W gospodar-
ce mamy n towaréw, przez x(t) = (xl(t),xz(t),...,xn(t)) oznaczamy wektor
towarow zuzywanych w okresie t (nazywamy go wektorem naktadow), przez
y(t) = (371(8), ¥2(6), ..., yu(t)) wektor towardw wytwarzanych w tym okresie (na-
zywamy go wektorem wynikow lub produkcji). Jezeli z naktadéw x(t) mozna
wytworzy¢ produkcje y(t), to méwimy, ze para (x(t),y(t)) opisuje technologicz-
nie dopuszczalny proces produkciji w okresie t. Zbiér wszystkich technologicznie
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dopuszczalnych procesow produkciji w gospodarce w okresie t oznaczamy przez
Z(t) © R?™. Nazywamy go przestrzenig produkcyjng Gale’a (w okresie t). Zapis
(x,¥) € Z(t) (lub (x(1), y(t)) € Z(t)) mowi, ze w okresie t z wektora naktadow x
mozliwe jest wytworzenie wektora produkcji y.

Zaktadamy, ze przestrzenie produkcyjne Z(t),t = 0, 1, ..., spetniajg nastepuja-
ce warunki:

(G1) V(xl,yl); (xztyz) € Z(t) VADAZ 2 0 (/11(351,)’1) + /lz(xz,yz) S Z(t))

(warunek proporcjonalnosci naktadow i wynikéw oraz addytywnosci procesow
produkcyjnych).

(G2)V(x,y)EZ(t) (x=0=>y=0)

(warunek “braku rogu obfitosci”).

(G3)V(x, ) eZ()Vx' ZxV0sSy =y ((x,y) € Z({®)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow i/lub wynikéw).

(G4) Przestrzenie produkcyjne Z(t) sg zbiorami domknigtymi w R2".

(G5)Z(0O)#@ A Z(t) S Z(t+1)c - S Z i Z jest takim najmniejszym zbiorem
domknietym w R2"™ zawierajgcym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(t),
ze jezeli (x,y) € Z oraz x = 0, to y = 0 ({j. zachodzi warunek (G2)).

Zbior Z nazywamy graniczng przestrzenig produkcyjng. Jezeli (x,y) € Z to
znaczy, ze w $wietle granicznej technologii mozliwe jest wytworzenie wektora
produkcji y z wektora naktadéw x. Gospodarke z przestrzeniami produkcyjnymi
spetniajgcymi warunki (G1)—(G5) nazywamy niestacjonarng gospodarkg Gale’a
z graniczng technologig®. tatwo pokazac, ze graniczna przestrzen produkcyjna
Z, podobnie jak przestrzenie produkcyjne Z(t), t=0,1,.., spetnia warunki
(G1)—(G4), zob. Panek (2016, tw. 1). Wprost z definicji wynika, ze zbiory Z(t),
t=0,1,.., sg stozkami domknietymi w R3" z wierzchotkami w 0. Witasnos¢ te
ma réwniez graniczna przestrzen produkcyjna Z.

Wybierzmy okres czasu t. Jezeli (x,y) € Z(t) \ {0}, to x # 0 i istnieje nieu-
jemna liczba a(x,y) = max{a| ax = y}. Nazywamy ja wskaznikiem technolo-
gicznej efektywnosci procesu (x,y) (w okresie t). Analogicznie definiujemy

2 W literaturze przestrzenie (zbiory) Z(t) spetniajgce warunki (G1)—(G4) nazywane sg przestrze-
niami (zbiorami technologicznymi) Gale’a. W stacjonarnej gospodarce Gale’a mamy Z(t) =Z =
= const.,t = 0,1, ...; zob. np. Nikaido (1968, rozdz. 1V), Makarov, Rubinov (1977), McKenzie (2005),
Panek (2003, rozdz. 5), Takayama (1985, rodz. 7).



E. Panek Niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologig... 375

wskaznik technologicznej efektywnosci granicznego procesu (x,y) € Z \ {0}.
Dalej interesujg nas wylgcznie nietrywialne procesy (x,y) € Z(t) \ {0} oraz
(x,y) € Z\ {0}.

Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G5), wéwczas (Takayama; 1985, tw. 6.A.1):

— funkcja a jest dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z(t) \ {0}, t =0,1, ..., 0oraz

z\{0},0
— 3, y) eZ\{0} (a(x, y) = (x,;l)nea;{{o}a(x, V) =ay = 0).

Proces (x,y) nazywamy optymalnym procesem produkcji w gospodarce Ga-
le’a z graniczng technologig. Jest on okreslony z doktadnoscig do mnozenia
przez dowolng statg dodatnig (z doktadnoscig do struktury). Liczbe a,, nazywa-
my optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w gospo-
darce Gale’a z graniczng technologia.

Zaktadamy, ze graniczna przestrzen produkcyjna Z pozwala na wytworzenie
kazdego towaru:

(G6) vie{1,2,..,n}3(x,y) € Z (yf > 0).

Warunek ten zapewnia, ze optymalny wskaznik technologicznej efektywnosci
produkcji w gospodarce Gale’a z graniczng technologig jest liczbg dodatnia.
Przyjmijmy oznaczenie:

Zope = {(%,7) € Z\{0}] a(X,y) = oy > 0}

(zbior wszystkich optymalnych proceséw produkcji w gospodarce Gale’a z gra-
niczng technologig). Przy zatozeniach (G1)-(G5) zbior Z,,, jest stozkiem nie

zawierajgcym 0, majgcym m.in. nastepujgce whasnosci®:
V(X,¥) €E Zyp (X 20Ny = 0)

oraz

V(f' }_’) € Zopt ((f, aMf) € Zopt A (3_" aM}_’) € Zopt)-

|‘<|

O wektorze* s = moéwimy, ze charakteryzuje strukture produkcji w procesie

I
(%,¥) € Zyp. Przez

<A

3 Zob. Panek (2016b, tw. 1). Jezeli x € R™ (n > 2), wtedy warunek x > 0 oznacza, ze nieujemny
wektor x ma co najmniej jedng wspétrzedng dodatnig. Warunek x = 0 jest rownowazny z tym, ze
x>0Ilubx=0.
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S = {s |3(%, ) € Zop: (S - %:"»

oznaczamy zbiér wektorow struktury produkcji we wszystkich procesach
(X,¥) € Zope. Przy przyjetych zatozeniach zbior S jest niepusty, wypukly i zwarty;
Panek (2016b, tw. 2(i)). O kazdej pétprostej

N, ={As|A>0},s €S,

moéwimy, ze tworzy tzw. promien von Neumanna (magistrale produkcyjng)
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia. Zbior

N = Uges N
lub réwnowaznie
N ={As|]1 > 0,s € S}
nazywamy wielopasmowg magistralg produkcyjng w gospodarce Gale’a z gra-
niczng technologia.
Niech p = (py,p2 -, Pn) =0 oznacza wektor cen towarow w gospodarce

z graniczng technologia. Jezeli (x,y) € Z \ {0}, wowczas liczbe®

_ (0, y)
(p, x)

B(x,y,p)

(tam gdzie (p,x) # 0) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) przy cenach p. Jezeli (x,¥) € Z,,, to o trojce {ay, (X,y),p } spetnia-
jacej warunki:

ayX =7, (1
v (X:Y) €Z ((ﬁ!y) < aM(ﬁﬂx)) (2)
®,y) >0, )

méwimy, ze tworzy optymalny stan rownowagi von Neumanna w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z graniczng technologig (krétko: stan réwnowagi von Neu-
manna). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna. Ceny p oraz pro-
ces produkcji (x,y) sg w rownowadze okreslone z doktadnoscig do mnozenia
przez statg dodatnig (z doktadno$cig do struktury).

5 Przez (a, b) oznaczamy iloczyn skalarny wektorow a, b € R™: {a,b) = ¥, a;b;.
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W ogdélnym przypadku, bez dodatkowych zatozen taki stan rownowagi moze
nie istnie¢. Aby zapewnic istnienie optymalnego stanu rownowagi von Neuman-
na, w literaturze z reguty przyjmuje sie¢ mocne i trudne do zweryfikowania ztoze-
nie, ze przestrzen produkcyjna (w naszym przypadku graniczna przestrzen pro-
dukcyjna) spetnia tzw. warunek regularnosci gtoszacy, w najprostszej wersiji, iz
w optymalnym procesie produkcji wytwarzane sg wszystkie towary, czyli jezeli
(%,¥) € Z,pe, to y > 05. My postulat regularnosci przestrzeni produkcyjnej zastg-
pimy majgcym naturalng interpretacje warunkiem (G7). Przy jego sformutowaniu
korzystamy z pewnej witasnosci gospodarki Gale’a z graniczng technologig,
o ktérej mowi ponizszy lemat.

O Lemat 1. JeZeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig
(spetniajgcej warunki (G1)-(G6)) w pewnym dopuszczalnym procesie
y

(x,y) € Z \ {0} struktura naktadow ﬁ lub produkgiji ol rézni sie od struktury

magistralne;,

x Y
lIxll €S v Iyl €S,

to technologiczna efektywnos¢ takiego procesu jest nizsza od optymalne;.
Dowod. Niech x € N.Wowczas para (x,y) € Z \ {0} z wektorem y = a,,x tworzy

optymalny proces produkcji w gospodarce Gale’a z graniczng technologia, czyli
(x,y) € Zop. Zatem

vx € N3y € R}((x,y) € Z\{0} A a(x,y) = ay, > 0).

Jezeli jednak x ¢ N, wtedy technologiczna efektywnos$é procesu (x,y) €
Z\{0}jest nizsza od optymalnej. Istotnie, zaktadajac (x,y) € Z\{0}oraz
a(x,y) = ay dostajemy: (x,y) € Z,p,, czyli (x, ayx) € Zyp,,. Wtedy x € N, wbrew
zatozeniu.

Podobnie, jezeli y € N, to biorgc wektor naktadéw x = aj'y otrzymujemy
dopuszczalny proces (x,y) € Z \ {0} z technologiczng efektywnoscig a(x,y) =
ay, wiec (x,y) € Z,,,. Zatem

vy € N 3x € R}((x,y) € Z\{0} A a(x,y) = ay, > 0).

Zatozmy teraz, ze (x,y) € Z\{0},y ¢ Nia(x,y) = ay. Wowczas (x,y) € Z,,;
oraz (y,ayy) € Zyp, tzn. y € N, wbrew zatozeniu. Reasumujgc:

V(x,y) EZ\{0}(x& Nvy & N = a(x,y) < ay). (4)

& Warunku regularnosci nie muszg generalnie spetnia¢ przestrzenie produkcyjne Z(t). Jezeli jed-
nak jest on spetniony w pewnym okresie t’, to wobec (G5) musi zachodzi¢ takze vt >t'. O jego
innych wersjach zob. np. Panek (2003, rozdz. 5, tw. 5.4), (2016b, p. 6, warunek (G7’)).
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Teze otrzymujemy zwazywszy ze warunek x ¢ N jest rbwnowazny z ﬁ €S,

podobnie warunek y € N jest rownowazny z "Z—” &S. ]

Najwyzszg efektywnos¢ technologiczng produkcji a, gospodarka Gale’'a
Z graniczng technologig osigga tylko w rownowadze. Zgodnie z definicjg (warun-
ki (1)—(3)) gospodarka w réownowadze osigga takze najwyzszg efektywnosc
ekonomiczna (réwng technologicznej efektywnos$ci a,,). Nie znaczy to jednak, ze
maksymalng efektywnosé ekonomiczng — podobnie jak najwyzszag efektywnos¢
technologiczng — niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologig
moze (bez dodatkowych zatozen) osigga¢ tylko w réwnowadze. Zapewnia to
nastepujgcy warunek:

(GT)V (x,y) € Z\ {0}(a(x,y) < ay = B(x,y,P) < ay).

Warunek ten tacznie z (G1)-(G6) jest istotny takze dlatego, ze gwarantuje
istnienie optymalnego stanu rownowagi von Neumanna, niezaleznie od warunku
regularno$ci. Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

O Twierdzenie 1. Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng techno-
logig spetnia warunki (G1)—(G6), to istniejg takie ceny p > 0, przy ktérych za-
chodzi warunek (2). Gdy spetniony jest ponadto warunek (G7), to kazda trojka
{am, (x,7),p }, z dowolnym procesem produkcji (X,y) € Z,y,,, tworzy stan réwno-
wagi von Neumanna (spetnia warunki (1)—(3)).

Dowod’. Jezeli (%,y) € Z,,, to oczywiscie ayX =y i zachodzi warunek (1).
Wezmy graniczng przestrzen produkcyjng Z i utworzmy zbior

C={ceR"c=ayx—y,(xy) €Z}
Zbidr ten jest stozkiem wypuktym w R™ (jako liniowy obraz stozka Z) nie za-
wierajgcym wektorow ujemnych. Istotnie, gdyby istniat taki proces (x',y’) € Z, ze
¢ =ayx' —y' <0, to znalaztaby sie réwniez taka liczba ¢’ > 0, ze prawdziwa

bytaby nieréwnos¢ (a,, + €' )x’ = y'. Wowczas zachodzitby takze warunek:

ay =max  a(X,y)=alx',y) =ay+¢,
(X,y)eZ\{0}

co jest oczywiscie niemozliwe. Zbi6r
D=C+R}={c+x|ceC,xeR}}

tez jest stozkiem wypuklym z wierzchotkiem w 0 (jako suma pary stozkow)
nadal nie zawierajagcym wektoréw ujemnych (nie ma ich bowiem w zadnym ze

" Dowdd warunkéw (1), (2) przytaczamy za Panek (2003, tw. 5.4), dowdd warunku (3) jest wzoro-
wany na Panek (2017a, tw. 4).
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zbiorow C, R}) oraz C c D. Natomiast do D nalezg wektory jednostkowe
el =(0,..,1,..,0)), i = 1,2,...,n. Z twierdzenia o hiperptaszczyznie oddzielaja-
cej wnioskujemy, ze istnieje taki wektor p # 0, ze

vd € D((p,d) = 0).
Poniewaz e! € D,i = 1,2, ...,n, wiec p; = 0,i = 1,2, ...,n. W szczegdblnosci
VYc e C({p,c)=0),
czyli

V(x’y) € Z((ﬁtaMx - y) = O)’
tzn. zachodzi warunek (2).

Pokazemy, ze jezeli tak wyznaczony wektor cen p spetnia warunek (G7), to
zachodzi takze warunek (3). W tym celu wezmy dowolny proces (X,y) € Zp;.
Z (1), (2) otrzymujemy (p,y) = ap(p, x) = 0, natomiast zgodnie z definicjg proce-
su optymalnego:

Elk(a(f,y) = miin& =2 ay > 0).

Xi Xk

Niech % = x + e*, gdzie e* =(0,...,1,..,0), jest n-wymiarowym wektorem
Z k-tg wspotrzedng réwng 1. W gospodarce Gale’a z graniczng technologig para
(%,9) jest procesem dopuszczalnym (w mysl (G3)), ale nie optymalnym, gdyz
a(%,y) < ay. Wéwczas, wobec (G7),

By, p) < ay. (5)

Zatozmy, ze (p,y) = 0, wtedy p, = 0, czyli (p,X) = (p, x). Jednoczesnie z (1),
(2) wynika, ze (p, x) = 0, zatem:

'B(f }7 ﬁ = @ = @ = 9
o x) ®x O
co przeczy (5) i zamyka dowdd. ]
Przy dowodach twierdzen o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
Z graniczng technologig (twierdzenia 2—4) bedzie nam potrzebny nastepujacy
lemat, kitory jest dostosowang do specyfiki naszego modelu wersjg lematu Rad-
nera (1961).
O Lemat 2. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G7), to
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Ve > 036, € (0,a,)V(x,y) € Z\ {0} (d(x,N) = & = B(x,y,P) < ay — 8;), (6)

gdzie
d(x,N) = inf

xl
x'en |l ||x|] IIX’II”

jest miarg odlegtosci (kgtowej) wektora x od wielopasmowej magistrali N.
Dowdd, Panek (2017a, tw. 5). ]
Warunek (6) jest rownowazny z nastepujgcym:

36 € (0, @)V (x,¥) € Z()(D,y) < (ay — 6:)(P, X)), (6)
gdzie
Z(e) = {(x,y) € Z\ {0}|d(x,N) = ¢ }.

3. DOPUSZCZALNE | OPTYMALNE PROCESY WZROSTU.
TRZY TWIERDZENIA O MAGISTRALI

Standardowo przyjmujemy, ze:
— ustalony jest horyzont T = {0, 1, ..., t; } funkcjonowania gospodarki (t; < +);
— w gospodarce naktady w okresie nastepnym pochodzg z produkcji wytworzo-
nej w okresie poprzednim:

xt+1D)=y),t=0,1,..,t; — 1,
co w $wietle (G3) prowadzi do warunku:
(@), yt+1D)eZ(t+1),t=0,1,..,t; — 1; (7)
— dany jest poczgtkowy wektor produkcji (wytworzonej w okresie t = 0):
y(0)=y°=0. (8)
O ciggu wektorow {y(t)}?=0 spetniajgcym warunki (7)—-(8) méwimy, ze opisuje
(y°,t,) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale'a
(z przestrzeniami produkcyjnymi Z(t)). Przy zatozeniach (G1)-(G4) procesy
takie istniejg Vy° > 0 oraz Vt; < +oo.
Zakfadamy, ze na wektorach produkcji y € R okreslona jest funkcja uzytecz-

nosci u: R} - R} o nastepujgcych wtasnosciach:

(U1) funkcja u:R" - R jest ciggta, dodatnio jednorodna stopnia 1, wklesta
i rosngca,
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(U2)3a>0vVy =0 @uly) <apy),
(U3) Vs € S (u(s) > 0).

Zgodnie z (U2) funkcje uzytecznosci aproksymuje z géry forma liniowa z wek-
torem wspétczynnikdow ap, gdzie a > 0 oraz p jest wektorem cen von Neuman-
na. Warunek (U1) ma standardowg posta¢. Warunki (U1)-(U3) spetniajg m.in.
dodatnio jednorodne stopnia 1 funkcje uzyteczno$ci typu CES.

Interesuje nas zadanie maksymalizacji uzytecznosci produkcji wytworzonej
w korncowym okresie t; horyzontu Ts:

max u(y(t,))
p.w. (7) —(8) 9)
(wektor y° ustalony).

Rozwigzanie zadania (9) nazywamy (y°,t;,u) — optymalnym procesem wzro-
stu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig i oznaczamy
przez {y"(O)},L,.

Zaktadamy, ze gospodarka Gale’a z graniczng technologig spetnia nastepuja-
cy warunek mowigcy o mozliwosci jej dojscia ze stanu poczatkowego y° do wie-
lopasmowej magistrali N°:

(G8) Istnieje (y°, i + 1) — dopuszczalny proces {y(t)}i1s, £ < t;, w ktdrym:
“(}v’(f),y(f + 1)) = ay.

Przyjmujac oznaczenia:

|‘<<

y=y (@), 8 == ¥(6) = ity t=t+1,..,t, (10)

=

z (G1)—(G5) otrzymujemy:
Gauy) €Z(E+1)c 2z,
czyli (¥, ayy) € Zyp (rownowaznie (3, ays) € Z,,,) oraz
y(@) ENgt=t+1,..,t,, (11)

gdzie potprosta (promien von Neumanna)

8 Tzw. zadanie wzrostu docelowego. Przy zatozeniach (G1)-(G7), (U1) zadanie to ma rozwigza-
nie, zob. Panek (2017b, p. 4, zad. (24’)—(25’)).
9 Zob. np. Panek (2017a, lemat 1).
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Ny ={A$|]1 >0} €N

jest pojedynczg magistralg produkcyjng wyznaczong przez wektor § = ”z—" struk-

tury produkcji w optymalnym procesie (V, ayy) € Zp,.

Warunek (G8) zapewnia, ze po dojsciu w okresie ¢ do wielopasmowej magi-
strali N (dokfadniej, do jednego z tworzacych jg promieni Ny € N) gospodarka
moze rozwija¢ sie dalej (zwieksza¢ produkcje) zgodnie z (10) w tempie a,,, po-
zostajgc rownoczesnie caly czas na magistrali (zob. (11)). Jest to najwyzsze
tempo wzrostu produkcji mozliwe do osiggniecia w gospodarce Gale’'a. Bez
wzgledu na stan poczatkowy (8), nie istnieje bowiem ani jeden dopuszczalny
proces {y(t)}?:o, w ktorym chocby raz zachodzit warunek y(t+ 1) = yy(t)
ztempem y > ay,. Istotnie, zaktadajgc

yE+1D 2yy@®) (v > an)
i pamietajgc, ze
(y@®),yt+1)€ezZ(t+1) cZ
dochodzimy do sprzecznosci:

ay a(x,y) = a(y(t),y(t + 1)) >y > ay.

= max
(x,y)€Z\{0}

Procesy wzrostu postaci (10) nazywamy optymalnymi stacjonarnymi procesami
w gospodarce Gale’a. Wszystkie biegng po wielopasmowej magistrali N ztozonej
z wigzki pojedynczych promieni N, s € S.
O Twierdzenie 2 (,Stabe” twierdzenie o wielopasmowej magistrali). Jezeli za-
chodza warunki (G1)-(G8) oraz funkcja uzytecznosci charakteryzuje sie wiasno-
Sciami (U1)—(U3), to dla dowolnej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba naturalna k., iz
liczba okresow czasu, w ktorych (y°t;,u) — optymalny proces wzrostu
{y*(t)}ﬁl=0 spetnia warunek:

d(y*(¢e),N) = ¢ (12)

nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugosci horyzontu T.
Dowéd." Z definicji (y°,t;,u) — optymalnego procesu wzrostu, w $wietle twier-
dzenia 1, zgodnie z (2) (wobec (G5), (7)) mamy:

" Dowdd przytaczamy za Panek (2017a, tw. 6) z tg roznicg, ze przy dowodzie twierdzenia 6
w pracy Panek (2017a) korzystamy z warunku (silnej) regularnosci granicznej przestrzeni produkcyj-
nej Z, ktéry obecnie zastepujemy znacznie stabszym warunkiem (G7).
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D, vt + 1)) < aypy (D)), t=0,1,..,t; -1 (13)

Zatozmy, ze w okresach 0 < 74, ..., T, < t; zachodzi warunek (12). Woéwczas,
w mysl lematu 2 (warunek (6)) istnieje taka liczba 6, € (0, ay), ze

(ﬁ’y*(t + 1)) S (aM - 68)(ﬁ1y*(t)>1 t = Tl: ---tTk'
Stad i z (13) otrzymujemy nieréwnos¢:
B,y () < ayf " (aw = 8P, ¥°),

co po uwzglednieniu wiasnosci (U2) funkcji uzytecznosci u prowadzi do gérnego
ograniczenia jej wartosci w punkcie y*(t,):

u(y*(t) < alp, y* () < aayt ™ (ay — 80P, y°). (14)

Z drugiej strony, jezeli zachodzi warunek (G8), to (y°,t,) — dopuszczalny jest
proces {y(t)}?:o nastepujgcej postaci:

N y®),t=0,1,..,1%
y(t) = v _t—t Y
psay s, t=t+1,..,t,

y@®
7@l

gdzie p = ||[y®I| >0, § = € S. Zwazywszy na witasnosé (U3) funkcji uzy-

teczno$ci dostajemy:
u(y*(t) = u(3t)) =u (péali}_f) = pa,tv}_fu(§) > 0. (15)

Z (14), (15) wynika nierownos¢:

0< pa,f,}_fu(ﬁ) < aa;}_k(am —8)p,y°),

ktéra pozwala na oszacowanie liczby k:

< InA _
In ap—In(apy—8¢)

B,

t 5.0
gdzie 0 < A= may 22y )
ses  pu(s)

zie, wystarczy wzig¢ np. najmniejszg liczbe naturalng wiekszg od max{0,B}. =

Twierdzenie glosi, ze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng
technologig optymalne procesy wzrostu, niezaleznie od dlugosci horyzontu T,
.prawie zawsze” przebiegajg w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej

< 400. W charakterze liczby k., o kidérej mowa w te-
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magistralill. Nie precyzuje jednak w ktorej fazie wzrostu optymalne procesy
zblizajg sie do magistrali, czy sg zbiezne w sensie Lapunowa, czy asympto-
tycznie etc. Mowig o tym kolejne dwa twierdzenia. Dowdd ,bardzo silnego”
twierdzenia o magistrali (twierdzenie 4) wymaga jedynie pewnej modyfikacji
warunku (U3) naktadanego na posta¢ funkcji uzytecznosci. Przy dowodzie
,Silnego” twierdzenia o magistrali (twierdzenie 3) potrzebne sg dodatkowe wa-
runki (G9)—(G11), ktére formutujemy ponize;.

Wezmy liczbe € > 0 i oznaczmy przez Z(e) zbioér dopuszczalnych proceséw
produkcji z naktadami odlegtymi o co najmniej € od wielopasmowej magistrali
N (w sensie metryki d(-), zob. lemat 2):

Z(e) = {(x,y) € Z\ {0}|d(x,N) = ¢ }.

Zgodnie z lematem 2 (warunek (6')) efektywnos$¢ ekonomiczna B(x,y, p) kaz-
dego procesu (x,y) € Z(¢) jest nizsza od optymalnej o co najmniej &, > 0.
W kolejnych lematach 3, 4 prezentujemy niektére witasnosci funkcji B(-,-,p)
potrzebne przy dowodzie ,silnego” twierdzenia o wielopasmowej magistrali.

O Lemat 3. Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G7), to:

() BC,,p) € COZ(e) - RY),
(2i)) ve > 013 (x’%gg(s)ﬁ(x, y,p) = b(e) < ay.

Dowdd, Panek (2017b, Fakt 1, 2). [
Wprowadzajgc oznaczenie §(¢) = a, — b(e) mozemy warunek (2i) lematu 3
zapisaé réownowaznie tak'?:

Ve > 0368(e) € (0,ay] V(x,y) € Z(e)(B(x,v,P) < ay — 8(¢)). (16)

Funkcja b(-) jest nierosngca (tam gdzie jest okreslona), b(¢) = a,, przy € = 0,
zatem §(¢) - 0 , gdy € — 0. Przy dowodzie ,silnego” twierdzenia o magistrali
zaktadamy monotonicznos¢ funkcji b(+):

(G9) Funkcja b(-) maleje (rGwnowaznie, funkcja §(-) rosnie) na obszarze okre-
Slonosci.

Zgodnie z tym warunkiem maksymalna efektywnos¢ ekonomiczna procesu
(x,y) € Z \ {0} w gospodarce z graniczng technologig maleje w miare oddalania
sie, w sensie metryki d(-), naktadéw x od wielopasmowej magistrali N. Warunek

" Zawsze, poza skonczong liczbg okreséw czasu niezalezng od dtugosci horyzontu T.
2 iczba 6, = (&) jest najwiekszg liczbg spetniajgcg warunek (6).
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jest spetniony w szczegolnosci, gdy wszedzie poza Z,,, graniczna przestrzen
produkcyjna Gale’a jest stozkiem silnie wypuktym: dla dowolnych liczb a,f > 0
i kazdej pary liniowo niezaleznych proceséw (x*,y'), (x2,y%) € Z \ Z,,, ich kom-
binacja liniowa (x,y) = a(x,y!) + B(x?,y?) jest punktem wewnetrznym prze-
strzeni produkcyjnej Z.

O zbiorze S wektoréw struktury produkcji w optymalnych procesach (x,y) €
Z,pt Zakladamy, ze spetnia ponadto nastgpujacy warunek:

(G10) 31 ={iy,ip,..,i;l0<k<n}VseS(iel=s>0Ajgl=s=0).

Poniewaz (x,y) € Z,,, wtedy i tylko wtedy, gdy s = ﬁ € S, warunek ten moéwi,

ze w kazdym optymalnym procesie produkgcji (x,y) € Z,,, wytwarzane sg wy-
tacznie towary iy, iy, ..., iy. 13

o Lemat 4. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G6) oraz (G10), to

Vs € S}(1) Vs e S30(s,5) € (0,1]VS € (0,ay) e’ >0
(lls -Sll<e = ((s,a(s, Says) € Q) Aa(s,a(s,5)ays) = ay — 6)),

gdzie: S¥(1) = {x € RY||x|l = 1}, (1) = {(x,¥) € Z|lIx|| = 1},
Dowéd™. Wezmy wektor s € S c S?(1). Niech I = {i| 5; > 0}. Pokazemy, ze
istnieje takie &£ — otoczenie wektora s € Sw ST (1):

Ue(5) ={s € ST lIs =5l < &,
ze Vs € Us(5) Vi € I(s; > 0). Niech & = nlnelln 5; =5, > 0 oraz s € Us(5). Wéwczas
vi€l(ls;— 5l < lls =5l <5,
tzn. =5, < s; — 5§ <5, czylis; > 5 —5, = 0.
Zwazywszy ze ||s|| = ||5]| = 1 stwierdzamy, Ze istnieje liczba

A(s,5) = minfA|As = 5} = mealx§ >1.
i i

'3 Nie wyklucza to w szczegolnosci przypadku, gdy k = n, tj. gdy w kazdym optymalnym procesie
wytwarzane sg wszystkie towary, zob. Panek (2016b, 2017b).

W pracy Panek (2017b) elementami zbioru S wektoréw struktury produkcji we wszystkich opty-
malnych procesach (x,y) € Z,,. sa wektory dodatnie, obecnie moga to by¢ wektory poétdodatnie.
Lemat jest zmieniong (dostosowang do specyfiki obecnego modelu) wersjg Faktu 3 z tejze pracy.
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Poniewaz (5, ay5) € Q(1) c Z, wiec z (G3) dostajemy (A(s, 5)s, ayS) € Z, czyli
(s,0(s,5)ays) € Q(1), (17)

gdzie o(s,5) = ﬁs) < 1, funkcja o (-, 5) jest ciggta w otoczeniu punktu 5i o(5,5) =
=1.

Funkcja a jest ciggta w otoczeniu (5, a,5) oraz

a(5,ays) = max a(x,y) = ay,
5, ays) eex (x,y) M

Wiec
V8 € (0,ay)3e’ >0(ls=5|l <& <é>= a(s,a(s,5)ays) = ay —6). (18)

Z (17), (18) wynika teza. ]

Lemat gtosi, ze jezeli wektor (unormowanych) naktadow s lezy blisko ktorego-
kolwiek wektora 5 (struktury produkcji na wielopasmowej magistrali N), to istnieje
proces, ktéry (z efektywnoscig dowolnie bliskg optymalnej) z naktadoéw s prowa-
dzi do wielopasmowej magistrali.

Zgodnie z warunkiem (G8), poczawszy od okresu £ w gospodarce mamy co
najmniej jeden promien Ny € N, na kiérym moze ona rozwija¢ sie (zwiekszac
produkcje) w maksymalnym tempie a,15. Warunek (G11), ktéry formutujemy
ponizej, rozszerza z czasem te mozliwo$¢ na wszystkie promienie von Neuman-
na (pojedyncze magistrale produkcyjne) Ng,s € S, sktadajace sie na wielopa-
smowg magistrale. Dodatkowo stanowi, ze okresy t, sukcesywnego udostepnia-
nia gospodarce kolejnych ,paséw szybkiego ruchu” (promieni von Neumanna)
N, na wielopasmowej magistrali N nie przekraczajg pewnego granicznego okre-
sut < +oo;

(G11) 3t < +ooVs€e Sty <E((s,ays) € Z(t;+1) S+ € 2).
Jezeli horyzont T jest dostatecznie dtugi, t; > ¢, to
Vs € SVyS € N((y%, any®) € Z(ts + 1) € Z(t; +2) S -+ € Z),
co oznacza, ze dlat; > t:

Vs € SYN; € NVy® € Nyt € {t; + 1, ..., t, }(y5(t) = ap; “y° € Ny).

S Promien (pojedyncza magistrala) N, € N jest swoistym ,pasem szybkiego ruchu” gospodarki na
wielopasmowej magistrali, dostepnym od okresu t = ¥ + 1.
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Po granicznym okresie t wszystkie optymalne procesy produkcji sg w zasiegu
mozliwosci technologicznych gospodarki:

Zope € Z(t) dla t > E.

Zaktadamy ponadto, ze funkcja uzytecznosci zamiast warunku (U3) spehnia
nastepujacy (silniejszy) warunek:

(U3’) vseS (u(s)=a(p,s) >0).16
o Twierdzenie 3 (,Silne ” twierdzenie o magistrali). Niech {y*(t)}?:o bedzie
(v°, t;,u) — optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
z graniczng technologig. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G11), (U1), (U2),
(U3), to

Ve > 03k, e NVt >t + 2k,
Vte{t+ k., t+ ko +1,....t; — k3 (dy*(t),N) <¢)

(N oznacza tutaj zbiér liczb naturalnych).
Dowéd'’. Pokazemy najpierw, ze
IE>0V5E S(seU:(3) > Viel(s; >0)) (19)

gdzie Ux(5) ={s € S}ls -5l <&}, I=/{iy, iy ...,ix}. Istotnie, poniewaz zbior
S c R} jest zwarty, to wobec (G10)

Vi € 3v; =mins; > 0.
SES

Niech & = meiln vi=v,=v>0,5€ S oraz s € Us(5). Wéwczas (podobnie jak
L

przy dowodzie lematu 4) stwierdzamy, ze
viel(ls; =5l < s =3l <v),
tzn. —v <s; — 5, <v,czylis; >5 —v = 0.

6 Warunek ten jest rownowazny z nastepujgcym: Vy € N (u(y) = a (p,y) > 0). Glosi, ze forma
liniowa H,;(y) = a(p,y) aproksymujgca z gory funkcje uzytecznosci u jest (wzdtuz wielopasmowe;j
magistrali) styczna do jej wykresu.

7 Dowod wzorowany na Panek (2017b, tw. 2).
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Wezmy dowolng liczbe € > 0, liczbe 6(¢) € (0, a)] spetniajgcg warunek (16),
liczbe & € (0,8(e)) oraz odpowiadajaca jej liczbe &' € (0, min{e, £}) z lematu 4.
Zgodnie ze ,stabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna k.,
ze jezelit; > k., to

d(y*(z1),N) <¢'. (20)

co najmniej w jednym okresie t < t,. Niech t; > t + 2k,. Przez t; > t oznaczmy
pierwszy (po t), a przez 1, ostatni okres horyzontu T, w ktérym zachodzi waru-
nek (20). Wowczas

35€ STk <N > 0,i = iy, i, o, ix A || 57(2y) = 51l = d(y*(2), N) < €.

gdzie s*(ty) = ”;'iglin > 0. W Swietle (19), zwazywszy ze ¢’ < & mamy
1
Gl ~ T e b
a w my$l lematu 4:
y (7)) _)
——— o*ayS5 | € Q(1),
<||y*(r1)|| us )& A
tzn.
(" (z1),poays) € Z, (21)

oraz a(s*(1y),0*ayS) = ay — §,gdzie * = o(s*(1,),5),p = lly* ()| > 0.
Poniewaz 1, > t, wiec zgodnie z (G11):
Gayd) e Zt;+ 1) cZ() cZ(ry) S CZ,
czyli (wobec (G1)):
(po*ays,po*as) € Z(r; +1) c - C Z,
(po*ags,porays) € Z(t,+2) S+ C Z,

itd. Stad i z (21) ptynie wniosek, ze (y°t;) — dopuszczalny jest nastepujgcy
proces {y(t)}?:o:

- y(),t=0,1,..,1,
y(t) = { £ t—T1 = !

pora, 'S,;t= 1, +1,..,t.
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Z definicji procesu optymalnego {y*‘(tr)}lfl=0 (zwazywszy na dodatnig jednorod-
nos¢ stopnia 1 funkcji uzytecznosci) wynika, ze:

u(y*(t) = potay "u(s) > 0. (22)
Zatézmy, ze k' jest liczbg okresow (miedzy t4,7,), w ktérych
d(y*(t),N) = ¢.
Z (2), (6’) (wobec (G5), (7)) otrzymujemy:
5" ) — 57) 2 al T (ay - 50)" By (@)
czyli (ze wzgledu na wiasnosc¢ (U2) funkcji uzytecznosci):

u(y*(t) < a@,y* () < a(ay — 5(e") ™ a2 7w

) (23)
(ay — 6N By (1)),

przy czym 0 < §(e') < 8(¢) (gdyz funkcja &(-) jest rosngca, zob. (G9)), zatem
6(e) < ay. Laczac (22), (23) dochodzimy do nieréwnosci:

0 < poa} " u(3d) < aalay — 6(5’))':1_120(,?}_12_1(’((11\,1 - 5(5'))k 0,y (t)),

ktorg (zwazywszy na wiasnos¢ (U3’) funkcji uzytecznosci oraz pamietajac, ze,
s* (1) = 2L (5 5*(2,)) > 0 oraz p = |ly*(ry)|l > 0) mozna zapisac inaczej tak:

ly*C@Oll
(aM - 5(g)>"' 5 ( . >t ( 7@ ) 24)
Ay Ay — 5(e") (P'S*(T1))

W mys$l lematu 4:

a=a(s*(t)),0"ays) = ay — 6,

Wiec as*(t,) < a*aySs, oraz (ay — 8§)s*(t,) < o*ayS. Wowczas:
(ay — 8)(p,s™(11)) < o an(D,3),

czyli

a*(p,5) ay — 0
p,s*(r)) ~  ay

Stad i z (24) dostajemy:
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ay —6(e) K - ( ay )tl—TZ ay—§6
am ~ \ay —6(e) aym

Pamigtajac, ze 0 < (") < 8(¢) < ay, oraz & € (0,8(¢)) i t; — 7, = 0, docho-
dzimy do nieréwnosci:

]

(aM . 5(e)>"' N ( ty )tl—rz ay — 8

Ay ay —6(e) Ay

ap—6(g)

am
Jedyng nieujemng liczbg catkowitg spetniajgcg ten warunek jest k' = 0. W cha-
rakterze liczby k., o ktérej mowa w tezie twierdzenia, mozna przyjaC k. = k.. m
Udowodnione ,silne” twierdzenie o wielopasmowej magistrali pokazuje, ze
w niestacjonarnej gospodarce Gale’'a z graniczng technologig optymalne proce-
sy wzrostu przebiegajg zawsze w poblizu wielopasmowej magistrali N, za wyjat-
kiem ewentualnie poczgtkowych i/lub koricowych okreséw horyzontu T. Im dtuz-
szy jest horyzont, tym dtuzej — w jego srodkowym okresie — wszystkie optymalne
procesy wzrostu pozostajg w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej magi-
strali.

Kolejne twierdzenie wyjasnia co sie dzieje z optymalnym procesem, ktory
w pewnym okresie dociera do magistrali.
O Twierdzenie 4 (,Bardzo silne ” twierdzenie o magistrali). Jezeli spetnione sg
warunki (G1)-(G7), (U1), (U2), (U3’) i (¥°t,,p) — optymalny proces wzrostu
{y*(t)}ﬁl=0 w okresie f < t; spetnia warunek:

K'-1 r_ ,
z ktorej wynika, ze ( )" > 1lub rownowaznie (ay — 6(2))° > afy 1.

a(y' @,y (E+1) =ay
(dociera w okresie  do wielopasmowej magistrali), to
vtef{t+1,..,t; — 1} (y*(t) € N).

Dowéd. Jezeli w okresie f < t; optymalny proces {y*(t)}il=0 dociera do magi-
strali, wowczas istnieje (y°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}?zo postaci

" y'(©),t=01..1%
g =4 - —i y

pSay ,t=t+1,..,t,
y'(®

o €5 €0 prowadzi do nieréwnosci:

p=ly Ol >05=

u(y"(t) = u(5(t) = paliu(s) > o. (25)
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Z warunku a(y*(®,y*(f+ 1)) = ay wynika, ze y*({ + 1) € N.Zatézmy, ze
y*(r) ¢ N w pewnym okresie t € {f + 2,...,t; — 1}. Wowczas

3> 0(d@*(7),N) = ¢),
i zgodnie z (6’) istnieje taka liczba &, € (0, ay), ze
@y T+ 1) < (an = 6P,y (D) (26)

Pamigtajgc, ze (y°t;,p) — optymalny proces spetnia warunek (13), po
uwzglednieniu (26) otrzymujemy:

ti—t-1

@y D) <ay  (ay =8P,y (D),

gdzie y*() = ps, a stagd (wobec (U2)):

u(y*(t) < a(p,y*(t) < apal} ™ (ay — 5.0, 3). (27)

taczac (25), (27) dostajemy nierdwnosc:

aPa;}_f_l(aM —6.)(p,5) = pa,f,}_fu(s') > 0.

Warunek (U3’) stanowi, ze a(p, 5) = u(5) co prowadzi do nieréwnosci:

aM_6£>1

= 4

Oy
z ktérej wynika, ze 6, < 0, wbrew (6’). Otrzymana sprzecznos$¢ zamyka dowéd.m
4. UWAGI KONCOWE

Postulowana w pracy niestacjonarno$¢ (zmiennos¢) technologii jest w dtugich
okresach czasu zgodna z przebiegiem realnych proceséw gospodarczych. Na-
tomiast hipoteza zbieznosci technologii — bedgcej wytworem potegi umystu
ludzkiego — do pewnej technologii granicznej (zaktadajgca implicite, przynajm-
niej w wymiarze technologicznym, istnienie nieprzekraczalnych granic rozwoju
naszej cywilizacji) moze juz budzi¢ zastrzezenia. Na pewno jest trudna do wery-
fikacji empirycznej.

Chocby dlatego w dalszych badaniach warto przyjrze¢ sie stabilnosci opty-
malnych procesow wzrostu w niestacjonarnych gospodarkach input-output typu
Neumanna-Gale’a-Leontiefa z wielopasmowymi magistralami, ale bez zatoze-
nia o zbieznosci ich technologii do hipotetycznej technologii granicznej. Wielo-
pasmowe magistrale bedg woéwczas reprezentowane przez wigzki krzywych
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w przestrzeniach fazowych takich gospodarek lub przez (zmieniajagce sie w cza-
sie) wigzki promieni von Neumanna w ich przestrzeniach stanow'@.

Znacznie trudniejszym i dlatego tym bardziej interesujgcym w dalszej perspek-
tywie problemem jest uwzglednienie, obok postulatu niestacjonarnosci gospodarki,
takze faktu zmieniajgcej sie liczby towarow (zuzywanych i/lub wytwarzanych).

Do przesledzenia pozostaje takze przebieg optymalnych proceséw w dtu-
gich okresach czasu ocenianych z perspektywy szerszego wachlarza kryteriow
wzrostu'®.
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NIESTACJONARNA GOSPODARKA GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA
| WIELOPASMOWA MAGISTRALA PRODUKCYJNA.
»SLABY”, ,,SILNY” | ,,BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI

Streszczenie

W pracach Panek (2016a, 2016b) zaproponowano uogolnienie pojecia magi-
strali w stacjonarnej gospodarce typu Gale’a poprzez zastgpienie pojedynczej
magistrali (pojedynczego promienia v. Neumanna) przez zwartg wigzke magi-
stral, ktérg nazwano magistralg wielopasmowg. Udowodniono w nich tzw. ,sta-
bg” wersje twierdzenia o wielopasmowej magistrali (a) w stacjonarnej gospodar-
ce Gale’a ze stalg (niezmienng w czasie technologig produkcji) oraz (b) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a z technologig zbiezng z czasem do pewnej
technologii granicznej. W niniejszym artykule, w nawigzaniu do w/w prac, przy
czesciowo zmodyfikowanych zatozeniach przedstawiono — obok dowodu ,stabe-
go” twierdzenia — takze dowod ,silnego” oraz .bardzo silnego” twierdzenia
o wielopasmowej magistrali w niestacjonarnej gospodarce z technologig zbiezng
z czasem do pewnej technologii granicznej.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, rownowaga chwilowa
von Neumanna, wielopasmowa magistrala produkcyjna

NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH LIMITED TECHNOLOGY
AND MULTILANE TURNPIKE. "WEAK”, "STRONG”
AND "VERY STRONG” TURNPIKE THEOREM

Abstract

In the author’s previous papers (2016a, 2016b) the generalized concept of
turnpike in the stationary Gale’s economy has been proposed — a single turnpike
(single von Neumann’s ray) has been replaced with a compact bundle of turn-
pikes and it has been called multilane turnpike. It has been proven that the
"weak” turnpike theorem holds in (a) stationary Gale’s economy with fixed (un-
changeable in time) production technology and in (b) non-stationary Gale’s
economy with technology convergent with time to a limit technology. In this arti-
cle, in reference to the aforementioned papers, alongside with the "weak” turn-
pike theorem, the proof of the “strong” and “very strong” turnpike theorem has
been presented for the partially modified assumptions in a non-stationary econ-
omy with multilane turnpike and with technology convergent with time to a limit
technology.

Keywords: non-stationary Gale model, von Neumann temporary equilibrium,
multilane production turnpike





