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Streszczenie. Celem pracy jest analiza dochodéw ludnosci Polski za pomocg rozkta-
déw Daguma i Zengi. Rozktad Zengi zaproponowany w 2010 r. jest nowym, konkurencyj-
nym rozktadem, ktéry nie byt dotychczas stosowany do badania ptac i dochodéw w Pol-
sce. W artykule przedstawiono rozktady Daguma i Zengi oraz wyniki aproksymacji roz-
ktadow ptac pochodzgcych z badania budzetéw gospodarstw domowych ludno$ci Polski
w 2014 r. Obliczone miary zgodnosci dopasowania rozktadéw teoretycznych do empi-
rycznych wskazujg, ze rozktad Zengi lepiej opisuje rozktad ptac ludnosci Polski niz —
uwazany dotychczas za jeden z najlepszych — rozktad Daguma.
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Approximation of distribution of Poland’s population’s
income according to Dagum and Zenga models

Abstract. The aim of this paper is to analyse the income of the population of Poland
using the Dagum and the Zenga distributions. The Zenga distribution, introduced in 2010,
is a new distribution which has not been yet applied to analysing wages and income in
Poland. The paper presents both the Dagum and Zenga distributions, as well as the re-
sults of the approximations of wage distributions drawn from the 2014 household budget
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ical one demonstrates that the Zenga distribution describes the distribution of the income
of the Polish population more reliably than the Dagum distribution, which so far has been
regarded as one of the best.
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1. WPROWDZENIE

Pierwsza usystematyzowang teorie dotyczgcg rozkfadu i nierbwnomierno$ci
dochoddw przedstawit Pareto w przetomowej pracy z 1897 r. Nastepnie pojawity
sie prace dotyczgce teoretycznych rozktadéw ptac i dochodéw. March (1898)
zaproponowat wykorzystanie rozktadu gamma, a Edgeworth (1898) — zastoso-
wanie rozktadu normalnego jako funkcji generujgcej rozktady dochodéw. Podej-
Scie to przyczynito sie do stworzenia m.in. przez D’Addaria (1939) pierwszego
systemu funkcji gestosci opisujgcych rozkiady ptac i dochodéw. Zagadnienie
rozwoju badan dotyczacych dochoddw i bogactwa na przestrzeni lat poruszajg
Domanski i Jedrzejczak (2005). Obecnie badania rozktadéw dochoddw skupiajg
sie gtéwnie na probach dopasowania rozktadéw teoretycznych do empirycznego
rozktadu ptac i dochodow w réznych przekrojach oraz na analizie nierébwnomier-
nosci tych rozkfaddw.

Istnieje wiele teoretycznych rozktadéw dochoddw, ktére zostaty sformutowane
na podstawie obserwacji empirycznych (rozktad Pareta, rozktad Daguma) lub
tez jako wynik pewnego procesu stochastycznego (rozktad Champernowne’a).
Przeglad wiekszosci z nich przedstawiono w pracy Kleibera i Kotza (2003).
Dagum (1990) okreslit kryteria, ktére powinny spetniaé teoretyczne modele roz-
ktadow dochodéw. Do najwazniejszych z nich nalezg:

zbiezno$¢ modelu do rozktadu Pareta typu | dla wysokich dochodéw;

istnienie matej liczby skonczonych momentéw;

ekonomiczna interpretacja parametrow;

mozliwosé dopasowania modelu do dwoch rodzajow rozktadéw dochodow
(w zaleznosci od wartosci parametrow powinien generowac rozktady jedno-
modalne lub zeromodalne).

Wiele rozktadéw stosowanych w analizie ptac i dochodéw wybrano ad hoc,
ze wzgledu na ich ksztaltt (rozktad gamma, rozkiad beta, krzywg Pearsona V
i VI typu). Empiryczne rozktady bardzo czesto cechujg sie bowiem jednomodal-
noscig, prawostronng asymetrig oraz dodatnig kurtozg. Sg to prawidlowosci,
ktére zaobserwowano niezaleznie od kraju oraz czasu. Do opisywania docho-
déw empirycznych poszukuje sie takich rozktadow teoretycznych, ktére przy
odpowiedniej parametryzacji odzwierciedlajg te wtasnosci.

Zastosowanie rozktadéw teoretycznych do analizy ptac i dochodéw jest uza-
sadnione z wielu powoddéw. Podejscie takie umozliwia wyréwnywanie nieregu-
larnosci w obserwowanych rozktadach, ktére powstaty w wyniku gromadzenia
danych. Ponadto utatwia analize rozktadow, poniewaz wszystkie charakterystyki
rozktadow teoretycznych, w tym takze wspétczynniki nierownomiernosci, moga
by¢ wyrazone za pomocg tych samych parametrow. Znajomo$¢ parametrow
rozktadu moze by¢ tez wykorzystana do poréwnania tych samych rozktadow
w roznych okresach oraz do konstrukcji modeli rozktadéw dochodéw. Dane,
ktérymi dysponujemy, pochodzg na ogét z badan czesciowych, dlatego znajo-
mos¢ funkciji gestosci lub dystrybuanty teoretycznej utatwia proces estymacji
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miar nierownomiernosci dla zbiorowosci generalnej. Wielu badaczy koncentruje
sie na problemach poréwnan rozktadéw dochodéw w czasie i przestrzeni. Sto-
sowanie rozktadéw teoretycznych do opisu empirycznych rozktadéw dochodoéw
stwarza mozliwo$¢ prognozowania.

Do aproksymaciji rozktadéw dochodow ludnosci Polski stosowano rézne roz-
ktady teoretyczne, np. rozktady Pareta, logarytmiczno-normalny, gamma, Da-
guma i wiele innych (Wisniewski, 1934; Vielrose, 1960; Lange, 1967; Wasik,
1967; Kordos, 1968, 1973; Domanski, 1973; Kot, 1999, 2000). Zastosowaniem
dwuparametrowego rozktadu log-normalnego zajmowali sie Kordos (1990) oraz
Jagielski i Kutner (2010).

Badania nad rozktadami dochodéw i ptac w Polsce wskazujg, ze do aproksy-
macji empirycznych rozktadoéw ptac i dochodéw mogg by¢ z powodzeniem sto-
sowane rozkfady teoretyczne trojparametrowe — w szczegdlnosci rozktady
Singha-Maddali i Daguma dobrze dopasowujg sie do danych empirycznych
w réznych przekrojach (Lukasiewicz, Ortowski, 2004; Ostasiewicz, 2013; Sala-
maga, 2016). Rozkltad Daguma, nalezgcy do krzywych Burra 1l typu (Kleiber,
Kotz, 2003), jest najczesciej stosowany nie tylko w Polsce. Jest on nieco lepigj
dopasowany od rozktadu Singha-Maddali, nalezgcego do krzywych Burra XI|
typu (Jedrzejczak, 1999), a oprécz tego jest zbiezny z krzywg Pareta dla wyso-
kich grup dochodowych.

W 2010 r. Zenga zaproponowat trojparametrowy rozktad oparty na ucietym
rozktadzie Pareta przedstawionym w pracy Polisicchia (2008), ktéry bardzo do-
brze aproksymuje rozktady dochodéw wielu krajow. Rozktad ten nie byt dotad
stosowany do analizy rozktadéw ludnosci Polski. Funkcja gestosci Zengi, dzieki
swoim wiasnosciom, tatwo dopasowuje sie do réznego rodzaju dochoddw.

Do opisu rozktadéw dochodéw ludnosci Polski stosowano réwniez czteropa-
rametrowy rozkfad GB2. Badania prowadzone przez Banduriana i in. (2003),
Dastrupa i in. (2007) oraz Brzezinskiego (2013) potwierdzajg bardzo dobre do-
pasowanie tego rozktadu do danych empirycznych.

W niniejszym artykule przedstawiono poréwnanie rozktadu Daguma, uwaza-
nego do tej pory za rozktad trojparametrowy najlepiej opisujgcy rozktady empi-
ryczne w Polsce, z rozkladem Zengi, ktoéry pozwala na bezposrednig interpreta-
cje parametréw.

2. TEORETYCZNE ROZKLADY DOCHODOW

2.1. ROZKtAD DAGUMA

Rozktad Daguma (Dagum, 1977) powstat na podstawie obserwacji empirycz-
nych i jest jednym z najcze$ciej stosowanych do opisu rozktadéw ptac i docho-
doéw. Rozktad ten moze by¢ zaréwno jednomodalny, jak i zeromodalny. W przy-
padku wysokich warto$ci dochodéw rozktad Daguma jest zbiezny z rozktadem
Pareta, dzieki czemu posiada niewielkg liczbe skohczonych momentéw, co
sprawia, ze charakteryzuje sie wysokg zgodnoscig z danymi empirycznymi. Do



K. Trzcinska Aproksymacja rozktadu dochodéw ludnosci Polski za pomocag... 273

opisu rozktadu dochoddéw w Polsce zostat po raz pierwszy zastosowany przez
Jedrzejczak (1990). W artykule zostanie rozwazony rozktad Daguma typu | (Kle-
iber, Kotz, 2003). Funkcja gestosci rozktadu Daguma ma postac:

apxap—l
f(xia; b;p) = 21X >0, A1)

o[+ (5) |

gdzie a, b,p > 0.

Natomiast dystrybuanta rozktadu Daguma jest nastepujgca:

F(x:a; b;p) = [1 + (g)—a]—p ,x >0, (2)

gdzie a,b,p > 0. Parametr b jest parametrem skali, natomiast a oraz p sg para
metrami ksztattu.

Rysunek 1. Funkcja gestosci rozkladu Daguma
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Zr 6 dto: opracowanie wiasne.
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2.2. ROZKLAD ZENGI

W 2010 r. Zenga skonstruowat trzyparametrowg funkcje gestosci f(x: u; a; 6),
(u>0; a > 0;6 > 0) dla nieujemnych wartosci dochodéw (Zenga, 2010; Zenga
i in., 2010a, 2010b), ktéra powstata w oparciu o rozktad Pareta przedstawiony
przez Polisicchia (2008):

\/ﬁ 0,5 -1,-1,5 K
v(x: s k) = 7k 1-k*x dla ukaSE, u>0 0<k<1 3)
0 dla pozostatych przypadkéw,
oraz rozktad beta
KA e o<k<1; 850,50
gl:a;0) =37 B(a; 0) a ' & 4)
0 dla pozostatych przypadkéw,
gdzie B(a; 0) jest funkcja beta.
Funkcja gestosci rozktadu Zengi ma postac:
f(x:ly; a;0)
= f v(x:u, k)g(k:a,0)dk
0
[ 1 X\-15 (% 5
— (% ke05(1— k)P?dk dla 0 <x < (%)
2uB(a; 0) (u) fo ( ) K
= I
1 MY (% aos 0-2

W przypadku gdy parametr 8 > 0, wowczas dystrybuanta rozktadu Zengi jest
nastepujgca:

Flx:p; a;0) =
(1 Z{IB(f;aH—1;9)—(E)O'S1B<f;a+i—o,5;a)} da 0<x<up
! B(a, 9) P y2i X Uu (6)

Ikl_B(;G)i{(g)o'sm(g;aﬂ—0,5;9)—13(%;a+i;9)} dla p<x,

gdzie IB(x; a; 8) jest niekompletng funkcjg beta. Ponadto F(u:u;a;6) 2%, dla
a > 0; 8 > 0, dlatego tez rozktad ma dodatnig asymetrie.
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tatwo zauwazy¢, ze dla wszystkich wartosci parametrow > 0; « > 0; 6 > 0
wartos¢ oczekiwana rozktadu Zengi wynosi u. Liczba skohAczonych momentow
rozktadu jest okreslona jako mniejsza niz a + 1, tak wiec dla typowych wartosci
tego parametru 2 lub 3 rozktad Zengi posiada 3 lub 4 momenty. Funkcja gestosci
rozktadu Zengi przyjmuje rozne ksztatty, bardziej réznorodne niz tradycyjne troj-
parametrowe modele rozktadéw dochoddw, jak np. rozktad Daguma (por. rys. 1
i rys. 2), a cecha ta pozwala na dobre dopasowanie takze w przypadku niskich
grup dochodowych.

Rysunek 2. Funkcja gestosci rozkladu Zengi
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Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.

Parametr p jest parametrem skali rozktadu Zengi, natomiast « i 6 sg parame-
trami ksztattu. W pracy zastosujemy tréjparametrowg funkcje gestosci Zengi do
opisu empirycznego rozktadu dochodéw ludnosci Polski na podstawie danych
indywidualnych dochodu rozporzadzalnego netto w gospodarstwach domowych
w 2014 r. Zrédtem danych sg badania budzetéw gospodarstw domowych pro-
wadzone przez Gtéwny Urzad Statystyczny.
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3. METODY ESTYMACJI PARAMETROW ROZKLADU ZENGI

Do estymacji parametrow funkcji Zengi f(x: u; a; 6) uzyjemy m.in. metod za-
proponowanych przez D’Addaria (1934, 1939) oraz metody momentéw. Przyj-
mujemy, ze parametr u = E(X) jest estymowany przez $rednig z préby x. Wow-
czas znalezienie parametréw funkcji Zengi @ oraz 6 polega na rozwigzaniu od-
powiednich uktadow réwnan (Zenga i in., 2010a). Przyjmijmy nastepujgce ozna-
czenia dla kazdego z pieciu wariantéw metody D’Addaria przedstawionych przez
Zenge (2010):

e metoda 1: F(M:x,a,0) = 0,5 oraz F(x: x,a,0) = F(x), gdzie i jest empirycz-
ng mediang, a F (x) — empiryczng dystrybuantg obliczong dla $redniej;

e metoda2: F(m:%,a,60)=05 oraz P(%a;0)=P, gdzie P(xa;6)=
2F(1:1;a;6) — 1 jest indeksem Pietry, a P = ™. |x; — x| — empirycznym
indeksem Pietry;

e metoda 3: F(i:%,a,0) = 0,5 oraz Var(x,a,8) = m,, gdzie m, jest wariancjg

p20(6+1)

3(a-1)(a+6)’

e metoda 4: F(x:x,a,0) = F(x) oraz Var(x,a,8) = my;

e metoda 5: F(m:%,a,0) = 0,5 oraz A(X;a;0) = A(x), gdzie A(x;a;0) =1 —

- 1. 2 R
{%} jest indeksem punktowym Zengi (2007) dla x oraz A(x) =

Zxj<xXi % 1-F (%)
F(%) Sj>wXi

1
2xn

orazVar(x,a,0) =

Zauwazmy, ze w celu wyznaczenia parametrow funkcji Zengi wszystkie z pie-
ciu metod naktadajg po trzy ograniczenia. Narzucajgc jedynie dwa ograniczenia
—u=xoraz. F(M:x,a,0) =0,5, F(x:x,a,0) = F(x), P(x;a;0) = P, A(X; a; ) =
A(%), otrzymujemy inwariantng metode D’Addaria.

Zenga i in. (2010c) otrzymali analityczng metode estymacji parametréw funk-
cji gestosci modelu Zengi poprzez rozwigzanie nastepujgcego uktadu réwnanh:
u=x

200+1)
! 3a-D@+o) 2
3%m, (6 +3)(0 +2) _
5a+60+D(a-2)

ms,

Lewe strony rownan oznaczajg momenty teoretyczne, a X, m, oraz m; sg odpo-
wiednio $rednig arytmetyczng, wariancjg oraz trzecim momentem centralnym
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z proby. Aby ukfad rownan miat rozwigzanie, trzeci moment centralny musi by¢
skonczony, czyli a > 2. Wéwczas estymowane parametry majg postaé:

1 i? xm, 1 k2 xm, 1x2  3_my]|[18xm,
s [ - e

_2 )
2[1x mez

—(9—1)+J(9—1) +4[ 9(9+1)+9]

2

a=

Do estymaciji parametrow rozktadu Daguma stosowane sg rézne metody, kto-
re zostaly omoéwione w pracach Domanskiego i Jedrzejczak (1998) oraz Je-
drzejczak i in. (2018, 2019). W celu okreslenia stopnia zgodnos$ci rozktadéw
empirycznych z teoretycznymi wykorzystuje sie rozbieznosci pomiedzy empi-
rycznymi warto$ciami roznych charakterystyk statystycznych rozktadu sSredniej
arytmetycznej oraz odpowiednich indekséw (np. Giniego, Pietry, Theila).

W niniejszym artykule zgodnos¢ dopasowania rozwazanych rozktadéw zosta-
ta oceniona réwniez za pomocag wskaznika podobienstwa struktur, indeksu Mor-
tara A,, indeksu Pearsona kwadratéw roznic czesto$ci wzglednych A, oraz
zmodyfikowanego indeksu kwadratow réznic czestosci wzglednych A;. Indeksy
te majg postac:

N

1 A~
A== | =, ™

j=1

(8)

©)

gdzie s to liczba przedziatdéw, na ktére zostaty pogrupowane uporzadkowane
dane, a n; oraz fi; to rzeczywiste oraz szacowane czestosci poszczegodinych

przedziatéw.
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Dla rozktadu Zengi szacowane czestosci wyznaczamy w nastepujacy sposob:

nF(xlzﬁ; a; 9), j=1

n: =
D nfF (e @:0) - FGgor: @ 0)} =235,

gdzie [, @0 sg estymowanymi wartosciami parametréow funkcji Zengi
fl:w; a; 9).

Analizowane dane zostaty pogrupowane na 20 przedziatow.

4. ZASTOSOWANIE ROZKLADOW DAGUMA | ZENGI DO ANALIZY
ROZKtADU DOCHODOW GOSPODARSTW DOMOWYCH

Rozktady Daguma i Zengi zostaty wykorzystane do analizy dochodéw gospo-
darstw domowych ludnosci Polski w 2014 r. Rysunek 3 obrazuje rézne metody
estymacji rozktadu Zengi do danych empirycznych. W tabl. 1 zestawiono miary
zgodnosci dopasowania do danych empirycznych, takie jak wskaznik podobien-
stwa struktur oraz indeksy okreslone wzorami (7), (8), (9) dla rozktadu Daguma
i rozktadu Zengi. Tablica 2 zawiera empiryczne oraz teoretyczne charakterystyki
rozktadu dochoddéw mieszkancow Polski.

Do estymacji parametréw rozktadu Zengi uzyto metod D’Addaria opartych na
dwéch oraz trzech ograniczeniach oraz metody momentow. Wykorzystanie me-
tody najwiekszej wiarygodnosci dla rozktadu Zengi rozwazano w pracach Arca-
gniego (2014), Arcagniego i Porra (2013) oraz Arcagniego i Zengi (2013), jednak
otrzymane wyniki byly nieznacznie gorsze od wynikéw otrzymanych prostszymi
metodami minimalizujgcymi réznice miedzy empirycznymi i teoretycznymi cha-
rakterystykami rozktadu.

Zebrane wyniki pokazujg, ze najlepsze dopasowanie do danych empirycznych
dla metody D’Addaria z trzema ograniczeniami uzyskuje sie, stosujgc metode 2:

A=x
JF(r’r‘l:f,a,H) =05
P(%,a,6) =P

Natomiast stosujgc metode D’Addaria z dwoma ograniczeniami, najlepsze do-
pasowanie otrzymujemy przy uzyciu nastepujgcej metody:

{ »
F(: %, a,0) = 0,5.
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Metoda momentéw daje rowniez zadowalajgce rezultaty, a wyznaczona anali-
tycznie posta¢ parametréw funkcji gestosci Zengi jest niewatpliwie zaletg stoso-
wania tej metody. Warto zauwazy¢, ze uzywajac metody D’Addaria nalezy za-
stosowa¢ metody numeryczne.

W wyniku estymaciji parametréw metodg najwiekszej wiarygodnosci w pracy
Jedrzejczak i Pekasiewicz (2018) wyznaczono parametry rozkltadu Daguma:
p = 0747,a = 3,12, b = 3611,02 dla budzetéw gospodarstw domowych ludno-
$ci Polski w 2014 r.

TABLICA 1. WYNIKI ESTYMACJI ROZKLADOW DAGUMA | ZENGI

Parametr funkcji Indeks Wspol_czynnlk
stosci dopasowania podobienstwa
Metoda ge P struktur
Jii | a | ) A, ‘ A, | Al Wy
Model Zengi
Metoda momentéw  |3755,33| 2,2427 | 3,0303 | 0,0952 | 0,1271 | 0,1375 0,9524
Metody z trzema
ograniczeniami:
F(m:%;0) = 05 15708 33| 29502 | 2.9101 | 01112 | 0,1415 | 0.1435 0,9444
F(x:%;a;0) = F(%)
F(m:x;a;0) =P
P(%a0) = P(¥) |375533| 2,5693 | 3,6254 | 0,0666 | 0,0905 | 0,0929 0,9667
F(:%,0;0) = 05 | 3755 331 5 1202 | 3,0247 | 0,0857 | 0,1338 | 0,1684 0,9572
Var(x; a;0) =m,
F:%0;0) = F(%)| 3755 33| 21132 | 2,6991 | 0,1235 | 0,1596 | 0,1684 0,9383
Var(x; a;0) =m,
Fm:%;a;0) = 05 | 3755 331 5 1723 | 2,8501 | 0,1627 | 0,2172 | 0,2779 0,9338
A(X; a;0) = A(x)
Metody z dwoma
ograniczeniami:
F(m:xa,8) = 0,5 |3755,33| 2,7943 | 3,9244 | 0,0599 | 0,0815 | 0,0052 0,9700
F(%:% a; 0) = F(x)|3755,33| 3,6195 | 5,0377 | 0,0733 | 0,1205 | 0,1062 0,9633
P(%a;0) = P(X) |3755,33| 2,1469 | 2,9309 | 0,0973 | 0,6023 | 0,1553 0,9513
P(%;a;0) = P(x) |3755,33| 3,1602 | 1,6269 | 0,6700 | 1,0572 | 0,7787 0,6649
Model Daguma
Metoda najwigkszej p a b A 4, 4 Wp
wiarygodnosci 0,747 | 3,12 |3611,02| 0,0745 | 0,0965 | 0,0974 0,9627

Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.
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Rysunek 3. Aproksymacja modelu Zengi do empirycznego rozktadu dochodoéw ludnosci Polski
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Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4. Aproksymacja rozktadu Daguma oraz rozktadu Zengi do empirycznego
rozktadu dochoddw ludnosci Polski (36929 obserwacji)
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Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.

Z przedstawionych rezultatéw aproksymacji wynika, ze mozliwe jest okreslenie
parametréw rozktadu Zengi dla dochodéw indywidualnych. O zgodnosci tego roz-
ktadu z obserwacjami empirycznymi swiadczg wysokie wartosci wspotczynnikéw
podobienstwa struktur oraz niskie wartosci indekséw dopasowania. Podobne re-
zultaty otrzymat Zenga (2010). Poréwnujgc indeksy dopasowania rozktadu docho-
dow ludnosci Polski (Jedrzejczak, Trzcinska, 2018) z indeksami dla Wtoch, Sta-
néw Zjednoczonych oraz Szwajcarii wyznaczonymi przez Zenge, mozna zaob-
serwowac, ze dla Polski sg nieco wyzsze. Przyczyn tych rozbieznosci nalezy upa-
trywaé przede wszystkim w réznicach definicji zmiennej dochodowej, ktéra w przy-
toczonych badaniach jest dochodem ekwiwalentnym, natomiast w badaniu pol-
skim zastosowano dochéd rozporzgdzalny gospodarstwa domowego. Dodatkowy
wptyw na wynik majg odmienne schematy losowania préby oraz inne liczebnosci.
Z przeprowadzonej analizy mozna wywnioskowac, ze zmiany parametrow « oraz
6 rozktadu Zengi objasniajg zmiany wartosci rozwazonych miar statystycznych, co
ilustruje tabl. 2. Parametry a oraz 8 sg parametrami nieréwnomiernosci rozktadu
Zengi, okreslajg one postaé krzywej koncentracji Lorenza, a tym samym wspot-
czynnik Giniego. Trzeci parametr rozkladu Zengi u jest parametrem skali, wiec nie
wptywa na warto$¢ wspotczynnika Giniego (Zenga i in., 2010b).
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TABLICA 2. EMPIRYCZNE | TEORETYCZNE CHARAKTERYSTYKI
ROZKLADU DOCHODOW W POLSCE

. . & . . Kwantyl | Kwantyl
Wspétczynnik Srednia Odchylenie .
Metoda Giniego arytmetyczna | standardowe Mediana | rzedu rzedu
0.1 0,95
Model Zengi
Metoda momentow 0,2704 3755,33 2959.97 | 3202,09 | 1319,16 | 8299,97
Fi:%;0) = 05 | () 3399 3755,33 287944 | 3237,46 | 1359,05 | 8168,20
F(x:%;a;0) = F(%)
F(m: % a;6) = P 0,3484 3755,33 284759 | 3158,97 | 1341,34 | 8379,67
P(%;a;0) = P(X)
Fi:%a;0) =05 | ¢ 3614 3755,33 3151,08 | 3158,99 | 124580 | 8487,26
Var(x; a;0) =m,
Faza0) =F@| 3414 3755,33 2959,93 | 3251,00 | 1339,54 | 8159,10
Var(x; a;0) =m,
F@:a;0) =05 | ¢ g414 3755,33 295091 | 3227,95 | 1329,58 | 8224,76
A(x; a;0) = A(X)
F(f:%a;0) =05 |  0,3458 3755,33 274512 | 3158,99 | 1378,89 | 8332,40
F(&:%a;0) = F(®)| 0,3308 375533 2510,97 | 315549 | 147578 | 8207,88
P& a;0) = P(%) 0,3558 3755,33 304953 | 319590 | 1289,44 | 8348,12
A a;0) = A(R) 0,1300 3755,33 139382 | 3663,77 | 2356,82 | 5938,10
Model Daguma
Metoda najwiekszej 0,3445 3775,76 3016,78 | 3151,42 | 1364,88 | 8426,81
wiarygodnosci
Wartosci empiryczne | 0,3410 375533 2059,95 | 3158,99 | 1352,47 | 8150,00

Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.

Tablica 2 przedstawia oszacowane wartosci charakterystyk liczbowych rozkita-
déw teoretycznych oraz ich empiryczne wartosci. Jak widac, za pomoca rozktadu
Zengi otrzymujemy najlepsze dopasowanie do danych empirycznych (rys. 4).
W ramach przeprowadzonych badan rozktad Daguma przeszacowuje wybrane
miary, wyjatek stanowi mediana, gdyz w tym przypadku rozktad Daguma nie
doszacowuje tej wartosci. Rozktad Zengi idealnie szacuje $rednig arytmetyczna,
wynika to z konstrukcji metod estymacji. Idealng zgodnos¢ z danymi empirycz-
nymi dla mediany otrzymujemy dzieki metodzie D’Addaria z dwoma ogranicze-

u=x
oraz trzema ograniczeniami {F(m: x; a; 8) = 0,5. Naj-
Var(x;a;0) = m,
lepsze oszacowanie odchylenia standardowego otrzymujemy przy zastosowaniu

n=x

niami {F(ﬁl:f; a;0) =05
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metody momentéw oraz metody D’Addaria z trzema ograniczeniami:
u=x u=x
F(x:%;a;0) = F(x); {F(M:X;a;0) = 0,5. Najlepsze dopasowanie do danych
Var(%; a;0) = m, A(x; a; ) = A(X)
empirycznych kwantyla rzedu 0,1 otrzymujemy za pomocg metody D’Addaria
Uu=x
z trzema ograniczeniami { F(M: X; a;0) = 0,5 natomiast najlepsze dopasowa-
F(x: x; a; 0) = F(%)
nie kwantyla rzedu 0,95 otrzymujemy, stosujgc metode D’Addaria z trzema
uU=x
ograniczeniami { F (x: ¥; a; 8) = F(x). Jezeli chodzi o oszacowanie wspétczynni-
Var(x; a; 8) = m,
ka Giniego, to na najlepsze dopasowanie do danych empirycznych pozwala
u=x
metoda D’Addaria z trzema ograniczeniami:{ F(%: %;a;0) = F(X) oraz
Var(x; a; 8) = m,
u=x
F(m:x;a;0) = 0,5, Najgorsze szacowanie wybranych miar otrzymujemy dla
AX; a;0) = A(%)
u=x
A% a;0) = A(x)
skoczeniem, gdyz ta metoda estymacji ma najnizszg warto$¢ wspétczynnika
podobienstwa struktur oraz najwyzsze wartosci indekséw dopasowania.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna stwierdzi¢, ze metoda zapew-
niajgca najlepszg zgodnos¢ dopasowania do danych empirycznych niekoniecz-
nie pokrywa sie z metodg najlepszg do szacowania konkretnej charakterystyki.
Spostrzezenie to jest zgodne z wynikami pracy Ostasiewicz (2013). Zauwazmy,
ze stosujgc rozktad Zengi, w kazdym przypadku otrzymujemy lepsze oszacowa-
nie do danych empirycznych wybranych miar niz za pomocg rozktadu Daguma.
Potwierdza to zasadnos$¢ stosowania rozktadu Zengi do opisu dochodéw Pola-
kéw. Stabg strong rozktadu Zengi moze by¢ jedynie to, ze klasyczne metody
estymacji parametrow sg dosé skomplikowane. Chodzi tu m.in. o zastosowanie
metody najwiekszej wiarygodnosci, ktdra wigze sie z koniecznoscig bardzo czaso-
chtonnych obliczen z uzyciem metod numerycznych.

metody D’Addaria z dwoma ograniczeniami { €O nie jest za-

5. WNIOSKI

W artykule przedstawiono aproksymacje rozktadu ptac i dochodéw ludnosci
Polski za pomoca rozktadéw Daguma i Zengi. Poréwnujgc wykresy funkcji ge-
stosci obu rozktadéw, mozna zauwazy¢, ze funkcja gestosci rozktadu Zengi
przyjmuje bardziej réznorodne ksztatty niz funkcja gestosci rozktadu Daguma.
Dzieki temu rozktad Zengi tatwiej dopasowuje sie do réznego rodzaju danych
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empirycznych. Na podstawie rozwazanh teoretycznych i przedstawionych wyni-
kow estymacji zauwazamy, ze w odrdznieniu od innych rozktadéw trojparame-
trowych, np. rozktadu Daguma, parametry rozktadu Zengi mozna interpretowac
w kategoriach ekonomicznych. Parametr uy jest bezposrednio interpretowalny
jako $redni dochdd indywidualny lub sredni dochdd gospodarstwa domowego,
natomiast parametry a i 6 mogg by¢ interpretowane w kategoriach nieréwnosci
dochodowych. W szczegdlnosci wartos¢ parametru a jest odwrotnym wskazni-
kiem nieréwnosci, ktéry kontroluje ksztatt rozktadu, podczas gdy 6 jest bezpo-
srednim wskaznikiem nieréwnosci, ktdry kontroluje rozktad wokot wartosci ocze-
kiwanej u (Arcagni, Porro, 2013).

Do estymacji parametréw rozktadu Daguma zastosowano metode najwiekszej
wiarygodnosci, a dla rozktadu Zengi — metode momentéw i metode D’Addaria
z dwoma i trzema ograniczeniami. Z analizy metod estymaciji przeprowadzonych
dla parametréw funkcji gestosci Zengi wynika, ze najlepsze dopasowanie uzy-
skuje sie za pomocg metody D’Addaria z dwoma ograniczeniami: [ = x
oraz F(m: x,a,0) = 0,5. Metoda momentow przynosi réwniez zadowalajgce efek-
ty. Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna stwierdzi¢, Zze metoda zapew-
niajgca najlepszg zgodno$¢ dopasowania do danych empirycznych niekoniecz-
nie pokrywa sie z metodg najlepszg do szacowania konkretnej charakterystyki.
Spostrzezenie to jest zgodne z wynikami pracy Ostasiewicz (2013).

Z przedstawionych rezultatéw wynika, ze mozliwe jest efektywne dopasowa-
nie rozktadu dochoddéw z uzyciem modelu Zengi. Ten wniosek jest zgodny
z wynikami podobnych badan prowadzonych nad rozktadami dochodow przez
Zenge (2010) oraz Zenge i in. (2010a, 2010b, 2010c).

Poréwnanie rozktadéw Daguma i Zengi pokazuje, ze rozkfad Zengi lepiej opi-
suje rozktad dochodow ludnosci Polski. Rozktad Zengi spetnia kryteria stawiane
teoretycznym rozktadom dochodow. Przejrzysta interpretacja ekonomiczna pa-
rametréw rozktadu Zengi jest dodatkowym argumentem skfaniajgcym do dal-
szych badan dotyczgcych przydatnosci tego rozktadu do opisu rozktadu ptac
i dochoddéw ludnosci Polski.
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