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OPTYMALNY PORTFEL INWESTYCYJNY
Z KRYTERIUM MAKSYMALNEJ SKOSNOSCI

Streszczenie: Celem artykuhu jest przedstawienie problemu wyboru optymalnego portfela
akcji w sytuacji, kiedy preferencje inwestora odnosza si¢ do wartosci oczekiwanej, wariancji
i skosnosci rozkladu stopy zwrotu portfela. Zadanie zostaje sformutowane jako zagadnienie
wielokryterialne, w ktorym trzeci moment centralny rozktadu przyjmowany jest jako miara
sko$nosci. W artykule dyskutowane sa ré6zne podejscia do rozwigzania problemu wielokryte-
rialnego oraz trudnosci zwiazane z technikami obliczeniowymi. W szczegolnosci przedsta-
wiono problemy zwiazane z zastosowaniem metod programowania celowego do okreslenia
struktury optymalnego portfela inwestycyjnego.

Stowa kluczowe: model Markowitza, portfel inwestycyjny, programowanie celowe,
sko$nos¢.

Wprowadzenie

Preferencje inwestora dotyczace podstawowych dwoch parametrow rozkta-
du stop zwrotu portfeli opisywane sa modelem Markowitza. Zatem do konstruk-
cji optymalnego portfela akcji wykorzystywane sa zasady decyzyjne opierajace si¢
tylko na tych podstawowych parametrach. Jednak literatura przedmiotu, jak i prak-
tyka decyzyjna pokazuja, ze taki model jest niewystarczajacy do pelnej analizy
portfeli inwestycyjnych oraz zalozenia tego modelu nie maja swojego uzasad-
nienia w praktyce. Obserwacje pokazuja, ze inwestorzy preferujac wigksze praw-
dopodobienstwo duzych zyskow i mniejsze mozliwe straty, preferuja dodatnia
sko$nos$¢ rozktadu losowych stop zwrotu.

Problem wyboru optymalnego portfela akcji to problem znalezienia szcze-
g0lnej liniowej funkcji losowych stop zwrotu akcji, ktorej parametrami sa udzia-
ly tych akcji w portfelu. Zatem portfel jest zmienna losowa bedaca funkcja li-
niowa zmiennych losowych, ktora dla zadanych realizacji zmiennych losowych
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jest funkcja rzeczywista, natomiast dla zadanych wielkos$ci udziatow jest zmien-
na losowa. Funkcji takich istnieje nieskonczenie wiele, a problem wyboru wiaze
si¢ z uporzadkowaniem zmiennych losowych.

Realizacje zmiennych losowych postrzegane sa jako zyski, zatem kryterium
preferujace wigksze wartosci jest zasada racjonalng i ma charakter uniwersalny.
Stad tez warianty moga by¢ porzadkowane wedtug wartosci oczekiwanej i jedna
z zasad wyboru jest jej maksymalizacja. Druga zasada powszechnie akceptowa-
na jest mate rozproszenie realizacji zmiennych wokot wartosci $redniej, zatem mi-
nimalizacja wariancji badz odchylenia standardowego ma réwniez charakter uni-
wersalny. Jesli tylko rozktady prawdopodobienstwa otrzymywanych portfeli sa
symetryczne, to za pomoca tych dwoch kryteriow stosunkowo tatwo mozna wyzna-
czy¢ rozwiazania efektywne badz rozwiazania optymalne. W modelu Markowitza
zaklada sig, ze rozklady stop zwrotu sa zmiennymi losowymi o rozktadach nor-
malnych, czyli rozkladami symetrycznymi i do wyboru optymalnego portfela
akcji wystarcza dwa pierwsze momenty rozkladu stop zwrotu. Przyjete w mode-
lu Markowitza zatozenia dotyczace normalnosci stop zwrotu badz kwadratowej
funkcji uzytecznos$ci nie maja praktycznego uzasadnienia, zatem model ten nie
odpowiada rzeczywistosci. W literaturze proponowanych jest wiele modyfikacji
i rozszerzen modelu Markowitza. Jednym z kierunkéw badan jest modyfikacja mo-
delu polegajaca na poszerzeniu kryteriow o momenty centralne wyzszych rzgdow.
Uwzglednienie dodatkowych kryteriow powoduje, Zze otrzymywane zadania opty-
malizacyjne sprawiaja duze trudnosci obliczeniowe, stad tez w wigkszosci badania
koncentruja si¢ nad technikami rozwiazania takich zadan.

Jesli zatozymy, Zze porownujemy dwie rézne inwestycje o takich samych
wartosciach oczekiwanych i wariancjach, to za pomoca tylko tych parametrow
nie potrafimy rozstrzygnac, ktora inwestycja jest lepsza. Potrzebg uwzglednienia
dodatkowego kryterium w podejmowaniu decyzji ryzykownych pokazuje nastg-
pujacy przyktad. Rozwazmy dwie ryzykowne inwestycje o nastgpujacych roz-
ktadach stop zwrotu:

Ry = {(5%, 0,25),(8%, 0,5),(15%, 0,25)}
oraz
Ry ={(3%, 0,25),(10%, 0.5), (13%, 0,25)} .

Warto$ci oczekiwane E(R)) = E(Ry) =9% oraz wariancje V(R))=V(Ry)=14,4
sa rowne. Zatem dla kazdego decydenta inwestycje te powinny by¢ tak samo
atrakcyjne. Jednak wigkszos¢ osob wskazuje rozktad R; jako bardziej prefero-
wany, co uzasadnia si¢ tym, ze r6znia si¢ one trzecim momentem centralnym
wskazujacym skosnos¢ rozktadu. Dla stop zwrotu R; i R, wspotczynniki skosno-
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$ci sa przeciwnych znakéw, przy czym dla R; jest dodatni, a dla R, jest ujemny.
Poniewaz rozklady te r6znia si¢ kierunkiem skos$nosci, stad uzasadnieniem takiej
preferencji R; nad R; jest dodatnia sko$no$¢ rozktadu R;.

Dodatnia sko$nos¢ rozktadu odnosi si¢ do prawego ogona funkcji gestosci i jest
obiektywnie pozadana, gdyz pociaga mniejsze prawdopodobienstwo ujemnych stop
zwrotu. W pracy Samuelsona [1970] pokazano, ze w wyborze portfela akcji uzy-
cie centralnego momentu trzeciego stopnia jest wskazane, poniewaz prawie
wszyscy inwestorzy preferuja portfele z wigkszym trzecim momentem, jesli dwa
pierwsze sa takie same.

Najczegs$ciej stosowana miara skosnosci w wyborze optymalnego portfela
jest trzeci moment centralny (zwykty lub standaryzowany) rozktadu prawdopo-
dobienstwa stopy zwrotu z portfela, jednak wedlug niektorych autorow [Gro-
eneveld 1 Meeden, 1984] momentowe miary sko$nosci wykorzystywane do po-
rownywania dowolnych rozktadow nie sa w pelni wiarygodnymi miarami. Miara
skosnosci jest bardzo wrazliwa na punkt poczatkowy obserwacji (datg rozpoczg-
cia gromadzenia danych) oraz na przedziaty czasowe, dla ktérych obliczane sa
poszczegblne stopy zwrotu. Fogler and Radcliffe [1974] pokazali, ze roczna
stopa zwrotu indeksu Dow Jones Industrial Average wykazywata dodatnia sko-
$noscia (mierzong miarg relatywna), natomiast stopa poiroczna i kwartalna wy-
kazywaly ujemna sko$nos¢. Ponadto, wartos$ci miar skosnosci dla stop rocznych,
polrocznych i kwartalnych istotnie roznity si¢ w przeciwienstwie do wartosci
oczekiwanej 1 wariancji, ktore roznity si¢ nieznacznie.

1. Wybér optymalnego portfela akcji jako zagadnienie
wielokryterialne

Konieczno$¢ rozszerzenia klasycznego dwukryterialnego modelu wyboru
optymalnego portfela akcji byta dostrzegana przez wielu badaczy i praktykow.
Literatura ostatniej dekady obfituje w modyfikacje modelu Markowitza polega-
jace na uwzglednieniu momentow centralnych wyzszych rzedoéw jako dodatko-
wych kryteriow, jak rowniez w metody rozwiazywania powstatych zadan. Sze-
roko stosowane w analizie portfelowej wielokryterialne metody', takie jak:
AHP, PROMETHEE czy ELEKTRE z jednej strony wymagaja duzej ingerencji
decydenta w kolejnych etapach rozwiazywania problemu, z drugiej odnosza si¢ do
relacji preferencji w odniesieniu do innych czynnikdéw niz tylko informacji o obiek-
tywnym rozktadzie prawdopodobienstwa i jego parametrach. Takie metody inte-

' Przeglad metod i zastosowan mozna znalezé w [Trzaskalik, 2006]



Optymalny portfel inwestycyjny z kryterium maksymalnej skosnosci 49

raktywne z czynnikiem subiektywnym moga by¢ uzyteczne w procesie ograni-
czania zbioru mozliwych wariantéw decyzyjnych, co w problemach portfelowych
wiaze si¢ z dokonywaniem preselekcji spolek. W mniejszym stopniu interakcja
z inwestorem wymagana jest w zastosowaniu metod programowania rozmytego
do rozwiazania problemu portfelowego. Zastosowanie takiego podejsScia przed-
stawiono m.in. w pracy Jany, Roya i Mazumder [2007], Li, Qui i Kara [2010],
Bhattacharyya, Kara, Dutta Majumdera [2011]. W podejsciu przedstawionym przez
Jana [2007] wariancjg portfela zastapiono odchyleniem bezwzglgdnym natomiast
wspotczynnik skosnosci portfela przyblizono funkcja fragmentami liniowa, a na-
stgpnie do rozwigzania tak zlinearyzowanego problemu wykorzystano metodg
programowania rozmytego. W pracy Bhattacharyya [Bhattacharyya, Kar, Dutta
Majumder, 2011] zastosowano trapezoidalne liczby rozmyte w procedurze roz-
wiazania wielokryterialnego modelu portfela akcji na przyktadzie indyjskiej gietdy
papieréw wartosciowych®. Probe analitycznego rozwiazania problemu minimali-
zujacego wariancj¢ portfela przy zadanym poziomie wartosci oczekiwanej
i skos$nosci przedstawiono w artykule Athayde i Flores [2004]. Nalezy zauwazy¢,
ze w celu rozwigzania problemu wielokryterialnej optymalizacji portfela stosowa-
ne jest podejscie polegajace na uprzywilejowaniu jednego lub dwoch kryteriow
kosztem pozostatych.

Dla dalszych rozwazan przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:
R; — losowa stopa zwrotu z i-tej akcji,
x; — udziat i-tej akcji, cze$¢ kapitalu inwestowanego w i-ta akcje,
R, — stopa zwrotu z portfela akcji,

R:

; = E(R;) — oczekiwana stopa zysku i-tej akcji,

o; = V(R;) — wariancja stopy R,

cjj = cov (R;R;) — kowariancja pomigdzy R; oraz R;

Yiik = E[(Ri- E(R))(R- E(R)))(Ri- E(Rr))]— wspotczynniki co-sko$nosci pomigdzy

R;, R;oraz R,.

Rozwazane w analizach parametry rozkladu stopy zwrotu portfela
X =(xq, X, ..., X;;) oznaczmy w ponizszy sposob:

n
E(x)=E(R),)= > R;x; — oczekiwana stopa zwrotu z portfela,
i=1

2 Bombay Stock Exchange (BSE) liczaca ponad 133 lata najstarsza gielda papieréw wartoscio-
wych w Azji.
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n n
V(x)=E(R,-E(R, ))2 = z z OjjX;iX j — wariancja portfela,
i=1 j=1
n n n
S(x)=E(R,-E(R, ))3 = z Z Z?/ijkxixjxk — sko$no$¢ portfela.
i=1 j=lk=1

Wielokryterialny model wyboru portfela akcji bez krotkiej sprzedazy for-
mutowany jest nastgpujaco:

n
maksymalizacja E(x) =) Rx;,
i=l1
n n n
maksymalizacja S(x) = Z Z Z VijkXiX jXpe » (1)
i=1 j=lk=1

n n
minimalizacja V'(x) = Z Z OjjX;iX j
i=1 j=1

przy ograniczeniach
n
Z X; = 1, Xi >0.
i=l1

Zagadnienie (1) jest wielokryterialnym problemem nieliniowym, co nie jest
zadaniem prostym, a jego rozwiazanie zalezy od przyjetych zatozen i doboru
metody. Najprostsza technika rozwiazania takiego problemu jest sprowadzenie
zadania do problemu z jedna funkcja celu bedaca najczesciej suma wazona wy-
stgpujacych kryteriow. Podejscie takie zastosowali Usta, Kantar [2011] i w nim
funkcja kryterium byta suma wazona skosnosci, wariancji i entropii, natomiast
ograniczenia dotyczyly wartosci oczekiwanej. Przyjecie zasady maksymalnej
entropii pozwolilo wygenerowa¢ portfele dobrze zdywersyfikowane. W pracy
Usty i1 Kantara [2011] badania empiryczne przeprowadzono dla r6znych kombi-
nacji wypuktych wspomnianych trzech kryteriow. Szeroka analiza poréwnawcza
otrzymanych portfeli optymalnych z portfelami uzyskanymi innymi metodami
pokazata, ze proponowane podejscie byto lepsze ze wzgledu na rézne sposoby
oceniania jakosci portfela i niezalezne od dtugosci horyzontu czasowego.

Zazwyczaj nie istnieje pojedyncze rozwiazanie problemu (1), ktore spetnia-
loby jednoczes$nie wszystkie kryteria, stad procedury sa dwustopniowe. Naj-
pierw wyznaczany jest zbior rozwigzan niezdominowanych, a nast¢pnie, wyko-
rzystujac okreslone informacje w odniesieniu do celow lub krancowej stopy
substytucji miedzy kryteriami, rozwigzywane jest zadanie programowania ma-
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tematycznego. Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na pewien rodzaj konfliktu,
ktérego przyczyna jest kryterium maksymalizacji skosnosci lub trzeciego mo-
mentu stopy zwrotu portfela. Jednym z celow nadrzgdnych w podejmowaniu
decyzji inwestycyjnych jest minimalizacja ryzyka. Naturalnym i powszechnie ak-
ceptowalnym sposobem jego minimalizacji jest dywersyfikacja. Zalezno$¢ skosno-
$ci stopy zwrotu portfela od stopnia dywersyfikacji badano juz w pracy Simkowitz
i Beedles [1978], gdzie pokazano, ze zwigkszanie stopnia dywersyfikacji powoduje
stopniowe zmniejszanie si¢ skosnosci portfela. Dywersyfikacja z jednej strony
zmniejsza wariancjg, a z drugiej zmniejsza sko$nos¢ czyli zwigksza prawdopo-
dobienstwo otrzymania niepozadanych duzych ujemnych stop zwrotu. Zatem
dywersyfikacja i sko$nosc portfela to dwie konfliktowe zasady. Uwzglednienie
kryterium maksymalizacji sko§nosci rozktadu stopy zwrotu portfela to pogodze-
nie si¢ z mniejsza dywersyfikacja, a tym samym z wigkszym ryzykiem. Autorzy
prac Jana, Ray i Mazumder [2007] oraz Bera i Park [2008] w celu otrzymania
portfeli zdywersyfikowanych, do modelu zaleznego od trzech momentoéw dota-
czyli zasad¢ maksymalizacji entropii portfela, ktéora gwarantowala otrzymanie
portfela dobrze zdywersyfikowanego.

Innym podejsciem zastgpienia problemu wielokryterialnego (1) zadaniem
jednokryterialnym jest zastosowanie funkcji uzytecznosci momentéw rozktadu.
Podobnie jak to mialo miejsce w dwuparametrycznym modelu Markowitza,
problem sprowadza si¢ do okreslenia odpowiedniej funkcji rzeczywistej
U(p,o,y) zaleznej od trzech pierwszych momentéw rozkladu, wklestej lub gu-
aisi-wklgstej w zbiorze punktow (u,o) oraz takiej, ktorej pochodne czastkowe
rz¢du pierwszego spetniaja nierownosci:

ouU
Ug(u,0,7)=—<0, (2)
oo
ouU
U, (u,0,7)=—>0, 3
u(1,0,7) ou 3)
ouU
U,(u,o,y)=—>0. 4
y(1,0.7) o (4)

Powyzsze warunki mowia, ze funkcja jest malejaca wzgledem wariancji (2)
oraz rosnaca wzgledem warto$ci oczekiwanej (3) i skosnosci (4). Ponadto waru-
nek (2) odpowiada awersji do ryzyka modelowanego wariancja, warunek (3)
moéwi o preferencji wyzszych oczekiwanych korzys$ci, natomiast (4) o preferen-
cji skosnosci rozktadu portfela, ktoéra gwarantuje mniejsze prawdopodobienstwo
bardzo niskich stop zwrotu portfela.
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Funkcja oceny portfela U(p,0,y) czgsto nazywana jest funkcja uzytecznosci
parametrow rozktadu i nie jest tozsama z funkcjq uzytecznosci von Neumana—
—Morgensterna oznaczang u(w), ktorej argumentami sa wielkosci stanu posiadania
(bogactwa). Inwestor charakteryzowany funkcja U(u,c,y) wartosciujaca portfele
nie tylko preferuje sko$nos¢ rozktadu, ale w wyborach moze by¢ uzalezniony od
skos$nos$ci. Zagadnienie uzaleznienia od sko$no$ci (skewness affinity) zostato
wprowadzone w pracy Eichnera i Wagenera [2011], gdzie skosno-zaleznego
inwestora okreslono jako decydenta, ktorego wola do zaakceptowania ryzyka
ro$nie, jesli rozktad prawdopodobienstwa staje si¢ bardziej dodatnio skosny.

Sprowadzenie problemu wielokryterialnego trzech momentéw do zadania
jednokryterialnego wiaze si¢ roOwniez z interpretacja parametréw wystepujacych
w funkcji celu. Najczesciej podejsécie takie omawiane jest na gruncie teorii ocze-
kiwanej uzytecznosci, gdzie parametry wystgpujace w funkcji U(p,o,y) sa od-
powiednio miara awersji do ryzyka i miara intensywnosci zachowan rozwaznych
[Menezes, Geiss i Tressler, 1980; Eichner, Wagener, 2011]. Preferencje inwesto-
ra dotyczace dodatniej skosnosci rozkladu stop zwrotu sa zgodne z idea maleja-
cej absolutnej awersji do ryzyka. Dodatnia sko§no$¢ odnosi si¢ do prawych ogo-
noéw rozktadu i jest pozadana, poniewaz wzrost skosnosci pociaga obnizenie
prawdopodobienstwa duzych ujemnych stop zwrotu.

Podejscie uwzgledniajace trzeci moment centralny rozktadu w modelu teo-
rii oczekiwanej uzytecznosci najczesciej bazuje na rozwinigciu Taylora funkcji uzy-
teczno$ci von Neumanna i Morgensterna i jest czgsto wykorzystywane w praktycz-
nych zastosowaniach.

Stosowany w analizie portfelowej trzeci moment centralny do porownywa-
nia 1 porzadkowania rozktadow wzgledem skos$nosci nie jest najlepsza miara,
poniewaz jest bardzo wrazliwy na obserwacje odstajace, horyzont inwestycyjny
i nie spetnia postulatu dobrej miary. Van Zwet [1964] do poréwnywania dowol-
nych rozktadow wzgledem sko$nosci wprowadzit koncepcje porzadku zaleznego
od wypuktej transformacji. Do poréwnywania rozktadow portfeli inwestycyj-
nych lepsze wtasno$ci ma standaryzowany trzeci moment centralny, jednak sto-
sowanie go w optymalizacji pociaga duze problemy teoretyczne i numeryczne,
stad tez w modelach poszukiwania optymalnej struktury portfela jednak najcze-
$ciej wykorzystywany jest trzeci moment centralny.

2. Problem optymalizacji portfela jako zagadnienie
programowania celowego

Jedna z metod wielokryterialnych stosowanych w konstrukcji portfela akcji
z kryterium sko$no$ci moze by¢ sprowadzenie problemu do zagadnienia pro-
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gramowania celowego. Procedura programowania celowego to taka technika
wielokryterialna, ktora zapewnia optymalna strukturg¢ portfela inwestycyjnego
przy zachowaniu pewnego kompromisu pomigdzy konfliktowymi kryteriami.
Uzasadnieniem dla takiego podejscia jest to, iz gwarantuje ono istnienie rozwia-
zania optymalnego, jesli tylko istnieje rozwiazanie dopuszczalne, tatwo$¢ nume-
ryczng oraz zalezno$¢ rozwigzania tylko od preferencji inwestora w stosunku do
stopnia wazno$ci poszczegdlnych momentow rozktadu. Zatem podejécie pro-
gramowania celowego jest proba znalezienia kompromisu pomigdzy wieloma
celami poprzez minimalizacj¢ odpowiednio zdefiniowanej funkcji kar. Lai
[1991] po raz pierwszy zastosowal model programowania celowego do wyboru
portfela akcji i pokazal, ze w takim podej$ciu preferencje inwestora moga by¢
réwniez uwzglednione.

Problem programowania celowego jest formutowany dla zagadnienia pro-
gramowania wielokryterialnego (1) w ten sposob, ze zamiast optymalizacji kaz-
dej funkcji kryterium podejmujacy decyzje proszony jest o wskazanie dla kaz-
dego kryterium wartosci pozadanej (wartosci docelowej, poziomu aspiracji,
wartosci progowej). Kryterium zadania programowania celowego jest formuto-
wane za pomocg odpowiedniej funkcji odchylen (kar) pomigdzy osiaganymi
celami, a ich poziomami aspiracji. Zadanie celowe sprowadza si¢ do minimali-
zacji funkcji odchylen dopuszczajac mozliwos¢ nieosiagnigeia przez poszcze-
golne kryteria wartosci pozadanych.

Zalozmy, ze pozadanymi wartosciami parametrow rozktadu stopy zwrotu port-
fela sa odpowiednio; wartos¢ oczekiwana L, wariancja o, i sko$nos¢ y,. Zadanie
polega na znalezieniu portfela, dla ktérego odpowiednio okreslona funkcja z(d) od-
chylen parametrow optymalnego portfela od wielkosci pozadanych bedzie najmniej-
sza. Funkcja z(d) nie zalezy w sposob bezposredni od zmiennych decyzyjnych,
a jedynie od odchylen parametréw portfela od wielkosci pozadanych.

Formalny model wyboru optymalnego portfela akcji wykorzystujacy pode;j-
$cie programowania celowego jest nastgpujacy:

minimalizacja z (d)

przy ograniczeniach

E(x)+dy = uo
V(x)+d, = 00 (5)
S(x)-d3 =7y

n
Z)Cl'zl, Xl'ZO, dl'ZO,
i=1



54 Donata Kopanska-Brodka

gdzie wielkosci d; i = 1,2,3 reprezentuja odchylenia mozliwych warto$ci celow
od wartosci pozadanych. Wielkosci d; spelniaja warunek nieujemnosci, jesli
optymalne wartosci kazdego z celow sa poziomami aspiracji.

Sprowadzajac problem wyboru optymalnego portfela akcji z uwzglednie-
niem preferencji inwestora odno$nie do wazno$ci parametrow rozktadu do zada-
nia programowania celowego (5) nalezy okresli¢ poziomy aspiracji dla poszcze-
golnych celow oraz posta¢ funkcji odchylen od celow. Pozadane poziomy L, Gy
i yp moga by¢ z gory zadane badz okre$lone poprzez optymalne rozwiazania
trzech niezaleznych zadan, gdzie:

— Mgjest optymalna warto$cia zadania:

n
maksymalizacja E(x) =) R;x;
i=1

n
> ox=1, x>0, (Z1)
i=1

— 7y jest optymalna wartoscia zadania Z2

n n n
maksymalizacja S(x) = Z Z z YijkXiX j X
i=1 j=lk=1

> x=1 x20, (22)

— opjest optymalna wartoscia zadania Z3

n n
minimalizacja V' (x) = z z OjjXiX
i=1 j=1

n
> x=1, x20. (Z3)
i=1

Dla zadania (Z1) rozwiazaniem jest portfel jednosktadnikowy ztozony z ak-
cji o najwyzszej stopie oczekiwanej, zatem do wyznaczenia wartosci [y w rozpa-
trywanym zbiorze akcji wystarczy znalez¢ taka, ktorej odpowiada najwigksza
oczekiwana stopa zwrotu. Rozwigzaniem optymalnym zadania (Z2), podobnie
jak w zadaniu (Z1), jest portfel jednosktadnikowy ztozony z akcji o najwyzszym
trzecim momencie centralnym. Podobnie jak w przypadku zadania (Z1) proble-
mu (Z2) nie trzeba rozwiazywac, a jedynie znalez¢ akcje o najwigkszej dodatniej
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skos$nosci. Zadanie (Z3) jest problemem poszukiwania portfela o minimalnej
wariancji. Rozwigzaniem optymalnym jest portfel minimalnego ryzyka, ktory wy-
znacza poczatek granicy efektywnej w modelu Markowitza, a wielko$¢ . jest jego
wariancja. Zadanie (Z2) ktore shuzy do okreslenie poziomu y, budzi najwigcej wat-
pliwosci, poniewaz trzeci moment jest bardzo wrazliwy na wartosci odstajace, nie
ma przekonywujacej interpretacji oraz nie jest miarg znormalizowana.

Minimalizowana funkcja odchylen z(d) w zadaniu (5) zalezy dodatkowo od
preferencji inwestora wzglgdem momentow rozktadu wyrazanej poprzez wagi
przyporzadkowane poszczegdlnym odchyleniom od poziomoéw aspiracji. Jesli p;
dla i = 1,2,3 okresla stopiefi, w jakim i-ty moment rozktadu jest dla inwestora waz-
niejszy niz pozostale momenty portfela, to posta¢ analityczna funkcji kryterium
zadania celowego z(d, p) zalezy od przyjetej miary odleglo$ci oraz parametrow p;.

W literaturze wykorzystywane sa nastepujace funkcje odchylen od celow z(d, p):
funkcja liniowa (suma wazona odchylen)

z(d, p) = prdy + pad + p3ds, (6)
funkcja wielomianowa bezwzglednych odchylen
z2(d, p) = (d)P! +(dy)P2 +(d3)"3, ™)

funkcja wielomianowa wzglednych odchylen

P1 P2 P3
Z(d,p) = i + ﬁ + ﬁ , (8)
Ho 70 o0
metryka Minkowskiego
1/p
p p p
z(d,p) = 4 +ﬁ +ﬁ 9)
Ho 00 70

Zadania z funkcja celu typu (7) i (8) naleza do klasy probleméw wielomia-
nowego programowania celowego. Lai [1991] po raz pierwszy zastosowat mo-
del wielomianowy, w ktorym minimalizowat odchylenia od pozioméw aspiracji
okreslonych tylko dla wartos$ci oczekiwanej 1 sko$nosci portfela. W modelu zakta-
dano, ze wariancja optymalnego portfela bedzie spetnia¢ sztywne ograniczenia
1 przyjmowa¢ warto$¢ na poziomie jednostki. Praca Lai [1991] zainspirowata wielu
badaczy do stosowania wielomianowego programowania celowego w wyznaczaniu
i analizie portfeli inwestycyjnych. Chunhachinda [Chunhachinda i in. 1997] wyko-
rzystal podejscie Lai do konstrukcji portfela migdzynarodowego na podstawie
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indeksow rynkowych 14 krajow. W badaniach uwzgledniono rowniez stopy
wymiany walut i przeprowadzono je zard6wno na danych tygodniowych i mie-
sigcznych. W pracy Prakash i in. [2003] roéwniez za pomoca wielomianowego pro-
gramowania celowego konstruowano optymalne portfele migdzynarodowe oraz
zauwazono, ze w dywersyfikacji migdzynarodowej wystepuje mata korelacja mig-
dzy stopami zwroty akcji notowanych na rynkach krajowych i zagranicznych.

Rozwigzania zadania programowania celowego (5) z odpowiednia funkcja
z(d, p) dla réznych kombinacji parametréw p; sa portfelami optymalnymi
uwzgledniajacymi preferencje inwestora wzgledem odchylen od pozadanych
poziomow trzech momentow.

Koncepcja Lai [1991] przyjecia ograniczenia sztywnego dla wariancji
w modelu wielomianowego programowania celowego moze by¢ wykorzystana do
konstrukeji portfeli efektywnych zarowno w przestrzeni dwu jak i tréjwymiarowe;.

Przewaga stosowania metod programowania celowego w wyborze portfela
akcji z dodatkowym kryterium maksymalnej sko$nosci polega przede wszystkim na
tym, ze warunki wstgpne okreslane przez inwestora dotycza jedynie wartosci para-
metrow w funkcjach odchylen, a nie indywidualnej percepcji ryzyka i sposobu jego
mierzenia. Ponadto, model programowania celowego nie stwarza wigkszych pro-
blem6w numerycznych i gwarantuje otrzymanie rozwigzania optymalnego.

Dalsze badania modyfikujace koncepcje wielomianowego programowania
celowego powinny by¢ prowadzone zarowno w kierunku analizy granicy efek-
tywnej, wrazliwosci na warunki poczatkowe jak i na dobor odpowiedniej miary
skosnosci rozktadu stopy zwrotu portfela akc;ji.

Podsumowanie

Nie ma uniwersalnej, catkowicie obiektywnej metody wyboru portfela na
podstawie wielokryterialnego modelu trzech momentdéw rozktadu stopy zwrotu
portfela. Kazde z omawianych podej$¢, chociaz nie jest osadzone w teorii oczeki-
wanej uzyteczno$ci, w pewnym stopniu jest zalezne od inwestora i jego preferencji
w odniesieniu do rozkladéw prawdopodobienstwa. W podejsciu wielokryterialnym
dobor metody, wartosci progowych, funkcji odchylen czy tez pozadanych wartosci
parametréw zaleza od decydenta. RoOwniez sprowadzenie problemu do zagadnie-
nia jednokryterialnego nie jest wolne od ingerencji decydenta, zasada decyzyjna
jest bowiem indywidualnie przyjmowana funkcja oceniajaca uklad parametrow
rozktadu. Jednak wspomniane subiektywne preferencje dotycza tylko rozkladu
prawdopodobienstwa i jego parametrow, a nie jak to ma miejsce w teorii ocze-
kiwanej uzytecznosci, specyficznego wartosciowania biezacego stanu posiadania
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i mozliwego bogactwa. W praktycznych zastosowaniach modelu z trzema mo-
mentami do wyboru optymalnego portfela akcji najczesciej jest wybierane po-
dejscie programowania celowego.

Ponadto, linia efektywna wyznaczona na podstawie modelu Markowitza jest
dla danego horyzontu czasowego krzywa rosnaca ktorej fragmenty sa opisywane
zaleznosciami funkcyjnymi. W modelu z trzema parametrami granica efektywna
wyznaczana w zaleznosci od optymalizowanego momentu jest powierzchnia
W przestrzeni trojwymiarowej o wlasnosciach trudnych do uogoélnienia.
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OPTIMAL INVESTMENT PORTFOLIO
FOR SKEWNESS MAXIMIZATION CRITERIA

Summary: In this paper we analyze the portfolio optimization problem when investor
preferences relate to the expected value, variance and skewness of distribution of portfo-
lio return. The third central moment of the distribution is taken as a measure of skew-
ness. Portfolio optimization using higher moments is a more involved problem than the
mean-variance approach. The problem is formulated as multi-objective programming
problem there the investor tries to maximize expected return and skewness, while simul-
taneously minimizing variance. To solve such portfolio problem, we can use specific
approaches and techniques. We take especially account by utilizing Goal Programming
to determine the optimal structure of the investment portfolio and incorporate investors
preferences for higher moments.

Keywords: Markowitz model, portfolio optimization, Goal Programming, skewness.





