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INZYNIERIA FINANSOWA NA RYNKACH
ZUPEENYCH

Streszczenie

Celem rozwazan jest pokazanie, Ze algebra liniowa, wykladana we
wszystkich politechnikach oraz w wigkszosci szkél ekonomicznych, oferuje
bardzo adekwatne narzedzia do prezentacji najwazniejszych pojec¢ z inzynierii
finansowej. Daje mozliwo$¢ klarownego wyjasnienia, na czym polegaja pod-
stawowe problemy badawcze w inzynierii finansowej, oraz ukazuje sposoby
ich rozwigzywania. Chodzi tu przede wszystkim o zabezpieczanie si¢ firm i,
ogolnie moéwiagc, inwestordw przed ryzykiem na rynkach kapitalowych przez
tworzenie syntetycznych instrumentéw replikujacych pozadane (nieobecne na
rynku kapitalowym) papiery warto$ciowe. Jest to niezwykle wazne dla duzych
firm, takich jak np. firmy z WIG 30, w ktérych nieumiejetne zabezpieczanie
sie przed ryzykiem spadkéw cen surowcéw (np. miedzi) lub, co gorsza, brak
zabezpieczania, prowadzi do duzych strat (KGHM).

Stowa kluczowe: hedging, bazowe instrumenty finansowe, instrumenty
Arrowa-Debreu, portfel replikujacy, rynek finansowy zupetny.

Kody JEL: C02, C18, C54, C60

Wprowadzenie

Rozpoczynamy od prezentacji podstawowych poje¢ rynku finansowego
W ujeciu statycznym, to znaczy, zakladamy ze cala aktywnos¢ gospodarcza
(praca, konsumpcja, handel) ma miejsce ,,dzi$” o godz. powiedzmy 9:00 rano
oraz ,jutro” tez o 9:00 rano. Taki model gospodarki, cho¢ uproszczony, jest
w znacznym stopniu adekwatny dla funduszy inwestycyjnych, ktore, w przeci-
wienstwie do ,,skalperéw gietdowych”, nie dokonuja wielokrotnych transakeji
kazdego dnia, lecz ,,od czasu do czasu”, na przyklad, raz w tygodniu, raz
w miesigcu, raz na kwartal itp., czyli méwiac obrazowo o godz. 9:00 rano dzis,
a nastepnie o godz. 9:00 rano nastgpnego dnia. Szczegélnie dotyczy to OFE
(otwartych funduszy inwestycyjnych), ktore ,,patrza” na rynek kapitalowy przez
pryzmat dlugich horyzontéw inwestycyjnych istotnych z punktu widzenia
przyszlych emerytow.
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Przyjmujemy bardzo ogdlne zalozenie Ze na rozpatrywanym rynku fi-
nansowym dostepnych jest n ptynnych papieréw warto$ciowych, za$ liczba
wszystkich mozliwych stanéw tego rynku wynosi m. Takie zalozenie jest
zawsze spelnione. Na poczatku ograniczymy sztucznie rynek kapitalowy do
m = 3 réznych jego standw oraz do n = 4 ptynnych papieréw wartosciowych,
aby w latwy sposdb zobrazowac istote inzynierii finansowe;j.

Pokazujemy, jak w prosty sposdb mozna przedstawia¢ rynek finansowy za
pomocg macierzy, czyli podstawowego pojecia z algebry liniowej. Prowadzi to
w naturalny sposéb do réwnan macierzowo-wektorowych, w ktorych wektory
reprezentujg instrumenty finansowe, nawet te ktorych nie ma fizycznie na
badanym rynku kapitalowym, ale ktérych wyplaty poszczegdlni inwestorzy
chcieliby mie¢, a ktore daje si¢ ,,odtworzy¢” z istniejacych na rynku ptynnych
papieréw wartosciowych. Postepujac w ten sposéb wprowadzamy w naturalny
sposdb pojecia hedgingu.

Nastepnie wprowadzamy wszystkie podstawowe pojecia odnoszace si¢
do rynku kapitalowego zupelnego z punktu widzenia inzyniera finansowego,
w szczegolnodci koncepcje zbytecznego instrumentu finansowego, replikacji
pozadanych instrumentéw finansowych, pojecie rynku zupetnego oraz niezu-
petnego, hedgingu doskonatego, itd. W koncowej czgsci wyjasniamy, na czym
polega inzynieria finansowa na rynkach niezupelnych.

Prezentacja podstawowych poje¢ finansowych poprzez
wektory i macierze

Rozwaza¢ bedziemy rynek 1-okresowy (statyczny) M, w ktérym wystepu-
ja tylko 2 daty: ,,dzi$” i ,jutro”, ktére moga oznaczaé réwnie dobrze ,w tym
tygodniu” i ,w nastepnym tygodniu” lub ,w tym miesigcu” i ,w przyszlym
miesigcu”. Miedzy tymi datami nic sie nie bedzie dzialo na rynku M. Cata
aktywnos¢ gospodarcza (praca, konsumpcja, handel itp.) pojawi sie ,,dzi$§”
0 12:00 w potudnie oraz ,,jutro” o 12:00 w potudnie. Dzis$ o 12:01 dowiemy sie,
co wydarzylo si¢ 1 minute temu czyli ,,dzi§”. O ,jutrzejszej” wycenie papierow
warto$- ciowych na rynku M wiemy tylko tyle, ze pojawi sie 1 (nie wiemy
ktdry) z m standw i w zwigzku z tym ceny towardw moga by¢ tylko takie, jakie
charakteryzujg ten konkretny stan rynku. Ponadto, znamy prawdopodobien-
stwa wystapienia kazdego z m standw rynku.

Przyklad 1. Opisuje typowy rynek finansowy M, ktdéry bedziemy rozwazac.

Rynek M moze by¢ tylko w jednym z 3 stanéw: (i) hossa, (ii) stan przeciet-
nych cen oraz (iii) bessa, ktérych prawdopodobienstwa zaistnienia wynosza
odp. 1/3, 1/2 i 1/6. Przyjmujemy, ze na tym rynku dostepne s tylko 4 rodzaje
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plynnych papieréw wartos$ciowych (plynne papiery nazywac bedziemy w dal-
szej czesci ksigzki bazowymi). Sg to:
(1) akcje firmy ABC, ktorych cena jutro moze wynies$¢ (w zaleznosci od stanu

rynku) 10 z, 7 zt lub 5 z;

(2) bon, ktorego cena jutro bedzie wynosi¢ 100 zt w kazdym z 3 stanéw;
(3) opcja sprzedazy ,jutro” akcji firmy ABC za 9 zl (opcja #1);
(4) opcja kupna ,,jutro” akeji firmy ABC za 6 zt (opcja #2).

Pozostale informacje dotyczace tego rynku finansowego M uwazamy za
nieistotne i dlatego nie bedziemy ich bra¢ pod uwage. Mamy tu na mysli infor-
macje dotyczace podmiotéw obecnych na rynku finansowym w danym kraju,
a wiec informacje o banku centralnym, o otwartych i zamknietych funduszach
inwestycyjnych, informacje o OFE, o bankach komercyjnych, o bankach uni-
wersalnych, o biurach maklerskich itd.

Zadanie 1. Dla rynku M z przykiadu 1 formutuje si¢ szereg probleméw istot-

nych z punktu widzenia inzyniera finansowego, jakim niejednokrotnie bywa
bank:

(a) zbuduyj portfel skladajacy si¢ z papieréw wartosciowych (1)-(3), ktéry repli-
kuje opcje #2, tzn. odtwarza jej ceng we wszystkich 3 stanach rynku; w ten
sposdb badamy, czy opcja # 2 jest zbytecznym papierem wartosciowyms;

(b) wyznacz cene niearbitrazowy tego portfela, jesli dzisiejsza cena akcji wynosi
8 zl, za$ stopa bez ryzyka= 5%;

(c) zbuduj najlepsza replike / oslone papieru wartos$ciowego (3) za pomoca
papieréw wartosciowych (1)-(2);

Przyklad 1. mozna tatwo rozbudowa¢ dodajac kilka skomplikowanych
instrumentow.

Przyklad 1a. Rynek finansowy M moze by¢ w jednym z 3 standéw, ktorych
prawdopodobienstwa zaistnienia wynoszg odpowiednio: 1/2, 1/6 i 1/3. Na
rynku M dostepnych jest 8 rodzajéw ptynnych papieréw bazowych). Sa to:

(1) akcja, ktdrej cena jutro moze wynies¢ 6 zt, 4 z1, 2 zi;

(2) bon, ktorego cena jutro bedzie réwna 10 zt w kazdym stanie rynku;

(3) opcja sprzedazy ,jutro” ww. akcji po cenie 5 zI (opcja #1);

(4) opcja kupna ,,jutro” ww. akgji po cenie 2 zl (opcja #2);

(5) opcja sprzedazy opcji #1 po cenie 2 zl (opcja #3);

(6) opcja kupna opcji #1 po cenie 1 zt (opcja #4);

(7) opcja sprzedazy opcji #2 po cenie 2 z1 (opcja #5);

(8) opcja kupna opcji #2 po cenie 1 z1 (opcja #6).
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W dalszej czesci bedziemy rozrézniaé ceng papieru wartosciowego X od
wyplaty jaka nalezy sie jego wlascicielowi z tytulu posiadania X. Wyplata z pa-
pieru wartosciowego obejmuje nie tylko cene tego papieru, ale réwniez wszelkie
nalezne jego wlascicielowi platnosci, jak np. dywidendy, kupony, rabaty itp.

Celem rozwazan jest przekonanie Czytelnikéw, ze spora czes¢ skompliko-
wanej problematyki, jaka bez watpienia jest hedging, czyli ostona ryzykownych
pozycji w jakich znalazl si¢ uczestnik rynku kapitalowego, mozna przedstawic¢
w sposdb zrozumialy i w pelni zadowalajacy za pomocg macierzy i wektoréw,
czyli aparatu algebry liniowej, bez potrzeby odwolywania si¢ do stochastycz-
nego rachunku rézniczkowego Ito.

Papiery warto$ciowe jako wektory; macierz jako
matematyczna reprezentacja rynku finansowego

Rozwazmy 6 wektoréw przedstawionych w postaci kolumn (1), odwotujac
si¢ do przykladu 1a. Pierwszy z nich reprezentuje (przedstawia) wyplaty z opcji
#2; drugi wyplaty z akeji; trzeci wektor z bonu; czwarty wektor przedstawia
wyplaty z opcji #1; piaty wyplaty z opcji #4, szosty wektor przedstawia wyplaty
z opcji #6. Ostatni siodmy wektor reprezentuje wyplaty z opcji #5, czyli z opcji
sprzedazy opcji #2 po cenie 1 zI. W ten sposéb (w postaci kolumn) mozna
reprezentowa¢ dowolny (dostepny na rynku lub nie) instrument finansowy.

4 6 10 0 0 3 0
205 (4] {10l [1]> lol> |1]> |ol ey
0 2 10 3 2 0 2

Zobaczmy, jak prosto (2) da si¢ przedstawi¢ rynek finansowy M z przyktadu
1 w postaci macierzy 3x4, tzn. o 3 wierszach i 4 kolumnach, pamietajac, ze
kazdy z wierszy reprezentuje inny stan rynku finansowego, za$ kazda kolum-
na przedstawia wyplaty z konkretnego bazowego papieru wartosciowego we
wszystkich 3 stanach rynku.

10 100 0 4
A=[7 100 2 1 )
5 100 4 0

W przyszloéci kazdg kolumne bedziemy utozsamiac z takim papierem
warto$ciowym (dostepnym w danej chwili na rynku lub nie) ktérego wyplaty
we wszystkich stanach rynku reprezentowanych przez wiersze przedstawia ta
kolumna Na przyktad, kolumne:
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114
c= {110 3)
109

bedziemy utozsamiac z papierem warto$ciowym, ktéry wyptaca 114 zf w pierw-
szym stanie rynku, 110 zt w drugim stanie rynku oraz 109 zt w trzecim stanie
rynku. Jak taki papier mozna uzyska¢ na rynku finansowym reprezentowanym
przez macierz A dang wzorem (2)? OdpowiedZ okazuje si¢ bardzo prosta.
Wystarczy bowiem kupi¢ 1 akeje, 1 bon, 1 opcje #1 oraz 1 opcje #2, czyli po
jednej sztuce ze wszystkich 4 papieréw wartosciowych z przyktadu 1.

Rynek finansowy w ,,tablicowym” zapisie

Stan Prawdopo- . Cena opgji | Cena opgji
rynku dobieﬂsfwo Cena akdji | Cena bonu #1P J #2P ]
1 1/3 10 100 0 4
2 1/2 7 100 2 1
3 1/6 5 100 4 0

W ten prosty sposob da si¢ przedstawi¢ kazdy rynek finansowy bez potrze-
by wyliczania wszystkich obecnych na nim instytucji i podmiotéw rynku kapi-
talowego i finansowego. Majac do dyspozycji jedynie dane zawarte w powyzszej
tabeli bedziemy w stanie wycenia¢ dowolne portfele, w tym portfele replikujace
wszelkie instrumenty finansowe w sposéb nie dopuszczajacy arbitrazu, a wigc
zgodny z kanonami wspdlczesnych finanséw.

Zbyteczne papiery warto$ciowe; hedging

Niech A bedzie macierzg mxn, tzn. o m wierszach, ktore reprezentuja stany
rynku oraz n kolumnach, ktére reprezentuja bazowe papiery wartosciowe:

A, A4, ... A,
A, A, ... A

A _ 21 22 2n (4)
Aml Am2 tee Amn

Inzynier finansowy (bank) ma za zadanie sprzedac¢ klientowi taki papier
warto$ciowy (reprezentowany przez kolumne b o m wspdtrzednych), jaki
klient chcialby posiada¢, przy czym papier ten nie wystepuje na rynku. Chodzi
wiec nie o posrednictwo w sprzedazy, czym zajmujg si¢ biura maklerskie,
ale o ,,stworzenie” nowego instrumentu, ktéry bedzie ,replikowal” wyplaty



106 Leszek S. Zaremba

pozadanego przez klienta banku instrumentu b. W tym celu bank powinien
rozwigza¢ rownanie macierzowo-wektorowe Ax = b, to znaczy, rownanie

A, A4, .. A4,|[x b,
A21 A22 A2n x2 — bZ (5)
Ay Ay o A X, b,

szukajac takiego portfela (reprezentowanego przez kolumne x o n wspdlrzed-
nych), aby, o ile to mozliwe, spetnione bylo powyzsze rownanie Ax =b. Jesli to
sie uda, powiemy, ze portfel x replikuje b.

Jedli papier wartosciowy b nie jest bazowym (wystepujacym na rynku
finansowym papierem warto$ciowym), to bedziemy go nazywac szczeg6lnym
papierem warto$ciowym. Sprzedajac b inzynier finansowy (specjalistyczny
bank) wchodzi w ryzykowna pozycje gdyz zobowiazuje si¢ zaplacic¢ ,,jutro” b, zt
w stanie rynku ,,i”, wiedzac ze na rynku mozliwych jest m stanéw, 1 <i < m,
z réznymi wyplatami.

Hedging pojawia si¢ wtedy, gdy sprzedajac papier wartosciowy b wystawia-
my (emitujemy) jednoczesnie taki portfel x, aby Ax bylo ,jak najblizej” b, tzn.
aby wektor [Ax-b] bedacy réznica miedzy Ax i b byt jak ,najmniejszy”. Gdy
Ax = b, czyli Ax-b=0, to powiemy, ze inzynier finansowy osiagnat hedging
doskonaty. W tym ostatnim przypadku fatwo bedzie okresli¢ cene sprzedazy
b jako koszt zakupu portfela x powigkszony o pewna marze, ale bez premii za
ryzyko, gdyz takowe zostalo w 100% zlikwidowane. Gdy Ax # b to cena b musi
by¢ dodatkowo powigkszona o ryzyko wynikajace z niedopasowania w 100%
portfela x do szczegdlnego papieru wartosciowego b.

Bardzo istotna rol¢ odgrywaja pojecia liniowej zaleznosci wektorow (wek-
tor e jest liniowo zalezny od wektoréw b,,b,,...,b;, jesli istnieja takie liczby
ApAys.. oAy, ze zachodzi réwnosé e = A,b, + A,b, + ... + A\ b, przy czym nie
wszystkie A,A,,...,A; s3 réwne zero) oraz liniowej niezaleznosci. Na przyktad,

524
wektor | 523 jest liniowo zalezny od 4 kolumn macierzy A danej wzorem (2)

526
poniewaz istniejg nie wszystkie rowne zeru liczby A, =2,1,=5,1,=4,1,=1,
tak ze zachodzi (8).
Jak wiemy z algebry liniowej, wektory cy,c,,...,c,€R™ sa liniowo niezalezne
(inaczej: uktad wektordw c,c,,...,c; jest liniowo niezalezny) jesli z tego, ze
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0
Aoy +Ac, ..+ A, =0= Olepn (6)
0

wynika, iz wszystkie A,,A,,...,A; s3 réwne zero.

Definicja 1. Papier warto$ciowy (instrument finansowy) nazwiemy zbytecz-
nym, jesli jest on liniowa kombinacja bazowych papierow wartosciowych.

Portfel replikujacy; instrumenty finansowe Arrowa-Debreu

Definicja 2. Portfel x, ktéry ma te same wartosci we wszystkich stanach rynku
co zbyteczny papier warto$ciowy b, nazwiemy portfelem replikujacym instru-
ment finansowy b.

3
31 15 2 0 11 11
Poniewaz (2 1 0,5 1 0 =|{7|,tob=|7| nazwiemy zbytecznym
11 0 O 3 3
1
3
. - . 0 . .
papierem warto$ciowym, za$ portfel x = , Z uwagi na to, zZe wyplaca te
0
1

same warto$ci we wszystkich stanach rynku co papier b, nazwiemy portfelem
replikujagcym instrument finansowy b. Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢, ze
dla rynku opisanego w przykladzie 1 portfelem replikujacym dla instrumentu

4
61
. 1/4
52| jest portfel x = 0
45
-1

Fakt 1. Zbyteczne papiery wartosciowe nie wnoszg nic nowego do rynku
finansowego, poniewaz ich wartos$ci we wszystkich stanach rynku dajg si¢
odtworzy¢ = zreplikowa¢ przez pewien portfel ztozony z bazowych papierow
warto$ciowych.
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Fakt 2. Praktyczne znaczenie liniowo niezaleznych instrumentéw finansowych
od wszystkich ptynnych (bazowych) papieréw wartos$ciowych polega na tym
ze wnoszg one na rynek wyplaty dla ich posiadaczy, ktére do tej pory nie byly
do osiagniecia na danym rynku finansowym.

All AI2 1n
o . AZI A22 2n :
Wré¢my na moment do macierzy A = przedstawia-
Aml AmZ Tt Amn

jacej rynek finansowy. Oznaczmy pierwsza kolumne macierzy A (pierwszy
bazowy papier warto$ciowy) przez A, druga kolumne (drugi bazowy papier
warto$ciowy) przez A, itd. Wreszcie ostatnig n-tg kolumne A (ostatni bazowy
instrument finansowy) przez A,,. Mamy zatem:

All A12 Aln
ag= || =[P o = | )
Aml Am2 Amn

Definicja 3. Przez rynkowa podprzestrzen Span (A,,, A,,, ..., A,,) rozumiemy
zbidr wszystkich zbytecznych papieréw wartosciowych, to jest takich, ktore s
liniowymi kombinacjami ptynnych instrumentéw finansowych A,, A,,, ..., A,
a wiec sg postaci:

All A12 Aln
R N e P N e ) ®)
Aml AmZ Amn

gdzie A,A,,...,A; sa dowolnymi liczbami(wspdtczynnikami) rzeczywistymi,
réwniez ujemnymi oznaczajacymi krdtka sprzedaz. Poniewaz takich wspodt-
czynnikow jest nieskonczenie wiele, kazda rynkowa podprzestrzen Span(4,,
A, ..., A,) zawiera nieskonczenie wiele papieréw warto$ciowych.

Definicja 4. Instrumentem finansowym Arrowa-Debreu dla stanu ,,j” rynku

finansowego (oznaczanym w dalszej czgéci przez e) nazywamy taki papier

warto$ciowy ktory placi 1 w stanie ,,j” oraz 0 w pozostalych stanach rynku.

Wypisujac te instrumenty w postaci kolumn otrzymamy wektory [e, e, ... e, ]
1 0 ... 0

czyli macierz jednostkowsa J = 0 1 .. 0]

0 0 ... 1
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Fakt 3. Niech A bedzie macierzg reprezentujaca rynek finansowy o m stanach.
Jezeli rz(A) = m, to kazdy instrument finansowy (papier wartosciowy) jest
zbyteczny.

Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze b € R™ jest instrumentem finansowym
(wektorem-kolumna), ktéry nie jest zbyteczny, a wigc nie da si¢ zapisaé jako
liniowa kombinacja m liniowo niezaleznych kolumn macierzy A. Dowdd bedzie
zakonczony, jedli pokazemy, ze z tego zalozenia wynika sprzecznos¢. Aby ja
uzyskaé, dopiszmy b do m liniowo niezaleznych kolumn macierzy A jako
(m + I1)-3 kolumne. Powstanie wtedy nowa macierz B typu m x (m + 1), w ktdrej
wystepuje m + I liniowo niezaleznych kolumn, co oznacza, ze rz(B) = m + 1.
W tym momencie jednak otrzymali$émy sprzeczno$¢, ktéra konczy dowod
metodg nie wprost.

Z algebry liniowej wiadomo, ze jesli macierz kwadratowa B stopnia m ma
pelny rzad, to réwnanie macierzowo-wektorowe:

b, b, ... b,| |x b,
Bx=b e Rm’ CZyli b21 b22 ce b2n Xy _ bZ (9)
bml me tee bmn x,, bm

ma zawsze (to znaczy dla dowolnego b) rozwiazanie, co oznacza ze istnieje
portfel x € R™, ktory replikuje instrument finansowy b. Co wigcej,

x = B1b. (10)

Mowimy wtedy, ze portfel x replikuje instrument b jesli odtwarza te same
platnosci ktére wynikajg z posiadania b. Dodajmy, ze platnosci, ktére wynikaja
z tytulu posiadania portfela x s3 rowne (Bx), w stanie ,,i” rynku finansowego,
a wiec powinnis$my mie¢ (Bx), = b,. W takim przypadku mozemy powiedziec,
ze x replikuje b w 100%.

Przypominajgc sobie definicje 1 (dotyczaca pojecia zbytecznego papieru
warto$ciowego), mozemy powiedzie¢, ze instrument finansowy b jest zbyteczny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje portfel x sktadajacy sie z ptynnych bazowych
papieréw wartosciowych, ktory go replikuje.

Rynki finansowe zupetne

Definicja 5. Jesli kazdy instrument finansowy da si¢ zreplikowa¢ na rynku
finansowym F (przy uzyciu ptynnych papieréw warto$ciowych dostepnych na
F), to F nazwiemy rynkiem zupelnym.
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Przyklad 2. Czy mozliwy jest hedging doskonaly dla instrumentu finansowego

-1 10 100 0
b=| 0 |narynku finansowym reprezentowanym przez macierzB=| 7 100 2|,
2 5 100 4

gdzie obraca sie¢ tylko trzema réznymi instrumentami finansowymi (akcja,
bon, opcja sprzedazy akeji po 9 z1) opisanymi w przykladzie 1? Czy ten rynek
finansowy jest zupelny?

X

Rozwigzanie. Poszukujemy portfela replikujacego x = | x, | dla instrumen-

X3
-1 10 100 0
tub =] 0 | Poniewaz det(B) = det |7 100 2|= 200 # 0, to réwnanie
4 5 100 4
10 100 Of |x, -1 -1
7 100 2||x,|= | 0 |malrozwigzanie nie tylko dla instrumentub=| 0 |,
5 100 4] |[x, 4 4
G

ale i dla kazdego innego instrumentu ¢ = |c, |, co oznacza ze ten rynek jest
s
zupelny. Skoro tak, to odpowiedz na pytanie pierwsze musi by¢ tez pozytywna.

Co wiecej, mozna poda¢ konkretny portfel x, ktéry replikuje instrument b,
rozwiazujac réwnanie x = B'b. Otrzymujemy:

1 -2 1 X, 1 -2 1 -1 3
B'=1-0,00 0,2 -0,1|,awiec |x,|=|-0,09 02 -0,l[|0 [=]|-031],
1 =25 15 X5 1 =25 15]|4 5

co interpretujemy (odwotujac si¢ do przyktadu 1), ze portfel replikujacy sktada
si¢ z kupna 3 akcji, krétkiej sprzedazy 0,31 bonu oraz z kupna 5 opcji sprzedazy
1 akeji po 9 zt.

-1
Komentarz 1. Zwré¢my uwage na to ze instrument finansowy b = | 0 | jest

4
atrakcyjny w przypadku bessy, ktéra ma miejsce z prawdopodobienstwem 1/6

10 100 0
na rynku finansowym B = | 7 100 2| Mianowicie, wtedy gdy cena akcji
5 100 4
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3
osigga najmniejsza warto$¢ (5 zl), znaleziony przez nas portfel x = [-0,31
5

wyplaca najwiecej (5 zt) rekompensujac spadek cen akeji do 5 zt. Dzigki port-
felowi x otrzymujemy wiec w czasie bessy 10 zl, czego pozostali gracze moga
nam tylko pozazdrosci¢. Natomiast kiedy na rynku finansowym panuje hossa
(z prawdopodobienstwem 1/3), nasz portfel uszczupla nam dochody z akcji
zaledwie o 1 zt (z 10 zt do 9 z}).

Kazda firma jest (powinna by¢) zainteresowana kupnem takiego instru-
mentu finansowego, ktory placi duzo pieniedzy, kiedy wartodci akcji tej firmy
spadaja, za§ w przypadku hossy uszczupla nam nieznacznie zyski, ktore osia-
gamy ze znacznego wzrostu cen akgji.

Doszlismy w ten sposob do miejsca, gdy nalezy spytac o ceny ptynnych pa-
pieréw warto$ciowych oraz wynikajacg z tych cen wycene bardzo pozadanego
przez firme instrumentu finansowego b. O tych waznych sprawach powiemy
precyzyjnie w kolejnym artykule.

Przyklad 3. Przyjmijmy, Ze cena akcji wynosi 6 z1, cena bonu 95 zi, za$ opcja
sprzedazy akcji po 9 zt kosztuje 1,60 zI; na powyzsze ceny maja wpltyw praw-
dopodobienstwa wszystkich 3 stanéw rynku. W takiej sytuacji instrument
-1
finansowy b = | 0 | powinien kosztowa¢ tyle samo, badz jedynie minimalnie
4
wiecej (z uwagi na marze¢ sprzedajacego) niz portfel go replikujacy, poniewaz
inzynier finansowy (wystawca instrumentu b i jednoczesnie wlasciciel portfela
replikujacego x ) nic w takiej sytuacji (doskonalego hedgingu) nie ryzykuje. Jaka
moze by¢ w takim razie cena portfela x? Otdz, wynosi ona
X
cena(x) = cena |y, |=3x 6zt +-031x95zt + 5x1,60 zt= 3,45 zt

X3

co oznacza, iz ,kupno” instrumentu b generuje dla nas niewielki przyptyw
gotowki (ze wzgledu na kroétka sprzedaz) lub nic nie kosztuje, jesli uwzglednimy
prowizje. Jest to sytuacja niebywata (nienormalna) na rynku finansowym, ktéra
(jak zobaczymy w kolejnym artykule) spowoduje mozliwos¢ arbitrazu.

Przyklad 4. Czy mozliwy jest hedging doskonaty dla instrumentu finansowego
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-1 10 100 0 4
b=| 0 [narynku finansowym reprezentowanym przez macierzA=| 7 100 2 1|.
4 5100 4 0

Czy ten rynek finansowy jest zupelny?

Rozwiazanie. Odpowiedz na oba pytania jest pozytywna, poniewaz dla kazde-
go instrumentu finansowego b hedging doskonaly jest mozliwy nawet na mniej-

10 100 0
szym rynku niz M, jakim jest rynek N reprezentowany przezB=|7 100 2
5 100 4

-1]

z 3 plynnymi papierami wartosciowymi, gdzie portfelem replikujacym dla | 0

X, 3 4 |
okazalsiex =|x, [=|-031].
X5 5

Zwroémy uwage, ze na rynku M mozemy wyodrebni¢ jeszcze inny niz N

100 0 4
mniejszy rynek K reprezentowany przez macierz C={100 2 1|, a nastepnie
100 4 0
rozwigza¢ réwnanie Cy = b. Jest to wykonalne poniewaz det(C) = 400 # 0,
100 0 4]7'[p,
a zatem wzéry = C'b = [100 2 1| |b,| podaje dokladnie wspolrzedne
100 4 0f |5, b,
portfela replikujgcego dowolny instrument finansowy b = |b, |. Przyjmujac
-1 b,
w szczegolnodci ze b = | 0 |, otrzymujemy ze:

4

1

100 0 4| [-1 -0,01 0,04 -0,02(-1 -0,07
y=C=|100 2 1 01=1025 -1 075|0]|=]| 275 |
100 4 0O 4 050 -1 050 || 4 1,50
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Oznacza to, ze na rynku M mozna znalez¢ jeszcze inny portfel replikujacy

-1 0
. . . -0,07 s
instrument finan- sowy b = [ 0 |, a mianowicie y = 575 obok wczesniej
4 b
1,50
3
. -0,31
znalezionego portfela x = .
0

Podsumowanie

Wiemy juz, ze rynek niezupelny to taki rynek, na ktérym nie kazdy instru-
ment finansowy da sie zreplikowac, a wigc istnieje co najmniej jeden instrument
finansowy, ktory nie jest zbyteczny. Latwo pokazaé, ze jesli mozna wskazaé
przynajmniej jeden instrument, ktéry nie jest zbyteczny na rozpatrywanym

b,

b2

rynku finansowym, oznaczmy go przez b = , to takich instrumentéw

bm
musi by¢ nieskonczenie wiele (dlaczego?). Praktyczne znaczenie niezaleznych
instrument6éw polega na tym, Ze wnoszg one na rynek wyplaty, ktore do tej

pory nie byly mozliwe na nim do uzyskania.
bl

b2

Emitujac instrument b = zamowiony przez klienta (KGHM, Orlen),

b

m

ktéry nie da sie odtworzy¢ (zreplikowac), inzynier finansowy stara si¢ znalez¢é
X

2

najlepszy aproksymacyjny hedging, to znaczy taki portfel x = x skltadajacy sie

X

n

z bazowych papieréw wartosciowych, ktéry odtwarza szczegélny instrument fi-
bl

b, S . o D . -
nansowyb = w mozliwie ,najlepszy sposéb”. Pierwszy sposob rozumienia

m
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tego terminu polega na tym aby tak zwany blgd replikacyjny byt ,najmniejszy”
z mozliwych. Bledem replikacyjnym jest wektor réznic
e=(epep...r€,) =Ax-b

pomiedzy wspdlrzednymi nie do konca udanej repliki

All A12 Aln xl
Ax = A An A |2 , a wspolrzednymi szczegdlnego instrumentu
Aml AmZ tee Amn x,,
by
finansowego b = | ? |. Minimalizacja btedu replikacyjnego polega¢ bedzie
b

na minimalizowaniu sumy kwadratéw bledéw ,,po wspolrzednych” (sum of
squared replication errors), w skrocie SSRE, ktorego $cista definicje podaje wzor:

SSRE =2 +&,2+... +&,,2 = [(Ax), - b, + [(Ax), - b, + ... + [(A%),, - b, . (10)

«s»

gdzie (Ax), oznacza “i
rzedng wektora b.

-tg wspolrzedng wektora Ax, za$ b, jest “i”-ta wspol-

Oznaczajac przez A,, pierwszy wiersz macierzy A, przez A,, drugi wiersz
macierzy A itd. Wreszcie przez A,,, ostatni m-ty wiersz macierzy A, mozemy
SSRE zapisa¢ réwniez w innej nastepujacej postaci:

SSRE=[A,x-b*+[A,x-b,)P+...+[A,x-b,] (11)
biorgc pod uwage definicje mnozenia macierzy A przez wektor x. Drugi sposob

polega na tym aby minimalizowa¢ oczekiwang sume kwadratow bledow repli-
kacyjnych (expected sum of squared replication errors) dang wzorem:

SSRE =p &2+ &% + .o + P =
=pi[(Ax), - b)]* + p,[(Ax), - b,)* + ... + p, [(Ax),, - b, ]%

gdzie pod uwage bierze si¢ prawdopodobienstwa p, wystapienia stanu ,,i” rynku
finansowego. Innymi stowy, jest to suma wazona kwadratéw bledéw replika-
cyjnych. Gdy rynek jest zupelny, to kazdy instrument finansowy jest zbyteczny,
a zatem dla kazdego szczegdlnego instrumentu finansowego SSRE = 0 = ESSRE.
Tymi zagadnieniami zajmiemy si¢ w kolejnym artykule.

(12)
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Financial Engineering in the Complete Markets

Summary

An aim of considerations is to show that the linear algebra lectured at
all technical universities and in the majority of economic schools, offers very
adequate tools for presentation of the most important notions in the field of
financial engineering. It provides the opportunity to clearly explain in what
the basic research problems in financial engineering consist as well as shows
the ways of resolution thereof. The matter is here, first of all, with safeguarding
by companies and, generally speaking, investors against the risk in capital
markets by way of formation of synthetic instruments replicating the desired
(absent in the capital market) securities. It is extremely important for big firms
such as e.g. companies from WIG 30, in which incompetent hedging against
the risk of fall in prices of commodities (e.g. copper) or, what’s worse, lack of
hedge leads to great losses (KGHM).

Key words: hedging, base financial instruments, Arrow-Debreu instru-
ments, replicating portfolio, complete financial market.
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