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PROSTY DOWOD TWIERDZENIA
O CZTERECH BARWACH

A SIMPLE PROOF OF THE FOUR-COLORS THEOREM
DOL: 10.15611/ekt.2017.1.02

Streszczenie: W pracy indukcyjnie dowodzi si¢ twierdzenie o czterech barwach. Korzysta si¢
z pojecia produktu map i minimalnych kolorowan lokalnych.

Stowa kluczowe: mapa, minimalne kolorowanie lokalne, rozszerzenie kolorowania lokalne-
g0, pierscien rozcinajacy, mapa prosta, produkt map, redukcja granicy.

Summary: The paper includes an inductive proof of the four-colors theorem. The notions of
product of maps and minimum local colorings are applied.

Keywords: map, minimum local coloring, extension of local coloring, ring slotting, simple
map, product of maps, reduction of border.

W artykule rozpatruje si¢ klasyczne mapy ptaskie lub rdwnowazne z nimi mapy
sferyczne. Mapa to wierzchotki, granice, kraje; wierzcholek jest punktem, w kto-
rym spotykaja si¢ granice, granica jest linig rozdzielajacg kraje, kraj jest wielobo-
kiem o brzegach by¢ moze zakrzywionych. Kraje majace wspolny wierzchotek V'
nazywamy mapg lokalng. Z twierdzenia o czterech barwach wynika, ze w kazdym
wierzchotku istnieje zgodne kolorowanie lokalne z co najwyzej trzema barwami;
nazywamy je kolorowaniem lokalnym w wierzchotku V. Jest to oczywiscie koloro-
wanie zgodne — kraje sgsiednie, czyli majgce wspdlng granice, oznaczone sg ré6zny-
mi barwami. Naturalnie kraje majace tylko wspolny wierzchotek nie sa uwazane za
sgsiednie. Mapa M jest iloczynem map M, i M, , jezeli zawiera pas rozcinajacy jg
ztozony z trzech lub mniejszej liczby panstw (rys. 1).

PierScien oddzielajacy mapg M, oraz M, wchodzi do mapy zarowno M, jak i M,
—on je faczy. Mapg M, reprezentujg trzy kropki lezgce na zewnatrz pasa rozcinajgce-
go, natomiast mape M, trzy kropki lezgce wewnatrz tego pasa (rys. 2 1 3).
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Rys. 1. Pierscien rozcinajacy mape

Rys. 2. Mapa M,

Rys. 3. Mapa M,

Koto zewnetrze na rysunkach zawsze $ciaga si¢ do jednego punktu — biegu-
na potnocnego, ktory jest punktem dodanym przy jednopunktowej kompaktyfikacji
plaszczyzny — jest nig oczywiscie sfera; jest to albo punkt zwykty, albo wierzchotek
mapy, jezeli do kota zewnetrznego dochodza granice.
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Uwaga. Granice pasa rozdzielajacego kraje nalezace do niego moga w szcze-
golnosci redukowac si¢ do jednego punktu. Tak wigc moga by¢ jeszcze trzy inne
typy pasow rozcinajacych — spotkamy je w dowodzie; przedstawiono je na rys. 4.
Pasy rozdzielajace, w ktorych kraje sgsiednie maja jeden punkt wspolny, bedziemy
uwaza¢ za rozcigcia specjalne.

Rys. 4. Pasy specjalne

Naturalnie mapa moze zawiera¢ pasy rozcinajgce, utworzone tylko z dwoch
panstw, a nawet jednego. Pasy rozcinajace redukujg kolorowanie map ztozonych do
kolorowania map mniejszych i nastepnie ich sklejania — produkowania.

Lemat. Jezeli mapa jest prosta, czyli nie jest produktem map mniejszych, to
w kazdym wierzchotku tej mapy istnieje kolorowanie lokalne dwiema barwami, gdy
wierzchotek jest parzysty — jednoczy parzysta liczbe panstw, lub trzema barwami —
gdy wierzchotek jest nieparzysty.

Kolorowanie lokalne nazywa si¢ kolorowaniem minimalnym, jezeli uzyto tylko
dwodch barw lub trzech, ale jedna z nich tylko raz. Jezeli do kolorowania minimalne-
go uzyto tylko dwoch barw, wtedy dowolng granicg konczaca si¢ wierzchotkiem V'
sciggamy do tego wierzchotka; jezeli uzyto trzech barw, wtedy §ciggamy do punktu
JV granice przylegla do panstwa oznaczonego trzecim kolorem — tym wystepujacym
tylko jeden raz. Po tej operacji w wierzchotku V znajdzie si¢ kilka panstw niepoko-
lorowanych. Poniewaz mapa M jest nierozktadalna, wigc wyjsciowe kolorowanie
minimalne mozna rozszerzy¢ do kolorowania minimalnego mapy M’ powstatej z M
przez redukcje jednej granicy. Naturalnie w kazdym wierzchotku mapy prostej ist-
nieje kolorowanie minimalne.

Twierdzenie. Jezeli mapa jest prosta, to kazde kolorowanie minimalne rozszerza
si¢ do zgodnego kolorowania catej mapy co najwyzej czterema barwami.

Dowdd jest indukcyjny. Jezeli mapa zawiera n lub mniej granic, to twierdzenie
jest prawdziwe. Niech M ma n + 1 granic. W wierzchotku V bierzemy dowolne
kolorowanie minimalne. Na podstawie zatozenia indukcyjnego, gdy zredukowana
mapa jest prosta, istnieje rozszerzenie powickszonego kolorowania minimalnego do
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zgodnego kolorowania co najwyzej czterema barwami catej mapy. Jezeli zreduko-
wana mapa M’ nie jest mapg prosta, wtedy jest iloczynem map mniejszych. Do tych
map mniejszych stosuje si¢ indukcj¢ lub rozklada si¢ na jeszcze mniejsze czynniki.
Pas rozcinajacy M’ przechodzi zawsze przez wierzchotek 71 ma jeden z ksztattow
przedstawionych na rys. 4. Jest to oczywiscie pas specjalny. Jezeli kraje 4 1 B nalezg-
ce do minimalnego kolorowania /i jednoczesnie do pasa rozcinajacego majg rozne
kolory, wtedy mapy M, i M, sg takie, jak przestawione na rys. 2 i 3. Jezeli te kraje
maja kolor zgodny, wtedy tgczymy je w jeden kraj i otrzymujemy pas zlozony tylko
z dwoch pafistw, przedstawiony na rys. 5. Zawsze wigc mozna sklei¢ mapg M i M,
bez psucia minimalnego kolorowania mapy M' powstatej z M przez redukcje jedne;j
granicy konczacej si¢ punktem V. Stad regenerujac zredukowang granicg, mozna
powr6ci¢ do mapy M i w ten sposob mamy rozszerzenie kolorowania minimalnego
do zgodnego kolorowania calej mapy M co najwyzej czterema barwami. Dowod jest
wigc zakonczony.

Rys. 5. Jeden kolor na $ciezce rozcinajace;j

Literatura przedmiotu jest bogata, réznorodna i tatwo dostepna. Brak powotan
oznacza, ze autor z niej nie korzystat. Mozliwe podobienstwa nie tyle $wiadczg o za-
leznosci wynikoéw, ile wynikajg z logiki przedmiotu.
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