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Wprowadzenie

Jednym z istotnych zagadnien podejmowanych w nowoczesnej teorii port-
felowej jest ograniczanie skutkow ryzyka estymacji (ang. estimation risk). Przez
ryzyko to rozumie si¢ mozliwo$¢ poniesienia straty w wyniku btedow estymacji
parametrow modeli. W zagadnieniach wyboru portfela inwestycyjnego zrodtem
ryzyka estymacji jest wrazliwos¢ klasycznej funkcji optymalnej alokacji na nie-
znane rzeczywiste wartosci oczekiwanej stopy zwrotu portfela oraz miar ryzyka.
W klasycznym podejsciu Markowitza [1952] oszacowania udzialow portfela sa
oparte na obserwacjach pochodzacych z jednej proby, bedacej zbiorem obserwa-
cji stop zwrotu okreslonych aktywow. Wskutek ryzyka estymacji oszacowania te
moga by¢ obciazone, zwlaszcza w sytuacjach niespelnienia klasycznych zalo-
zen, obecno$ci wielowymiarowych obserwacji odstajacych w probie lub asyme-
trycznych rozktadow stop zwrotu. W konsekwencji, udziaty portfela wyznaczo-
ne na podstawie klasycznej estymaciji i optymalizacji nie sa w rzeczywistosci
rozwiazaniem optymalnym, lecz suboptymalnym.

Fakt ten stat si¢ w nowoczesnej teorii portfelowej motorem rozwoju wielu
statystycznych metodologii stuzacych ograniczeniu skutkow ryzyka estymacji
w procesie konstrukcji portfela inwestycyjnego. Do metod tych zalicza si¢ m.in.:
— metody estymacji odpornej (ang. robust estimation methods),

— metody estymacji bayesowskiej (ang. Bayesian estimation methods),
— metody optymalizacji odpornej (ang. robust optimization methods),
— metody probkowania (ang. sampling methods).

Idea budowy portfeli na podstawie pierwszej grupy metod polega na wie-
lowymiarowej estymacji odpornej oczekiwanej stopy zwrotu i ryzyka sklado-
wych portfela, a nastgpnie na podstawie otrzymanych charakterystyk na kla-



122 Agnieszka Orwat-Acedanska, Jan Acedanski

sycznej optymalizacji typu $rednia-wariancja (ang. mean-variance MV)'. Druga
z wymienionych grup metod dotyczy konstrukcji portfeli, ktérych charaktery-
styki sa szacowane na podstawie rozktadow a posteriori oczekiwanej stopy
zwrotu i ryzyka sktadowych portfela. Odpornos¢ w sensie optymalizacji odpor-
nej jest natomiast efektem zalozenia, ze parametry bedace charakterystykami
sktadowych portfela nie sa rowne ocenom punktowym uzyskanym w procesie
estymacji, ale znajduja si¢ w otoczeniach tych ocen zwanych zbiorami niepew-
no$ci. Zadania optymalizacyjne maja najczesciej posta¢ zadan maxminowych
lub minimaxowych?. Metody probkowania umozliwiaja z kolei wybor optymal-
nego portfela na podstawie wielu prob. Proby te moga pochodzi¢ z rozktadu
empirycznego lub z rozktadu teoretycznego.

Alternatywe w stosunku do podej$¢ opisanych powyzej stanowia metody
programowania stochastycznego. Pozwalaja one w naturalny sposob uwzglednicé
fakt, ze parametry bedace w klasycznym ujeciu podstawa szacowania optymalnych
udzialow sktadowych portfela powinny by¢ traktowane jako wielkosci losowe.
Z tego punktu widzenia metody te stanowia rozszerzenie klasycznych podejs¢ do
budowy portfeli inwestycyjnych uwzgledniajacych ryzyko estymacji. Niestety wiele
zadan programowania stochastycznego przydatnych w analizie portfelowej jest
trudnych do rozwiazania, co istotnie ogranicza mozliwosci ich aplikacji.

W pracy jest analizowane zastosowanie metod programowania stochastycz-
nego do budowy portfeli, ktorych ryzyko nie bedzie przekraczaé z gory ustalo-
nego poziomu, uwzgledniajac przy tym ryzyko estymacji. Autorzy koncentruja
si¢ przede wszystkim na stochastycznej modyfikacji klasycznego zadania Mar-
kowitza, mianowicie:

maCX{E(x'ﬁ)} p.-w. P(\/ X'Zx < v)z l-«, (1)

gdzie W=(1,, 1,,...,f1,)" — wektor losowy warto$ci oczekiwanych stop zwrotu
aktywow sktadowych, ¥ - macierz losowa kowariancji stop zwrotu,
x=(X,,X,,..,X,)" — udzialy portfela bedace elementem zbioru dopuszczalnego
C={x:x>0,x1=1}, v — maksymalne dopuszczalne odchylenie standardowe

portfela, o — prawdopodobienstwo, ze ryzyko portfela przekroczy zatozony po-
ziom, E — operator warto$ci oczekiwane;.

Aplikacje wybranych wielowymiarowych estymatoréw odpornych do budowy portfeli na da-
nych polskiego rynku kapitalowego zawieraja m.in. prace: A. Orwat [2007a; 2007b].

Przykiad aplikacji tej metodologii na danych polskiego rynku kapitalowego mozna znalezé
w pracy A. Orwat [2010], natomiast aplikacj¢ metody bedacej potaczeniem podejscia bayesow-
skiego z optymalizacja odporna w A. Orwat-Acedanska [2011].
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W pracy zaproponowano rozwiazanie problemu (1) metoda aproksymacji
probkowej (SAA — sample approximation approach). W podejsciu tym oryginalne
rozktady wektora losowego [ oraz losowej macierzy kowariancji X sa zastgpowa-

ne rozkladami empirycznymi, a zaktadane prawdopodobienstwo o przekroczenia
dopuszczalnego ryzyka — przez empiryczny odpowiednik g. W ten sposob rozwia-
zanie stochastycznego problemu (1) jest przyblizane dzigki rozwiazaniu odpo-
wiedniego problemu deterministycznego. W pracy takie podejscie jest traktowa-
ne jako potaczenie metody optymalizacji odpornej oraz metody probkowania
wykorzystywanym do ograniczania ryzyka estymacji. Analizowany jest wplyw
sposobu budowy rozkladu empirycznego wraz z liczba obserwacji, a takze pa-
rametru q na wlasnosci przyblizonego rozwiazania i jego przydatnos¢ dla poten-
cjalnego inwestora. W analizach wykorzystano dane dotyczace stop zwrotu
spotek notowanych na GPW w Warszawie.

Praca sktada sig z trzech podrozdzialow. Podrozdziat pierwszy zawiera opis
metodologii alokacji odporne;j i tradycyjnego podejscia probkowania do wyboru
portfela. Opis proponowanej przez Autorow metodologii zawiera podrozdziat
drugi, natomiast w podrozdziale trzecim przedstawiono zatozenia oraz wyniki
przeprowadzonych analiz empirycznych. Artykut konczy si¢ podsumowaniem.

1. Metodologia alokacji odpornej i tradycyjnej metody
prébkowania

Alokacja aktywoOw jest rozumiana w niniejszej pracy jako dobor aktywow
w réznych proporcjach w celu osiagnigcia najwyzszej oczekiwanej stopy zwrotu
przy zatozonym poziomie ryzyka. Jednym z proponowanych w literaturze zadan
optymalizacji odpornej jest wybor portfela w pesymistycznym scenariuszu, za-
ktadajacym, ze macierz kowariancji sktadowych portfela bedzie jak najmniej
korzystna. Wybor portfela odpornego w sensie metody alokacji odpornej pozwa-
la uzyska¢ mozliwie najlepszy rezultat przy najmniej korzystnym stanie natury
rynku. Zadanie alokacji odpornej ma postac:

max {x'u} p.w. maxVx'Xx'<v, (2)

xel XeO,

gdzie: v — ustalona warto$¢ dopuszczalnego ryzyka, ®y — zbidr niepewnosci,
ktory z okreslonym, duzym prawdopodobienstwem zawiera nieznang warto$¢
parametru X.
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Istnieje wiele mozliwosci specyfikacji zbioréw niepewnosci’. Przyjmujac
elipsoidalne postacie zbiorow niepewnosci [Meucci 2005] oraz przy zatozeniu,
ze rozktad stop zwrotu ma rozklad normalny, promienie elipsoid ufnosci sa od-
czytywane z tablic rozkladu chi-kwadrat’. Inwestor moze okresli¢ estymatory
parametru $rodka i parametru ksztaltu elipsoid oraz promienie elipsoid w sposob
arbitralny. Im wigksza elipsoida, czyli im wigksze prawdopodobienstwo pokry-
cia przez nia nieznanej wartosci parametru, tym inwestor okreslajacy to prawdo-
podobienstwo cechuje si¢ wigksza awersja do ryzyka estymacji parametru.
W szczegblnosci inwestor moze oszacowac te parametry na podstawie szeregu
czasowego stop zwrotu. Analityczne postacie elipsoid niepewno$ci wartosci
oczekiwanej 1 macierzy kowariancji wektora stop zwrotu oraz odpowiadajace im
rézne warianty zadania (2) zawiera praca Orwat [2010]. W celu dokladnego
1 efektywnego numerycznie rozwiazania takich zadan, mozna je przeksztatci¢ do
zadan optymalizacji stozkowej drugiego rzgdu (SOCP — ang. second order cone
program)’.

Statystyczne metody probkowania znalazly zastosowanie w problemach
wyboru portfela inwestycyjnego poczawszy od pracy Michauda [1998]. Portfel
otrzymany w wyniku zastosowania tej metody (w skrocie: portfel probkowy)
jest portfelem optymalnym i usrednionym ze wzgledu na wiele scenariuszy.
Tradycyjna procedura wyboru portfela optymalnego metoda probkowania Mi-
chauda posiada nastepujace etapy:

Etap 1. Na podstawie posiadanej proby ((7 x k) — wymiarowej macierzy ob-
serwacji stop zwrotu) utworzenie duzej liczby n podprobek o takiej samej li-
czebnosci jak proba wyjsciowa. Podprobki te moga pochodzi¢ z rozktadu empi-
rycznego — wowczas w wyborze portfela sa stosowane metody bootstrapowe,
lub tez z rozktadu teoretycznego — woéwczas moéwimy o metodach symulacji
Monte Carlo.

Etap 2. Dla kazdej podprobki j, j=1,...,n estymacja wektora wartoci ocze-

kiwanej p; i macierzy kowariancji X, stop zwrotu.

Na przyktad R.H. Tiitiincii, M. Koenig [2004] konstruuja zbiory niepewnosci w postaci prze-
dziatow; D. Goldfarb, G. Iyengar [2001] wykorzystuja przedziat jako zbior niepewnosci dla
wektora warto$ci oczekiwanych, natomiast zbior niepewnosci dla macierzy kowariancji kon-
struuja za pomoca modeli czynnikowych.

Spehienie zatozenia normalnosci wektorow stop zwrotu umozliwia bezposrednia interpretacje
probabilistyczna elipsoid ufnosci. Jesli rozktad stop zwrotu nie jest rozktadem normalnym,
wowczas trudno dobra¢ warto$ci promieni elipsoid majacych prosta interpretacj¢ probabili-
styczna. Niemniej jednak przeprowadzenie wowczas analizy empirycznej przy specyfikacjach
okreslonych pod warunkiem zalozenia normalnosci jest nadal uzyteczne, istota metody nie
zmienia si¢.

Optymalizacja stozkowa jest rodzajem programowania wypuklego z liniowa funkcja celu, zbior
dopuszczalnych rozwiazan jest przecigciem hiperplaszczyzny rzeczywistej i stozka.
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Etap 3. Dla danego maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela v wyzna-

(pr)

czenie udziatow X’ portfeli MV na podstawie oszacowan pu; i X .

Etap 4. Usrednienie udziatow portfeli po podrobkach j w celu wyznaczenia
usrednionego portfela:

* 1 [ ( )
_ - pr
X, = E X
n j:l

Zaleta portfeli probkowych jest wyzszy stopien dywersyfikacji niz klasycz-
nych portfeli Markowitza MV [Scherer 2002]. Ponadto portfele te charakteryzu-
ja si¢ z reguly mniej gwattownymi zmianami w strukturze udzialow wraz ze
wzrostem wartosci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela, co jest nie-
watpliwie zaleta z punktu widzenia oceny inwestorow [Scherer 2002]. Losowy
charakter wyboru podprébek oraz fakt, ze portfele te sa portfelami usredniony-
mi, powoduje, ze sa one nieodporne na obserwacje odstajace. Jest to gldwna
wada tej metody z punktu widzenia wlasnosci statystycznych.

2. Programowanie stochastyczne w problemach wyboru portfela

Jak juz wspomniano we wstgpie podstawowe zadanie rozpatrywane w pra-
cy przyjmuje postaé:

maCX{E(x'ﬁ)} p.-w. P(\/ X' Zx < V)Z l-.

Problem ten nalezy do klasy zadan programowania stochastycznego z probabili-
stycznym ograniczeniem [Shapiro et al. 2009; Luedtke i Ahmed 2008; Pagoncel-
li et al. 2009; Yu et al. 2003]. Dla tej klasy probleméw, z uwagi na trudnosci
z obliczaniem prawdopodobienstw wystepujacych w ograniczeniu oraz fakt, ze
zbidr rozwiazan dopuszczalnych nie jest zwykle zbiorem wypuktym, rozwiaza-
nia analityczne istnieja tylko dla szczegélnych przypadkow [Shapiro et al. 2009;
Luedtke i Ahmed 2008; Pagoncelli et al. 2009; Yu et al. 2003]. Zadanie oma-
wiane w pracy moze by¢ rozwigzane jedynie przy pomocy metod przyblizonych,
w tym przypadku metody aproksymacji probkowej. W podej$ciu tym oryginalne
rozktady zmiennych losowych p oraz )3 sa zastgpowane rozktadami empirycz-

nymi, a zakladane prawdopodobienstwo o przekroczenia dopuszczalnego ryzyka —
przez jego empiryczny odpowiednik g. W ten sposob rozwiazanie stochastycznego
problemu (1) jest przyblizane dzigki rozwiazaniu problemu deterministycznego (3):
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macx{lzn:x’uj}.w. lzn:l(,/x'f.jx Sv)zl—q, (3)
I = n =

przy czym W ; oznacza j-ta realizacjg wektora R,j=1,2, ..., n natomiast /(A)

jest funkcja wskaznikowa, ktora przyjmuje wartos¢ 1, gdy zdanie A jest praw-
dziwe oraz 0 w przeciwnym przypadku. Procedura aproksymacji problemu (1)
sktada si¢ z nastgpujacych etapow:

Etap 1. Na podstawie (7 x k) — wymiarowej macierzy obserwacji stop zwrotu
utworzenie duzej liczby n podprobek o takiej samej liczebnosci jak proba orygi-
nalna.

Etap 2. Dla kazdej podprobki j, j=1,...,n estymacja wektora warto$ci ocze-

kiwanej p; i macierzy kowariancji X IT
Etap 3. Dla danej wartosci v maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela
wyznaczenie udziatow sz rozwiazujac problem (3).

Przedstawione rozwiazanie problemu (1) mozna wigc postrzegac takze jako
potaczenie opisanych wczesniej metody optymalizacji odpornej oraz metody
probkowania. Z jednej strony, tak jak w metodzie probkowania, jest losowanych
wiele podprobek, przy czym w przeciwienstwie do podej$cia Michauda, w ni-
niejszej modyfikacji procedury jest rozwiazywane jedno zadanie optymalizacyj-
ne obejmujace wszystkie podprobki. Z drugiej strony, przyjeta w zadaniu opty-
malizacyjnym posta¢ ograniczenia ma na celu, tak jak w metodzie optymalizacji
odpornej, zagwarantowanie, ze nawet mimo niekorzystnej sytuacji ryzyko port-
fela nie przekroczy z goéry zatozonego poziomu. Jednakze w zadaniu optymali-
zacji odpornej zaktada sig, ze ograniczenie to musi by¢ spetnione dla wszystkich

M ; z okreslonego zbioru, natomiast w niniejszej procedurze dopuszczamy, ze

dla niewielkiego odsetka ¢ przypadkéw ograniczenie nie bedzie spelnione.
W sytuacji gdy ¢ = 0, ograniczenie (3) jest tozsame z ograniczeniem w zadaniu (2).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze duza zaleta aproksymacji probkowej jest jej ela-
styczno$¢. Metoda ta moze by¢ bowiem stosowana dla szerokiej klasy rozkta-
déw stop zwrotu, a takze w przypadku innych niz odchylenie standardowe miar
ryzyka portfela, co pokazujemy w czgsci empirycznej pracy, rozwazajac zadanie
z wartos$cia zagrozona VaR jako miarg ryzyka.

W tym miejscu istotnym zagadnieniem jest metoda rozwiazania determini-
stycznego problemu (3). Z uwagi na funkcje wskaznikowa wystgpujaca w ogra-
niczeniu, ktora nie jest funkcja ciagla, rozwiazanie tego zadania nie jest latwe.
W pracy przyjeto metoda sekwencyjnego usuwania obserwacji, ktore najsilniej
ograniczaja funkcje celu. W pierwszym kroku rozwiazywano problem (3)
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przyjmujac ¢ = 0, a wiec zakladajac ze ograniczenie musi by¢ spelnione dla
wszystkich podprobek. Nastepnie usuwano te realizacje p; oraz Zj , ktorym

odpowiadala najwigksza warto§¢ mnoznika Lagrange’a, a wigc jej usunigcie
skutkowato najwigkszym wzrostem funkcji warto$ci, i ponownie rozwiazywano
zadanie (3) przy g = 0. Procedurg powtarzano do momentu usunigcia [ 7¢] najsil-
niej ograniczajacych realizacji. Problem (3) dla ¢ = 0 jest zadaniem programo-
wania kwadratowego, dla ktorego szybko mozna znalez¢ doktadne rozwiazanie.

Podstawowym problemem zwigzanym ze stosowaniem oméwionej metody
jest kwestia dopuszczalnosci uzyskanych rozwiazan. Campi i Garatti [2011]
podali niedawno wzér na minimalna liczbg podprobek #, dla ktérych rozwiaza-
nie problemu (3) z prawdopodobienstwem 1 — f bliskim jednosci jest rozwiaza-
niem dopuszczalnym spelniajacym ograniczenie zadania (1). Jezeli przez ¢
oznaczy¢ liczbe pominigtych podprobek g* = [Tq], wtedy nalezy wziaé takie n,
dla ktorego bgdzie spetniona nierowno$¢ [Campi i Gratti 2011]:

*t k=1 q"+k-1 ) o
(q p jzmal(l—a) <p. @

gdzie k jest wymiarem rozwazanego zadania optymalizacyjnego.

Niestety wzor ten jest prawdziwy dla bardzo szerokiej grupy zagadnien.
Nieré6wno$¢ zachodzi dla dowolnego rozktadu zmiennych oraz dowolnego spo-
sobu usuwania obserwacji, co sprawia, ze liczba probek obliczana na jego pod-
stawie w praktyce najczesciej jest zdecydowanie zbyt duza. Nieco bardziej
szczegOtowe oszacowanie mozna znalez¢ w innych pracach, lecz nie obejmuja
one zagadnien rozwazanych w niniejszej pracy [Campi i Gratti 2005, 2006; Luedtke
i Ahmed 2008]. Przyktadowo, przyjmujac ¢ = 5, k = 20, a = 0,05, # = 0,001, na
podstawie wzoru (4) otrzymujemy n > 3588. Chcac wigc mie¢ pewno$¢ na po-
ziomie 0,999, Zze uzyskane rozwiazanie problemu (3) bedzie dopuszczalnym
rozwigzaniem problemu (1), musimy utworzy¢ co najmniej 3588 podprobek,
z ktorych w zadaniu (3) mozna odrzuci¢ jedynie 5. W efekcie uzyskane portfele
sa bardzo konserwatywne, cechuja si¢ zazwyczaj ryzykiem zdecydowanie niz-
szym od przyjetej wartosci granicznej, a w konsekwencji rowniez bardzo niska
oczekiwang stopa zwrotu. Takie podej$cie w praktyce moze nie by¢ przydatne,
dlatego Luedtke i Ahmed [2008] zaproponowali, aby wartosci n oraz g dobieraé
metoda ,,prob i bledow”, sprawdzajac dla kazdej kombinacji n oraz g odsetki
przekroczen zalozonego limitu a posteriori dla wielu podprobek utworzonych
z danej proby. W pracy przyjeto podejécie zblizone do tej koncepcji. Opisano je
w kolejnym podrozdziale pracy.
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3. Analiza empiryczna

Celem analizy empirycznej byta ocena wplywu réznych sposobéw genero-
wania podprobek oraz przyjmowania réznych warto$ci n oraz ¢ na odsetek prze-
kroczen zaktadanego dopuszczalnego poziomu ryzyka v. Podstawe analiz sta-
nowily badania symulacyjne. Aby nie przyjmowac okreslonego rozktadu dla
generowanych prob, wykorzystano jednak dane rzeczywiste dotyczace 20 spotek
wchodzacych w sklad indeksu WIG20 lub WIG40, dla ktérych byly dostepne
dhugie ciagi notowan. Zbior danych liczyt 624 obserwacji tygodniowych stop zwro-
tu obejmujacych okres 3.12.1999-11.11.2011. Zbiér ten traktowano jako populacje,
z ktorej nastgpnie losowano ze zwracaniem 1000 prob liczacych po 7'= 200 obser-
wacji. Dla kazdej takiej proby wyznaczano klasyczne portfele jako rozwigzania
problemu:

max{x'ﬁ} p.w. VX'EX <v, (5)

xeC

oraz portfele probkowe bedace rozwiazaniami problemu (1) metoda opisana
w poprzednim rozdziale. W ostatnim kroku szacowano oczekiwana stopg zwrotu
oraz ryzyko tych portfeli, lecz dokonywano tego na podstawie wektora p i ma-
cierzy X z populacji, a wigc obliczanych na podstawie wszystkich 624 obser-
wacji. Otrzymane oszacowania ryzyka portfeli, nazywane ryzykiem rzeczywi-
stym, porownywano z przyjetymi rdéznymi wartosciami dopuszczalnego
poziomu odchylenia standardowego v. W przypadku modeli probkowych
w wariancie podstawowym zakladano, ze podprobki sa generowane metoda
bootstrap, to znaczy poprzez losowanie ze zwracaniem 7 = 200 obserwacji z
analizowanej proby. Przyjmowano n = 100 podprobek. Dopuszczalny odsetek
przekroczen zadanego poziomu ryzyka ustalono na poziomie o = g = 0,05.

Na rysunku 1 zilustrowano odsetek 1000 przeprowadzonych symulacji, dla
ktorych faktyczne ryzyko portfela, obliczane na podstawie macierzy X z anali-
zowanej populacji, przekraczato zadany dopuszczalny poziom v.
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= Portfele probkowe
Portfele klasyczne |

Odsetek przekroczen

4 5 6 7 8
Zaktadane odchylenie standardowe portfela

Rys. 1. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli klasycznych oraz probkowych

Z rysunku tego wynika, ze dla przyjgtego poziomu ryzyka portfela v = 4%
w skali tygodnia, rzeczywiste ryzyko portfeli klasycznych przekraczato zatozony
poziom w ponad 50% prob. W przypadku portfeli probkowych odsetek ten byt
natomiast rowny okoto 15%, co i tak jest poziomem wyraznie wyzszym od przy-
jetego odsetka przekroczen wynoszacego 5%. Dla v = 5,5% odsetek ten dla portfeli
probkowych spada jednak ponizej przyjetej granicy. W przypadku wysokiego po-
ziomu ryzyka dopuszczalnego v = 8% dla portfeli probkowych odsetek przekroczen
jest minimalny, a w przypadku portfeli klasycznych jest wyzszy od 5%.

W dalszej cze¢sci analizowano wptyw liczby podprobek 7 na odsetek prze-
kroczen w modelach probkowych. Na rysunku 2 przedstawiono wyniki analiz
dla sytuacji, gdy podprobki sa generowane metoda bootstrap. Dla matej liczby
podprébek n = 25 liczba przekroczen jest wyraznie wyzsza od wariantu bazowe-
go, w ktorym n = 100. Dalsze zwigkszanie liczby podprob nie prowadzi juz na-
tomiast do znaczacego spadku odsetka przekroczen. Dla v = 4% oraz n = 400
odsetek przekroczen jest wyraznie wyzszy niz 10%.
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Rys. 2. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli probkowych dla roéznej liczby pod-
probek tworzonych metoda bootstrap

Na rysunku 3 zaprezentowano wyniki podobnych rozwazan dla sytuacji,
w ktorej podprobki byly generowane symulacyjnie, z rozkltadu normalnego
o warto$ci oczekiwanej i macierzy kowariancji rownych klasycznym oszacowa-
niom uzyskanych na podstawie analizowanej proby. Wyraznie odstaja jedynie
wyniki dla n = 25 oraz n = 50. W pozostatych przypadkach zwigkszanie liczby
podprobek przynosito bardzo niewielkie spadki odsetka przekroczen. W oma-
wianym przypadku istotne jest jednak, ze odsetki przekroczen sa wyzsze niz dla
podprébek bootstrapowych. Swiadczy to o tym, ze w omawianym przypadku po-
winno by¢ preferowane podejscie z podprobkami bootstrapowymi.
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Rys. 3. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli probkowych dla roéznej liczby pod-
probek tworzonych metoda symulacji Monte Carlo
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Rysunek 4 ilustruje efekty rozwazan nad wpltywem probkowego wspot-
czynnika przekroczen g na odsetek przekroczen w podstawowym wariancie
modelu probkowego. Przy n = 100 podprobkach analizowano modele, w ktorych
wyklucza si¢ 10, 5, 2 oraz 0 podprobek. Zmiany warto$ci parametru g przynosza
teraz wigksze spadki liczby przekroczen niz zwigkszanie liczby podprobek.
W skrajnym przypadku dla g = 0 oraz v = 4% zaobserwowany odsetek przekroczen
wynosi mniej niz 8%. Dodatkowo zmiana warto$ci ¢ ma duzo mniejszy wptyw na
czasochlonno$¢ obliczen niz zmiana liczby podprobek. W szczegdlnosci w przy-
padku algorytmu zastosowanego w pracy zmniejszanie g skraca czas obliczen.
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Rys. 4. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli probkowych dla réznych frakcji
opuszczanych podprobek ¢

Przedstawione wyniki wyraznie wskazuja, ze portfele probkowe cechuja si¢
nizszym poziomem ryzyka w stosunku do portfeli klasycznych. Odbywa si¢ to
jednakze kosztem nizszej oczekiwanej stopy zwrotu takich portfeli. W tym miej-
scu pojawia si¢ wigc pytanie, czy takie podejscie jest korzystne dla inwestorow.
Aby na to pytanie odpowiedzie¢ dla generowanych prob wyznaczano optymalne
portfele klasyczne oraz probkowe w wariancie podstawowym dla inwestora
cechujacego si¢ liniowa funkcja uzytecznosci ze wzgledu na oczekiwang stope
zwrotu oraz ryzyko postaci:

u(x)=xn-0,5px'2x , (6)

gdzie v jest wspotczynnikiem awersji do ryzyka. Nastgpnie oceniano uzytecz-
nos¢ tych portfeli, przyjmujac za p oraz X wartosci z catej populacji 624 stop
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zwrotu. W tabeli 1 zestawiono $rednie wartosci uzytecznosci dla 1000 prob
w zaleznosci od poziomu wspotczynnika awersji do ryzyka. W przypadku inwe-
storow cechujacych si¢ niska awersja do ryzyka nieco lepsze okazywaly si¢
zwykle portfele klasyczne, natomiast dla tych, ktérzy cechuja si¢ wyzszym po-
ziomem awersji do ryzyka lepsze sa portfele probkowe.

Tabela 1
Srednie warto$ci uzytecznosci portfeli klasycznych oraz probkowych
v 0,01 0,1 1 10 50 100
portf. klas. 1,0071° 1,0069 1,0051 0,9972 0,9646 0,9237
portf. probk 1,0070 1,0068 1,0051 0,9979 0,9698 0,9345

" Warto$ci pogrubione wskazuja na portfele o wyzszej $redniej uzytecznosci.

W ostatniej czgsci rozwazano modele, w ktorych jako miarg ryzyka portfela
zamiast odchylenia standardowego przyjeto wartos¢ zagrozona VaR. Analizo-
wane problemy decyzyjne miaty nastepujaca forme:

macx{E(x'ﬁ)} p.w. P(VaRy (x'p) > rmm)z -, (7)
macx{x'u} p-w. VaR, (X'p) 21, » (8)

gdzie y oznacza rzad kwantyla, a 7, jest zakladanym minimalnym poziomem
warto$ci zagrozonej. Z punktu widzenia programowania stochastycznego pro-
blem (6) jest prostszy do rozwiazania niz problem (1) i dlatego czg¢$ciej byt ana-
lizowany w literaturze [Bonami i Lejeune 2009; Pagoncelli et al. 2009]. Podob-
nie jak w poprzedniej czgsci, analizowano wptyw liczby podprobek oraz odsetka
pomijanych podprobek na obserwowany odsetek przekroczen zaktadanej mini-
malnej warto$ci zagrozone;j.
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Rys. 5. Odsetki przekroczen zaktadanego poziomu ryzyka dla portfeli klasycznych oraz probko-
wych przy réznych warto$ciach n oraz ¢ dla modelu VAR

Wyniki analiz w tym zakresie przedstawiono na wykresach na rysunku 5.
W rozwazaniach przyjmowano y = 0,05. W przypadku restrykcyjnego zatozenia
minimalnej warto$ci zagrozonej na poziomie rni, = -5% portfele klasyczne beda-
ce rozwigzaniem zadania (7) az w okoto 80% przypadkéw cechowaly sig poziomem
VaR nizszym niz poziom zakladany. Dla modeli probkowych przy ¢ = 0,1 odsetek
ten wynosit 30%-40% w zaleznosci od liczby podprobek n. Dla nizszych warto-
$ci odsetki te sa nizsze, przy czym ponizej zaktadanego poziomu g = 0,1 spadaja
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one dopiero dla zakladanej wartosci zagrozonej réwnej okoto -7%. Obnizanie
wartosci ¢ skutkuje takze nizszym odsetkiem przekroczen, przy czym spadek ten
nastepuje dos¢ wolno.

Podsumowanie

W pracy rozwazano zastosowanie metod programowania stochastycznego
w problemach wyboru portfela uwzgledniajacych ryzyko estymacji. Koncentro-
wano si¢ na zadaniach, ktore mialy na celu zapewnienie, ze ryzyko portfela
z duzym prawdopodobienstwem nie przekroczy zadanego poziomu.

Przeprowadzone badania symulacyjne wskazaly, ze problem przekraczania
zatozonego poziomu ryzyka w zwiazku z niedoktadnos$cia estymacji charaktery-
styk aktywow skladowych portfela moze by¢ bardzo czesty. Na przyktad, gdy
jako miare ryzyka przyjeto warto§¢ zagrozona, wowczas dla klasycznych portfe-
li ich warto$¢ zagrozona mogta przekracza¢ poziom zatozony w zadaniu nawet
w 80% przypadkow.

Dla rozwiazania analizowanych zadan programowania stochastycznego za-
proponowano metode aproksymacji probkowej, dla ktorej kluczowym proble-
mem jest okreslenie wlasciwego sposobu generowania podprobek, oszacowania
ich liczebnosci oraz odsetka pomijanych podprobek w empirycznej wersji pro-
blemu stochastycznego. W odniesieniu do sposobu generowania podprobek
stwierdzono, ze nieco lepsze wyniki uzyskano przy zastosowaniu podejscia bo-
otstrapowego, a wigc losowania obserwacji ze zwracaniem z analizowanej pro-
by, niz w przypadku losowania z okreslonego rozktadu teoretycznego, ktorego
parametry szacowano na podstawie proby. W aspekcie wyboru liczebnosci oraz
odsetka pomijanych podprobek ustalono natomiast, ze aby uzyska¢ w przyblize-
niu zaktadane ryzyko przekroczenia zadanego poziomu ryzyka, korzystniej jest
zmienia¢ empiryczny odsetek pomijanych podprobek g, niz liczbe generowa-
nych podprobek. Wynika to z wigkszej wrazliwosci odsetka przekroczen na
warto$¢ parametru ¢, a takze z wigkszej szybkos$ci dziatania takiego algorytmu.
Ponadto pokazano, ze omawiane podej$cie stochastyczne moze by¢ polecane
inwestorom cechujacym si¢ wysokim poziomem awersji do ryzyka.
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AN APPLICATION OF THE STOCHASTIC PROGRAMMING TO BUILDING
ROBUST INVESTMENT PORTFOLIOS

Summary

The paper discusses application of stochastic programming approach to the portfo-
lio selection problem involving estimation risk. It focuses on problems aiming at assu-
ring that the portfolio risk does not exceed a given limit with high probability. For
solving the problems the sample approximation approach is proposed for which the most
important issues like a method used for generating subsamples, setting the correct num-
ber of subsamples and empirical confidence level parameter are discussed. As far as the
first issue is concerned a bootstrap approach was superior to Monte Carlo method in
a simulation study based on returns data of stocks listed on the Warsaw Stock Exchange.
For the latter problems it is advised changing the empirical confidence level parameter
instead of the number of subsamples to match expected confidence level of the stocha-
stic program. It is also shown that the discussed approach is suitable for investors with
high risk aversion.



