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DYNAMIKA NIELINIOWEGO MODELU KONKURENCJI DOSKONALEJ
Z HETEROGENICZNYMI OCZEKIWANIAMI PO STRONIE PODAZOWEJ

STRESZCZENIE

W artykule zostat skonstruowany model konkurencji doskonatej z liniowa funkcja popytu
i nieliniowa funkcja podazy, uwzgledniajacy heterogeniczne oczekiwania producentow
co do poziomu ceny. Opisano mozliwe typy $ciezek czasowych. Zbadano takze wpltyw
parametré6w na dynamike modelu.

Stowa kluczowe: rynek, oczekiwania, bifurkacja, chaos

Wprowadzenie

Modele ekonomiczne, w ktorych opisywane zmienne przyjmuja warto$ci w dys-
kretnych chwilach czasu, zwane takze modelami dyskretnymi, zawsze stanowily
jedno z gtéwnych narzedzi shuzacych do zrozumienia zjawisk otaczajacej nas
rzeczywistosci gospodarczej. Zainteresowanie ta klasa modeli jest zrozumiate,
gdyz, dysponujac szeregami czasowymi obserwowanych zmiennych, mozemy
dokona¢ kalibracji zbudowanego modelu i zweryfikowac jego wlasciwosci przy
sporzadzaniu prognoz na czas przyszty. W modelowaniu zjawisk mikroekono-
micznych modele z czasem dyskretnym sa coraz czgsciej stosowane. Szczegdl-
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nym zainteresowaniem ciesza si¢ modele nieliniowe ze wzgledu na réznorodnosc
dynamiki. Rozwiazaniami takich uktadéw dynamicznych moga by¢ $ciezki cza-
sowe monotonicznie zbiezne do stanu rownowagi stacjonarnej, okresowe, pra-
wie okresowe az do rozwiagzan, ktore swym przebiegiem przypominaja procesy
losowe. Ostatnia wlasno$¢, zwana chaosem deterministycznym, jest rejestrowana
juz w jednowymiarowych nieliniowych modelach dyskretnych. Od poczatku lat
80. XX wieku obserwujemy wzrost zainteresowania nieliniowymi modelami
dyskretnymi charakteryzujacymi si¢ chaotyczna dynamika.

W artykule zaproponowano nieliniowy model konkurencji doskonatej
uwzgledniajacy heterogeniczne oczekiwania co do poziomu ceny po stronie
podazowej. Zostanie on skonstruowany na bazie modelu liniowego. Podejscie
to daje mozliwo$¢ zbadania wpltywu oczekiwan przyjmowanych przez produ-
centow na $ciezke czasowa ceny, jej charakter i zbiezno$¢ do rownowagi. Wybor
modelu konkurencji doskonatej, w ktorym zadanie oczyszczania si¢ rynku
w kazdym okresie (w kazdej chwili czasu t) zostato zastapione mechanizmem
rynkowym ksztaltujacym ceng, uwzgledniajac relatywna moc oddzialywania sit
popytu i podazy na rynku, nie jest przypadkowy. Takie podejscie pozwoli zbadac
efektywnos$¢ tego mechanizmu oraz odpowiedzie¢ na pytanie, czy mechanizm
rynkowy w przypadku wystgpowania oczekiwan cenowych jest zawsze sku-
teczny (to znaczy prowadzi do réwnowagi na rynku). Oczekiwania adaptacyjne
do liniowej wersji modelu wprowadzit Marc Nerlove (1958). Nieliniowy model
konkurencji doskonatej rozwazali miedzy innymi Z. Arstein (1983), Roderick
Jensen i Robin Urban (1984), Cars Hommes (1991). Wykazali oni, iz ztozona
dynamika (w tym chaotyczna) moze si¢ pojawi¢ w modelu konkurencji doskona-
fej, gdy jedna z funkcji opisujaca popyt lub podaz nie jest monotoniczna.

Do zbudowania i analizy nieliniowego modelu konkurencji doskonatej
uzyte beda narzedzia ekonomii matematycznej, w tym teoria nieliniowych ukta-
déw dynamicznych z czasem dyskretnym i teoria bifurkacji.

Model liniowy

Liniowy model opisujacy dynamike ceny na rynku doskonale konkurencyjnym
jest jednym z najprostszych modeli mikroekonomicznych. Opisuje on ewolu-
cje w czasie ceny na pojedynczym rynku. Bedzie on stanowi¢ odniesienie do
modelu nieliniowego, ktdry zostanie przedstawiony w nastgpnym punkcie. Niech
p, oznacza ceng dobra w chwili t, Q! — wielkos¢ popytu w chwili t, a Q° —
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wielko$¢ podazy dobra w chwili t. Standardowe zatozenie o rownowazeniu si¢
popytu i podazy w kazdej chwili czasu t zostanie zastapione mechanizmem ryn-
kowym, ktory ksztattuje ceng, uwzgledniajac relatywna moc oddziatywania sit
popytu i podazy na rynku. Zatozono, ze zmiana ceny w czasie Ap, jest wprost
proporcjonalna do nadwyzkowego popytu wystepujacego w chwili t. Przyjmujac
liniowe funkcje popytu i podazy, funkcjonowanie takiego rynku jednego dobra
jest opisane rownaniami:

Qf=a—bpta,b>0 (1)
Qf =-g+ dpt_l g, d>0 (2)
Ap=i(Q'-Q:)j>0 3)

Matematycznym modelem opisujacym dynamike rynku doskonale konku-
rencyjnego opisanego roéwnaniami (1-3) jest rownanie réznicowe liniowe pierw-
szego rzedu:

p=[(1-jd)p,+j(g+d)]/(1+]b) 4)

Rozwazany liniowy model ma jedna rownowage stacjonarna, ktora jest

punktem stalym réwnania (4) i spetnia warunek p, = p, = p,. Cena rownowagi

-1
p,= (a +g) /(b + d) jest cena, przy ktorej popyt jes‘; rowny podazy (Ap,= 0
& Qf —Q; = 0). Istotng kwestig jest okreSlenie warunkéw, jakie musza by¢
spetnione, by cena rownowagi byla stabilna. W przypadku réwnania liniowego
wystarczy wyznaczy¢ te wartosci parametrow badanego modelu, dla ktérych roz-
wiazanie og6lne rownania jednorodnego zwigzanego z rownaniem (4) zbiegato
w dlugim okresie do zera lub rownowaznie, by warto$¢ bezwzgledna pochodne;j
prawej strony rownania (4) policzona ze wzgledu na p, | byta mniejsza od jedno-

sci. Warunek ten jest spetniony, gdy:

2
0<d<b+= (5)

J
W dalszej czesci pracy, w ktérej bedzie przedstawiony model nieliniowy,
zmianie ulegnie sposob modelowania podazy. W miejsce liniowej zaleznosci od
ceny z poprzedniego okresu zastosowana bedzie zaleznos$¢ nieliniowa uwzgled-
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niajaca oczekiwania cenowe producentdow, ktéorych mechanizm powstawania
zostanie przedstawiony w nastgpnym punkcie.

Oczekiwania

Producenci sa czg§ciowo racjonalni, to znaczy, ze ze wzgledu na niewystar-
czajaca informacje i mozliwosci analityczne nie sa w stanie podejmowac opty-
malnych decyzji. W zastgpstwie stosuja proste heurystyki, ktore sprawdzity
si¢ w przesztosci. Zalozono, ze strona podazowa do prognozowania wartosci
zmiennych ekonomicznych (tu: ceny produkowanego dobra) stosuje Srednia
wazong dwoch typow oczekiwan. Pierwszy typ to oczekiwanie kontynuacji
obecnego trendu, a drugi to oczekiwanie odwrdcenia si¢ obecnego trendu.
Zagregowane oczekiwania poziomu cen w okresie t powstaja na koniec okresu
poprzedniego, to jest okresu t — 1 i sa $rednia wazona oczekiwan kontynu-
acji trendu (E'[p,]) oraz oczekiwan odwroécenia trendu (E*[p,]). Oczekiwania
powstaja w odniesieniu do dlugookresowej rownowagi w modelu liniowym
p,= (a+g)/ (b + d), ktéra jest punktem stalym rownania (5). Oczekiwania
pierwszego typu wyrazaja si¢ rOwnoscia:

El[pt]:pt—l +ml(pt—1 _pe)’ m, >0 (6)

Oczekiwania drugiego typu opisane sa nastgpujaca reguta:

Ez[pt]:pt—l+m2( e_pt—l)’ O<m2<1 (7)

Zatozono, ze wigksze odchylenia ceny od poziomu p, powoduja zmniej-
szenie wagi zwiazanej z oczekiwaniem kontynuacji trendu. Producenci sytuacje
skrajne (duze odchylenia od rownowagi p ) odbieraja jako niestabilne. Formalnie
reguta opisujaca zmienno$¢ wagi dla oczekiwan kontynuacji trendu przyjmuje
postac:

W= ! =, 7>0 ®

t
1+[,thl _peJ
P.

Roéwnanie opisujace zagregowane oczekiwania co do wielkosci produkcji

przyjmuje postac:
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E[pt]:WtE][pt]+(1_Wt)E2[pt]’ O<Wt <1 (9)

Model nieliniowy

Zaproponowany model konkurencji doskonatej uwzglednia dwa nowe zatoze-
nia po stronie podazowej. Podaz jest uzalezniona od oczekiwanego poziomu
cen E[p] w okresie biezacym, w odroznieniu od oczekiwan naiwnych zatozo-
nych w modelu liniowym. Drugim zatozeniem poczynionym w proponowanym
modelu jest wprowadzenie gérnego ograniczenia na wielko$¢ podazy zwiaza-
nego z maksymalnym poziomem produkcji, jaki moze by¢ zrealizowany przez
przedsigbiorcow. Mozliwosci produkcyjne w krotkim okresie moga si¢ okazac
niewystarczajace do zaspokojenia zgltoszonego popytu. Strona popytowa pozo-
staje niezmieniona i jest opisana liniowa funkcja zalezna od ceny z biezacego
okresu. Standardowe zatozenie o rownowazeniu si¢ popytu i podazy w kazdej
chwili czasu t zostanie zastapione mechanizmem rynkowym, ktory ksztattuje
ceng, uwzgledniajac relatywna moc oddzialtywania sit popytu i podazy na rynku.
Zmiana ceny w czasie Ap, bedzie wprost proporcjonalna do nadwyzkowego
popytu wystepujacego w chwili t. Rownania opisujace funkcjonowanie rynku
doskonale konkurencyjnego, uwzgledniajace przyjgte zalozenia, przyjmuja
nastepujaca postac:

Q?:a_bpta a3b>0 (10)
Q: = min{—g+dE[p, 1.}, g.d,r >0 (11)
Ap=i(Q'-Q:)i>0 (12)

Matematycznym modelem opisujacym dynamike¢ zmian ceny na rynku
funkcjonujacym wedlug zasad opisanych réwnaniami (10—12) jest rownanie roz-
nicowe pierwszego rzedu:

D, pu+ j(a —min{-g+ dE[pt],r})] ,a,b,g,d,j,r>0 (13)

“Teh
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Rownanie (13) jest nieliniowe i, dodatkowo, nie istnieje jego analityczne
rozwiazanie opisujace zachowanie sig ceny p, w kazdej chwili czasu t. Do analizy
tego rOwnania zostana uzyte narzgdzia jakosciowej teorii nieliniowych rownan
roznicowych. Rownanie (13) jest rownowazne nast¢pujacemu réwnaniu:

1 . +d
@[puﬂ(ﬁg— dE[p,])| edyE[p,]< r?
= 14
: —Llp +ia—1]) dy E[p. 1> =4 "
plPe™ gdy Flp.J> =

Pierwszym elementem jakos$ciowej analizy modelu (14) jest wyznaczenie
roéwnowagi (rozwiazania stacjonarnego).

Twierdzenie 1.

Rownanie (14) ma jedna roéwnowage stacjonarna p = Z+§ ,
+
r+d s a—T r+d
gdy E[p,]< soraz p =——,gdy E[pt]>?-
Dowod:
Rownowaga rownania (14) spetnia warunek p, = p, = p = const, ktory dla
r+d
Elp, 1= jest rownowazny rownaniu:
d Al
(p—pe 1+—— w(m, +m,)—m, ||=0, gdzie w=| 1 + y&
b+d P.

’ . . . . * . r .
Réwnanie to ma jedno rozwigzanie p =p,, gdyz roéwnanie
b - : o, . L
m, =1 +E +w(m, +m,) nie ma rozwigzan (prawa strona réwnania jest
wicksza od jednosci, a lewa, zgodnie z zatozeniem, jest mniejsza od jednosci).

Dla E[p,]> 9

réwnanie (14) jest liniowym rownaniem réznicowym z row-

w oa-—r
nowaga p = b ,oilea>r.
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Drugim elementem analizy badanego modelu jest okreslenie warun-
kow, jakie musza spetnia¢ zmienne egzogeniczne, by réwnowaga modelu byta
lokalnie asymptotycznie stabilna. Réwnowaga p™ jest asymptotycznie sta-
bilna dla wszystkich dopuszczalnych wartosci parametrow modelu, gdyz dla

r+d
Elp,]> rownanie (14) jest liniowym réwnaniem réznicowym, dla ktorego
LN
Py 1+]b

Niech F(p, ,) oznacza prawa strong rownania (14). Rownowaga p" bedzie

dF(p")
dp,

lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy <I.

dF(p, ) _ 1 [1_ j ddE[pt]] (15)

dp, 1+ jb dp,
gdzie

2

y[ptl_pe
@Bl (momy | 'L b

2
ooy +[Ypu—pe] 1+[Ypu—pe]
P.

s+ (1-m,)  (16)

€

Twierdzenie 2.

Rownowaga p* rownania (14) jest lokalnie asymptotycznie stabilna,

gdy 0<d<_2+—Jb.
jA+m,)

Dowod:

@@3:1—m0+mg
dp, 1+ jb '
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Rownowaga p* bedzie lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy spelniona

bedzie nier6wnosé ljldj_% <1, ktora jest rownowazna nierdwnosci
. ]
0<d< 2+ jb
Jd+m,)

Dynamika globalna. Bifurkacje

W tej czesci pracy zostang omowione wybrane elementy dynamiki globalnej
badanego modelu. Symulacje numeryczne dlugookresowego zachowania hipo-
tetycznego rynku przedstawione begda na odpowiednich diagramach bifurka-
cyjnych, przedstawiajacych istniejace atraktory jako multifunkcje wybranego
parametru modelu dla zadanego warunku poczatkowego (poczatkowej ceny).
Przekraczanie obszaru lokalnej asymptotycznej stabilno$ci rownowagi p”,
wyznaczonego w twierdzeniu 2, wiaze si¢ z wystgpowaniem zjawiska bifurka-
cji lokalnych. Dla jednoparametrowej rodziny dyskretnych, jednowymiarowych
uktadéw dynamicznych stabilne potozenie réwnowagi traci stabilno$s¢ w wyniku
bifurkacji podwajania okresu, gdy przy zmianie parametru bifurkacyjnego,
dF(p")
t—1
jac swoja wielkos¢, przekracza -1. Skutkiem tej bifurkacji jest powstanie orbity

jedyna rzeczywista warto$¢ wlasna macierzy linearyzacji [ ] , Zmniejsza-

okresowej o okresie 2. W wyniku nastepujacych po sobie bifurkacji podwajania
okresu moga powstawac orbity o okresie 4, 8, 16, ..., a takze moze wystapic
zjawisko chaosu deterministycznego.
W badanym modelu utrata stabilnosci nastgpuje w wyniku bifurkacji podwa-
jania okresu, gdyz dla d :# warto$¢ pochodnej dF(p )
] I+ m1) de
rownowagi jest rowna minus jeden, co stanowi warunek konieczny zaistnienia

w potozeniu

tego typu bifurkacji.
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Rys. 1. Diagramy bifurkacyjne dla parametrow d i r

Zroédto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 1 przedstawiono dwa diagramy bifurkacyjne analizowanego
modelu. Dlugookresowe zachowanie si¢ ceny w zaleznosci od parametru d,
ktory w modelu liniowym odpowiada za nachylenie krzywej podazy, widoczne
jest po prawej stronie. Poczatkowo rownowaga p* modelu (14) jest asympto-
tycznie stabilna. Wraz ze wzrostem parametru d (parametru bifurkacyjnego)
poziom ceny rownowagi spada, co jest zgodne z analiza statyki porownaw-
czej (pierwsza pochodna ceny rownowagi po parametrze d jest ujemna). Dla
krytycznej warto$ci parametru bifurkacyjnego d, . obserwujemy wystapienie
bifurkacji podwajania okresu. R6wnowaga stacjonarna staje si¢ niestabilna,
lecz nie oznacza to niestabilnosci catego modelu. Pojawia si¢ stabilny cykl
o okresie dwa. Nastgpnie w wyniku kaskady podwajania okresu pojawia si¢
chaos deterministyczny, przewidywanie poziomu ceny w dtugim horyzoncie
staje si¢ niemozliwe. Dalszy wzrost parametru d upraszcza dynamike, poja-
wia si¢ cykl o okresie trzy, ktory ponownie — w wyniku bifurkacji podwajania
okresu — staje si¢ niestabilny. Zwigkszanie warto$ci parametru bifurkacyjnego,
z jednej strony, prowadzi ponownie do obszaru charakteryzujacego si¢ dyna-
mika chaotyczna, a z drugiej — redukuje amplitud¢ wahan ceny i ostatecznie
rynek ponownie osiaga rownowagg stacjonarna.
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Rys. 2. Diagramy bifurkacyjne dla parametrow aib

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Diagramy bifurkacyjne dla parametrow j i m,

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 2 przedstawiono diagramy bifurkacyjne modelu (14) ilustrujace
wplyw parametréw zwiazanych ze strong popytowa rynku. Parametr b, ktory
jest odpowiedzialny za nachylenie krzywej popytu wraz ze wzrostem, uprasz-
cza dynamike. Dla b < 1 obserwujemy zlozona dynamike ceny z dominujacym
obszarem atraktorow chaotycznych. Warto$ci parametru b > 1 stabilizuja dyna-
mike¢ zmian ceny, az do pojawienia si¢ stabilnej asymptotycznie rownowagi sta-
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cjonarnej. Parametr a okreslajacy zglaszany popyt przy cenie zbiegajacej do zera
w niewielkim przedziale zmiennosci (od 4,4, do 4,8) takze generuje chaotyczne
przebiegi Sciezki czasowej ceny. Jednakze powyzej wartosci a = 4,8 rynek si¢
rownowazy i rownowaga stacjonarnie jest asymptotycznie stabilna.

Parametr j charakteryzujacy mechanizm rynkowy ma niewielki wpltyw na
dynamikeg zmian ceny. Umiarkowana reakcja rynku na nadwyzkowy popyt (j <0,7)
dziata stabilizujaco i w tym obszarze zmiennosci tego parametru rynek, w dtugim
okresie, zawsze bedzie si¢ oczyszczal. Bardziej gwattowne reakcje rynku na nad-
wyzkowy popyt prowadza do stabilnych wahan cyklicznych o okresie rownym
dwa. Na rysunku 3 przedstawiono takze wptyw parametru m, na dynamikg bada-
nego modelu. Parametr ten okresla cechy behawioralne (,,nerwowo$¢”, ,,niecierpli-
wos¢”) grupy producentow, ktorych oczekiwania sa zgodne z obserwowanym na
rynku trendem. Poczatkowo rynek jest w rownowadze. Nastgpnie w wyniku bifur-
kacji podwajania okresu pojawiaja si¢ atraktory cykliczne, chaotyczne i ponow-
nie cykliczne. Rosnaca ,,niecierpliwos¢” producentéw oczekujacych kontynuacji
trendu rozregulowuje rynek oraz zwigksza amplitud¢ zmian ceny.

2.0 23 30 35 =0 4.5 a0 ’ 20 25 3.0 35 4.0 43 50
a 3

WMz 3 W4 e+ Winfinity W OmZ 3 W4 =4 Winfinity

Rys. 4. Dwuwymiarowe diagramy bifurkacyjne dla parametrow (a, b) i (g, d)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 4 przedstawiono dwuwymiarowe diagramy bifurkacyjne
W przestrzeni parametrow (a, b) oraz (g, d). Kombinacje parametrow, dla ktorych
badany model ma stabilne cykle o okresie co najwyzej cztery, zostaty zaznaczone
odcieniami szaro$ci. Bialy obszar zwigzany jest z cyklami o okresie wigkszym
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niz cztery atraktorami prawie okresowymi lub chaotycznymi. Analiza diagraméw
bifurkacyjnych przedstawionych na rysunku 4 prowadzi do wniosku, iz typowym
zachowaniem si¢ analizowanego modelu jest zbiezno$¢ do rownowagi stacjonar-
nej lub atraktora cyklicznego o niskim okresie. Bardziej ztozona dynamika, cho-
ciaz mozliwa, wystepuje w stosunkowo waskim zakresie zmiennos$ci wybranych
par parametrow zaréwno po stronie popytowej, jak i podazowe;.

Na rysunku 5 zaprezentowano dwuwymiarowy diagram bifurkacyjny
w przestrzeni parametrow (m,, m,) zwigzanych z parametrami behawioralnymi
charakteryzujacymi stron¢ podazowa. Kombinacje parametrow, dla ktorych
badany model ma stabilne cykle o okresie co najwyzej osiem, zostaly zaznaczone
odcieniami szaro$ci. Bialy obszar zwigzany jest z cyklami o okresie wigkszym
niz osiem, atraktorami prawie okresowymi lub chaotycznymi.

m2

m1

H1 H2 3 4 5 W8 7 8 =8 W infinity

Rys. 5. Dwuwymiarowy diagram bifurkacyjny dla parametrow (m,, m,)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zasadniczy wplyw na dlugookresowa dynamikg modelu ma parametr m,
zwiazany z czgs$cia strony podazowej oczekujacej kontynuacji trendu. Dlam, <2
dominuja atraktory cykliczne, a dla m, > 2 przewaza dynamika prawie okresowa
lub chaotyczna. Dodatkowo model jest wrazliwy na niewielkie zmiany parame-
trow m, im,.
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Podsumowanie

W pracy zaproponowano model konkurencji doskonatej, w ktérym uwzgledniono
oczekiwania heterogeniczne po stronie podazowej, bedace mieszanka oczekiwan
kontynuacji trendu i oczekiwan odwrocenia trendu. Uwzgledniono takze wplyw
ograniczonych mocy produkcyjnych po stronie podazowej rynku. Dynamika
skonstruowanego nieliniowego modelu jest ztozona, wystepuja atraktory okre-
sowe, prawie okresowe oraz zjawisko chaosu deterministycznego. Rownowaga
wystepujaca w klasycznym modelu konkurencji doskonatej jest takze stanem
stacjonarnym zbadanego modelu nieliniowego. Wyznaczono warto$ci parame-
trow, dla ktorych rownowaga stacjonarna jest lokalnie asymptotycznie stabilna.
Zbadano dynamike globalng modelu za pomoca jedno- i dwuwymiarowych
diagramow bifurkacyjnych. Przeprowadzono analiz¢ przestrzeni zmiennych
egzogenicznych, w szczegoblnosci okreslono obszary zmiennos$ci wybranych
parametréw modelu, dla ktorych istnieja stabilne rownowagi cykliczne o niskim
okresie. Wykazano, iz w pewnych warunkach mechanizm rynkowy nie jest w sta-
nie zapewni¢ rownowagi na rynku. Przyczyn takiej nieefektywnosci mechanizmu
rynkowego nalezy upatrywac¢ w parametrach natury behawioralnej, zwiazanych
z formowaniem oczekiwan po stronie podazowe;j.
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NONLINEAR DEMAND-SUPPLY MODEL WITH HETEROGENEOUS EXPECTATIONS
ON THE DEMAND SIDE

SUMMARY

We investigate the dynamics of the proposed demand-supply model with heterogeneous
expectations, a linear demand curve, and nonlinear supply curve. The possible price behav-
iour is be described. W investigate, how the dynamics of the model depend on parameters.
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