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WYKORZYSTANIE DYNAMICZNYCH
MODELI LINIOWYCH W ESTYMACJI POSREDNIEJ

Streszczenie: W artykule przedstawiono metodg¢ estymacji wykorzystujaca dynamiczne
modele liniowe, nastgpnie zastosowano ja do szacowania stopy bezrobocia. Podjeto takze
probe oceny tego podejscia pod katem jakoSci oszacowan. W tym celu przeprowadzono ba-
danie symulacyjne, ktérego zadaniem jest poroéwnanie estymatoréw bazujacych na dyna-
micznym modelu liniowym z estymatorami bezposrednimi. Wyniki tych badan pokazuja, ze
zastosowanie dynamicznych modeli liniowych moze w duzym stopniu obnizy¢ wariancj¢
estymatorow bezposrednich, zwigkszajac tym samym precyzj¢ oszacowania.

Stowa kluczowe: estymacja posrednia, pozyczanie mocy w czasie, dynamiczne modele li-
niowe.

1. Wstep

Wsrod technik estymacji mozna wyrdznic estymacje bezposrednia (direct estimation)
1 estymacje posrednia (indirect estimation).

Estymacja bezposrednia bazuje wylacznie na danych z wylosowanej proby. Za jej
zalete nalezy uznac fakt, ze charakteryzuje si¢ ona nieobcigzonoscig (lub przynajmniej
asymptotyczng nieobcigzonoscia). Natomiast wadg estymacji bezposredniej jest jej
duza wariancja przy matej liczebnosci proby, co ma negatywny wptyw na precyzje
oszacowan.

Estymacja posrednia wykorzystuje informacje spoza badanej proby, np. dane
z rejestrow administracyjnych, dane z badan specjalnych przeprowadzonych wcze-
$niej, dane spoza badanej domeny. Estymatory posrednie w ogolnym przypadku sa
obcigzone, ale w poréwnaniu z estymatorami bezposrednimi charakteryzujg si¢ matg
wariancja.

Estymacj¢ posrednig stosuje si¢ szeroko w kontekscie Statystyki Matych Obsza-
row (Small Area Statistics), a wigc w warunkach, w ktorych estymacja bezposrednia
obarczona jest zbyt duza wariancja (a wigc zbyt malg precyzja), aby jej wyniki mogly
zosta¢ podane opinii publiczne;.

Uwzglednianie w estymacji posredniej informacji spoza badanego obszaru (do-
meny) nazywa si¢ ,,pozyczeniem mocy w przestrzeni” (borrowing strength across
space), natomiast wykorzystywanie wczesniej przeprowadzonych badan nazywa si¢
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»pozyczaniem mocy w czasie” (borrowing strength across time). W tej pracy zajeto
si¢ drugim spos$roéd wyzej wymienionych podej$¢. Bazuje ono na zalozeniu, ze esty-
mowany parametr populacji jest realizacja procesu stochastycznego, ktory mozna
opisa¢ za pomoca modelu szeregu czasowego, por. [Scott, Smith 1974]. W literaturze
wymieniane s3 dwie rodziny modeli szeregéw czasowych, stosowane w estymacji
posredniej:

« mieszane modele liniowe (mixed linear models)',

« dynamiczne modele liniowe (dynamic linear models)®.

Idea wykorzystania mieszanych modeli liniowych w estymacji posredniej zajmo-
wali si¢ m.in. Rao i Yu [1992], Rao [2003], Saei i Chambers [2003] czy Nissinen
[2009]. Podejscie to zastosowano m.in. w pracy Estebana i in. [2011] w celu estyma-
cji ubostwa.

Metody estymacji wykorzystujace dynamiczne modele liniowe pojawiaja si¢
w literaturze czgsto w kontekscie estymacji stopy bezrobocia, przyktady takich zasto-
sowan znajdujg si¢ m.in. w pracach Pfeffermana i Tillera [2006], Brakela i Kriega
[2008; 2009; 2010]. Podejscie to jest wykorzystywane réwniez w praktyce, m.in.
przez urzad statystyczny w Stanach Zjednoczonych Ameryki Pétnocnej do szacowa-
nia charakterystyk rynku pracy, por. [Pfeffermann i in. 1998].

W dalszej czgsci pracy skupiono si¢ na dynamicznych modelach liniowych,
przedstawiono szczegdlny przypadek modelu z tej rodziny, a nastgpnie zastosowano
go do estymacji stopy bezrobocia. Celem artykutu jest weryfikacja hipotezy gloszacej,
ze (w warunkach malej liczebnosci proby’) estymacja posrednia charakterystyk pol-
skiego rynku pracy, wykorzystujaca dynamiczne modele liniowe, charakteryzuje si¢
lepsza jakoscia niz estymacja bezposrednia. Jako$¢ estymatoréw rozwazano pod ka-
tem ich doktadnosci i precyzji. Z dwoch estymatorow doktadniejszy jest ten, ktory jest
mniej obcigzony, natomiast precyzyjniejszy jest ten, ktorego odchylenie standardowe
jest mniejsze. Dla weryfikacji postawionej hipotezy przeprowadzono badanie symu-
lacyjne na danych jednostkowych z Badania Aktywnosci Ekonomicznej Ludnosci.
Por6éwnania jakosci estymatorow posrednich i bezposrednich dokonano na podstawie
ich obcigzen, odchylen standardowych, btedow s$redniokwadratowych i $rednich ble-
dow wzglednych, ktore wyznaczono na podstawie symulacji.

Metoda estymacji posredniej wykorzystana w niniejszej pracy jest zaczerpnigta ze
$wiatowej literatury, natomiast novum jest zastosowanie tej metody do szacowania
stopy bezrobocia na podstawie danych z polskiego rynku pracy.

! Mieszane modele liniowe maja szersze zastosowanie anizeli tylko w kontekscie szeregow cza-
sowych.

% Dynamiczne modele liniowe sg szczegélnym przypadkiem modeli przestrzeni standw (state
space models).

3 Mata liczebno$¢ proby to taka, dla ktorej estymacja bezposrednia cechuje si¢ wzglednie duzym
btgdem oszacowania.
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2. Specyfikacja modelu

Model przedstawiony w tej czgsci pracy jest jednowymiarowa wersja modelu zapro-
ponowanego przez Brakela i Kriega [2010], bez sktadnika regresyjnego.

Niech 6; oznacza parametr populacji w czasie t, a Y; niech oznacza warto$¢ es-
tymatora bezposredniego tego parametru. Mozna wtedy zapisac:

Y, =0+ e, (D

gdzie e; jest bledem estymacji. Niech estymator Y; bedzie asymptotycznie nieobcig-
zony, a proba, na podstawie ktorej obliczamy wartos¢ tego estymatora, bedzie loso-
wana niezaleznie. W zwigzku z powyzszym warto$¢ oczekiwang i kowariancj¢ btedu
estymacji e; mozna opisa¢ za pomocg uktadu rownan:

E(e) =0 ()

Var(Y;), gdyt=t’
Cov(e e,r) = {0 (¥e) svpyp .

Niech parametr 8; mozna przedstawi¢ za pomoca strukturalnego modelu szeregu
czasowego (structural time series model):

(€))

£t~NID(OIO-£2), (5)

gdzie L, to trend stochastyczny w postaci trendu lokalnie liniowego (local linear
trend):

Ly =L¢1+R; (6)
Ry =Ri_q + Mgyt (7
Nr,e~NID(0,0%), 3

a S; to sezonowos¢ stochastyczna w postaci sezonowosci trygonometrycznej (frigo-
nometric seasonality):

Se = X321 St )
gdziedlaj = 1,2, ...,6:
1T 1T
St,j = cos (%) S¢—1,j + sin (%) 5:—1,]' + wy (10)
T T
S;‘_j = —sin (%) St-1,j + cos (%) S:—l,j + w;j )

w,;~N(0,02 ), w;;~N(0,02 ) (12)
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2 ! . ./
* * 0w ir gdy t=t ) ] = ]
Cov(a)t,j,wt'jr) = Cov (“’t.j""t,j’) = {0“"1 wpp ) (13)

Podobne modele w swoich pracach stosowali m.in. Pfeffermann i Tiller [2006],
Brakel i Krieg [2008; 2009; 2010]. Wiecej na temat strukturalnych modeli liniowych
mozna znalez¢ w pracach Harveya [1989], Petrisa i in. [2007].

Po wstawieniu rownania (4) do réwnania (1) otrzymano:

Ytth+St+St+et=Lt+St+vtl (14)

gdzie v, = g + e;. Nastepnie zastosowano podejscie, ktdre zaproponowali Brakel
i Krieg [2010], a mianowicie o sktadniku v, zalozono, Ze jest zdominowany przez
biad estymacji e, 1 opisano jego warto$¢ oczekiwang 1 kowariancj¢ za pomocg uktadu
réwnan:

oVar(Y,), gdyt=1t'

0, wpp (16)

Cov(vy,vyr) = {

gdzie warto$é parametru ;2 powinna by¢ bliska 1. O skladniku v, zaktada sie dodat-
kowo, ze ma rozktad normalny.

Model opisany rownaniami (1)-(16) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

Yt = Zt(xt + Ut (17)
a =Tag_4 +mq, (18)
gdzie:
Z, = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0) (19)
* * T

ay = (Lt'Rt'St,IISt,l' s St.60 St,6) (20)
T = blockdiag(TR, T51, ..., TS6) (21)
r_(1 1 22
™=(y 1) @)
TS = ( co's(]'7lr/6) sin(]'.n/6)) (23)

—sin(jz/6) cos(jm/6)

N = (0,Mpt, Wi 1, Wf 1, 0r s Wi 6, Df ) (24)

n.~N(0,diag (0,068,021, ...,021)) (25)
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diag(0,03,021,...,0%1), gdyt="t

26
0, wpp. (26)

Cov(meny) = {

Model opisany za pomocg uktadu réwnan postaci (17)-(18) nalezy do rodziny dy-
namicznych modeli liniowych. Réwnania (17) i (18) nazywane sa odpowiednio row-
naniem pomiarowym (measurement equation) 1 ro6wnaniem przej$cia (framsition
equation).

Do szacowania wektora a; mozna uzy¢ metody zaproponowanej przez Kalmana
[1960], zwanej filtrem Kalmana (Ka/man filter). Rekurencyjna procedura szacowania
wektora o, na podstawie informacji dostepnych w okresie t nazywana jest filtrowa-
niem (filtering). Procedura szacowania wektora a; z uwzglednieniem informacji do-
stepnych po okresie t nazywana jest wygladzaniem (smoothing). Zastosowanie wy-
gladzania w okresie T wigze si¢ z modyfikacja wczesniejszych oszacowan oy, ...,
7. Przed uzyciem filtra Kalmana nalezy oszacowaé hiperparametry” 62, 63, 02 1,
mozna to zrobi¢ za pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci.

Oszacowanie parametru 6; otrzymane za pomocg dynamicznego modelu liniowe-
go opisanego rownaniami (17) i (18) jest postaci:

YF=7af b Y5 =1Za;, 27)

gdzie @f i @7 s3 oszacowaniami wektora a, uzyskanymi odpowiednio poprzez fil-
trowanie 1 wygladzanie. W aktualnym okresie T do szacowania parametru populacji
01 stosuje si¢ filtrowanie, natomiast wygladzanie mozna zastosowa¢ w celu popra-
wienia wczesniejszych oszacowan dla okresow 1, ..., T — 1 lub do szacowania trendu
czy sezonowos$ci w szeregu 6, ..., Or.

3. Badanie symulacyjne

W symulacji wykorzystano dane jednostkowe z Badania Aktywnosci Ekonomicznej
Ludnosci (BAEL) z lat 2000-2005. BAEL jest badaniem reprezentacyjnym, prowa-
dzonym przez Gtowny Urzad Statystyczny (GUS), w celu uzyskania informacji
o0 sytuacji na polskim rynku pracy. Badaniem tym objete sa osoby w wieku 15 lat
1 wiecej. BAEL przeprowadzany jest kwartalnie, w sposob ciagly, tzn. w kazdym z 13
tygodni kwartatu losowana jest 1/13 préby kwartalnej. Wigcej na temat BAEL mozna
znalez¢ w [GUS 2012].

Dla kazdego miesigca t (t = 1,2, ...,72) jako populacj¢ przyjeto cze$¢ proby
kwartalnej wylosowanej do Badania Aktywnosci Ekonomicznej Ludnosci, ktora zo-
stata zbadana w miesiacu t. Wielkos¢ tak zdefiniowanej populacji waha si¢ miedzy
13450 a 20239. Ze wzgledu na status na rynku pracy nasza populacje mozna podzieli¢
na cztery grupy:

e 0soby pracujace w pelnym wymiarze czasu,

* Przez pojecie hiperparametr (hyperparameter) rozumiemy parametr rozkladu przyjetego a priori.
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e 0soby pracujace w niepelnym wymiarze czasu,
e 0soby bezrobotne,
e 0soby bierne zawodowo.
Pierwsze trzy grupy tacznie tworza grupe osob aktywnych zawodowo.
Szacowanym w symulacji parametrem populacji jest miesi¢czna stopa bezrobo-
cia, ktorg definiuje si¢ jako iloraz wartosci globalnych liczby osob bezrobotnych
1 aktywnych zawodowo:

NY

6, = )
" NEF + NEP+NY

(28)

gdzie NEF, NEP i NU to odpowiednio wartoéci globalne liczby 0sob zatrudnionych
w pelnym wymiarze czasu, zatrudnionych w niepelnym wymiarze czasu i bezrobot-
nych w miesigcu t.

Do bezposredniej estymacji stopy bezrobocia 8; zastosowano estymator ilorazu
wartosci globalnych liczby 0sdb bezrobotnych i aktywnych zawodowo, ktéry mozna
sprowadzi¢ do postaci:

_

Yt - ‘an+‘an+Tlg H (29)
gdzie nfF nfP i n¥ to odpowiednio liczba 0sob zatrudnionych w pelnym wymiarze
czasu, zatrudnionych w niepelnym wymiarze czasu i bezrobotnych w probie wyloso-
wanej dla miesigca t. Wariancja tego estymatora jest w przyblizeniu rowna’:

Var(Y,) ~ (Ne—none . nf (nfF+nfP)
~ 3
PTNee=1)  (nl4nBF4nBP)Y

gdzie N; i n; to odpowiednio wielkos$¢ populacji i proby w miesigcu t.

(30)

Symulacja przebiega wedlug nastepujacej procedury:

1) Dla kazdego miesigca z lat 2000-2005 za pomoca losowania prostego nieza-
leznego pobrano probe o rozmiarze 10% - N (gdzie N jest liczebnoscig populacji),
a nastepnie na jej podstawie z wykorzystaniem estymatora bezposredniego danego
wzorem (29) oszacowano miesigczng stope bezrobocia. W ten sposob otrzymano
szereg czasowy {Y;}72, estymatoréw bezposrednich.

2) Na podstawie szeregu {Y;}9; (od stycznia 2000 do grudnia 2004 r.) osza-
cowano hiperparametry 2, o2, 03,,1 dynamicznego modelu liniowego, opisanego
w poprzedniej czesci. Nastgpnie dla szeregu {Y;}72, (od stycznia 2000 do grudnia
2005 r.) za pomocg filtrowania oszacowano wektory a; (t = 1, ...,72) dynamicz-
nego modelu liniowego, otrzymujac w ten sposob szereg czasowy {Y{ }72, estyma-
toréw posrednich.

3) Na podstawie szeregu {Y;}72, (od stycznia 2000 do grudnia 2005) oszaco-
wano hiperparametry 62, o3, Uf,_l dynamicznego modelu liniowego, a nastgpnie za

> Wzér zostat wyprowadzony na podstawie [Bracha 1996].
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pomoca wygtadzania oszacowano wektory o, (t = 1,...,72), otrzymujac szereg
czasowy {Y;5}72, estymatoréw posrednich.
Powyzszg procedure powtdérzono 500 razy.

4. Wyniki symulacji

W wyniku symulacji dla kazdego miesigca z lat 2000-2005 otrzymano 500 ocen
estymatoréw bezposrednich Y; oraz po 500 ocen estymatoréw posrednich obliczo-
nych za pomoca filtrowania Y i wygtadzania Y,°. Wartosci te zestawiono na rys. 1.

a) filtrowanie

0.25-

0.20

0.154

T T T T T T T
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
b) wygladzanie

0.25-

0.20+

0.154

T T T T T T T
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

—— prawdziwa stopa bezrobocia g,
—— estymator bezposredni Y,

estymator posredni (filtrowanie) Yf
—— estymator posredni (wygladzanie) Yf

Rys. 1. Oceny estymatoréw bezposrednich Y; i posrednich Y, ¥;° otrzymanych w wyniku symulacji

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych z Badania Aktywnosci Ekonomicznej Ludnosci i
wynikow symulacji.
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Wyznaczono nastepnie miary jako$ci ocen estymatoréw: obcigzenie (B), od-
chylenie standardowe (SD), btad $redniokwadratowy (Mean Squared Error — MSE)
i $redni bezwzgledny btad procentowy (Mean Absolute Percentage Error —
MAPE). Dla estymatora bezposredniego Y; obliczono je za pomoca wzorow:

500
1
B(Y) =m(Y,) —6,, m(¥,) = %Z Y, G1)
i=1
1 500
SD(Y,) = NZ(YM- — () (32)
i=1
MSE(Y,) = B%(Y,) + SD?(Y,) (33)
1 0,-Y i
MAPE(Y,) = =379 et (34)

gdzie Y ; to ocena estymatora bezpoSredniego otrzymana w i-tej iteracji. Dla estyma-
torow posrednich wzory sg analogiczne. Na rysunku 2 zestawiono warto$ci tych miar,
w tab. 1 za$ podano ich podstawowe charakterystyki, a na rys. 3 przedstawiono czes$¢
z tych charakterystyk za pomoca wykreséw pudetkowych.

Dla pierwszych 12 miesiecy wartoéci Y; i Y,F' pokrywaja sie, a wigc miary jakosci
w tych miesigcach dla tych estymatorow takze beda rowne, w zwigzku z powyzszym
pordéwnania jakosci estymatorow dokonamy, pomijajac ten okres.

Obcigzenie B(YF) i B(Y) estymatorow posrednich przyjmuje wartoéci z prze-
dziatlu [—0.118,0.0118], a wigc jest znacznie bardziej rozproszone wokot 0 niz
obcigzenie B(Y;) estymatora bezposredniego, ktore zawiera si¢ w przedziale
[—0.0025,0.0013].

Wartosci estymatorow Y;> charakteryzuja sie najmniejszg zmiennoscia, ich odchy-
lenie standardowe SD(Y;®) nalezy do przedziatu [0.0050,0.0071]. Wartosci estyma-
torow Y; charakteryzuja si¢ najwigksza zmiennos$cia, ich odchylenie standardowe
SD(Y;) waha si¢ w przedziale [0.0109,0.0144]. Natomiast odchylenie standardowe
SD(YF) ma tendencje malejaca w czasie, ich maksymalna i minimalna warto$¢ to
odpowiednio 0.0133 1 0.0063.

Btad sredniokwadratowy, we wszystkich miesigcach z wyjatkiem kwietnia
2003 r., przyjmuje najwigksza wartos¢ w przypadku MSE (Y;). W wigkszosci okre-
sow, bo w 51 na 60 miesiecy, btad sredniokwadratowy MSE(Y,®) jest mniejszy niz
MSE(YF).

We wszystkich miesigcach, z wyjatkiem czerwca i sierpnia 2003, $redni bez-
wzgledny btad procentowy MAPE(Y;) jest najwickszy, przyjmuje wartosci z prze-
dziatu [0.440,0.0639]. W wiekszo$ci okresow, bo w 50 na 60 miesiecy, $redni bez-
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wzgledny blad procentowy MAPE (V) jest mniejszy niz MAPE (Y[F), zawieraja si¢
one odpowiednio w przedziatach [0.0195,0.0544] i [0.0257,0.0617].

a) obciazenie (B)

0.010
0.005—
0.000—
—0.005—
-0.010—

I I
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
b) odchylenie standardowe ( SD)

0.015—

0.0104

0.005

0.0001

I I I I [ I I
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
c) blad sredniokwadratowy ( MSE )

0.00020—
0.000154
0.00010—

0.00005—

0.00000—

I T I T I I I
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

d) sredni bezwzgledny blad procentowy ( MAPE )

0.08

0.06—

0.04

0.02

0.00-

I I I T I I I
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

—— estymator bezposrednY
—— estymator posredni (filtrowanie) |
—— estymator posredni (wygladzanie)(tS

Rys. 2. Miary jakosci ocen estymatoréw bezposrednich Y, i posrednich Y, Y, otrzymanych
w wyniku symulacji

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie wynikow symulacji.
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8615 0.014 -
1605 0.012 -
5650 0.010 -
_0'005 - 0.008 -
o
-0.010 0.006 —
T l
Yo Yo
0.00020 —
0.06 —
(0]
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0.00015 — 0.05 —
o (0]
0]
0.04 — —é—
0.00010 8 !
0.03 —
0.00005 — :
0.02 1 —_
T T T T
Y Yoo

Rys. 3. Wykres pudetkowy dla miar jakosci ocen estymatoréw bezposrednich Y, i posrednich Y, ¥;°

otrzymanych w wyniku symulacji

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie wynikéw symulacji.

5. Zakonczenie

Wyniki badania symulacyjnego, przeprowadzonego na danych z polskiego rynku
pracy, pokazuja, ze podejscie w estymacji posredniej, zwane ,,pozZyczaniem mocy w
czasie”, moze zwickszy¢ jakos¢ oszacowania stopy bezrobocia. Zastosowanie dyna-
micznych modeli liniowych w duzym stopniu zmniejsza odchylenie standardowe
estymatorow (Srednio o ok. 37% — filtrowanie, 54% — wygladzanie), a wigc tym sa-
mym zwigksza ich precyzje. Z drugiej za$ strony, estymacja posrednia cechuje si¢
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duzym obciazeniem, a wiec mata doktadnos$cia, w pordwnaniu z estymacja bezpo-
srednia. Jednak w facznej ocenie we wszystkich okresach, z wyjatkiem dwoch miesie-
cy, estymatory oparte na dynamicznych modelach liniowych w poréwnaniu z estyma-
torami bezposrednimi cechuja sie mniejszymi btgdami $redniokwadratowymi ($rednio
0 ok. 50 1 68%) 1 $rednimi bezwzglednymi bledami procentowymi (Srednio o ok. 30
144%).

Oceny estymatorow otrzymane za pomocg wygladzania cechujg si¢ lepszymi
wlasnoéciami statystycznymi niz oszacowania otrzymane za pomocg filtrowania,
a mianowicie charakteryzuja si¢ mniejszym bledem standardowym, mniejszym ble-
dem $redniokwadratowym oraz mniejszym $rednim bezwzglednym btedem procen-
towym. Powyzsza obserwacja jest zgodna z oczekiwaniami, poniewaz metoda wygta-
dzania wykorzystuje wickszg liczb¢ informacji. Nalezy jednak pamietac, ze metody te
wykorzystywane sa dla ré6znych celow, jak juz wczesniej wspomniano, filtrowanie
stosuje si¢ w przypadku szacowania w biezacym okresie, natomiast wygladzanie wy-
korzystuje si¢ w celu poprawy oszacowan z wczesniejszych okresow lub w celu sza-
cowania trendu.
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APPLICATION OF DYNAMIC LINEAR MODELS
IN INDIRECT ESTIMATION

Summary: In this paper we describe a method of estimation which uses dynamic linear
models and then we use this method for estimating unemployment rate. We attempt also to
evaluate this approach in respect of the quality of assessment. In this aim we do simulation
study which purpose is to compare estimators based on dynamic linear models to direct es-
timators. The results of the survey show that the use of time series models may greatly re-
duce variance of direct estimators, and thereby increase the precision of assessment.

Keywords: indirect estimation, borrowing strength across time, dynamic linear models.



