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Streszczenie: Wykorzystanie metod i narzedzi matematyki oraz statystyKki
stanowi od dawna nieodigczny element analiz ekonomicznych. Nie
kwestionujagc potrzeby matematyzacji ekonomii warto przyjrze¢ si¢
niektorym ,putapkom”, na ktére mozna si¢ natknaé jezeli bezkrytycznie
wykorzystujemy dorobek nauk S$cistych. W niniejszej pracy autorzy
przedstawiaja wyniki studiow nad jednoznaczno$cig zwiazkow pomiedzy
podstawowymi parametrami ekonomicznymi a odpowiednimi S$rednimi
liczbowymi.

Stowa kluczowe: $rednia arytmetyczna, $rednia harmoniczna, S$rednia
geometryczna, struktura algebraiczna

MATEMATYZACJA EKONOMII

Historia rozwoju ekonomii wskazuje na pojawiajaca si¢ w pewnych
okresach tendencje do jej ewolucji w kierunku stania si¢ jedna z dyscyplin
matematycznych [zob. np. Waintraub 2002]. Poczatkowe, opisowe wyrazanie
zwigzkow 1 relacji zachodzacych pomiedzy zjawiskami i procesami ekono-
micznymi, preferowane chociazby przez J. M. Keynes'a czy F. Hayek'a, stopniowo
zastgpowano modelami, bazujgcymi np. na rachunku rézniczkowym i catkowym
lub na podej$ciu macierzowym.

Na uwage zastuguje fakt, iz matematyzacja ekonomii dokonywata si¢ na
dwoch plaszczyznach. Pierwsza z nich wychodzita z zatozenia, iz poprawnie
sformulowane pojecia ekonomiczne powinny odnosi¢ si¢ do empirycznie
mierzalnych zjawisk, za$ konstruowane przy ich uzyciu teorie — do rzeczywistych
zwigzkow przyczynowo-skutkowych, podlegajacych, chociazby hipotetycznemu,
testowaniu doswiadczalnemu. Drugie podejscie bazowalo na przyjeciu
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aksjomatycznego ujecia matematyki', w ktorym twierdzenia matematyczne nie
podlegaja weryfikacji empirycznej. Takie rozumienie ,,nowej ekonomii” spotkato
si¢ zarowno z wielkim uznaniem, czego wyrazem byla Nagroda Nobla dla
G. Debreu, wielkiego promotora aksjomatyzacji ekonomii, jak i z krytyka,
wskazujaca na zbyt formalistyczne i abstrakcyjne podejscie, ktore ma watpliwe
znaczenie dla rozwigzywania rzeczywistych probleméw ekonomicznych.’.

Chociaz inne nauki spoteczne coraz czeSciej wykorzystuja matematyke
W swoich rozwazaniach analitycznych, to Zadna z nich nie wilaczata jej do swoich
badan w sposob tak znaczacy i kompleksowy jak uczynita to ekonomia. Taki stan
rzeczy moze wynika¢ z faktu, iz wielu wybitnych ekonomistow, majgcych
obszerng wiedz¢ matematyczng, jak chocby A. Cournot czy L. Walras, chcialo ja
wykorzysta¢ w prowadzeniu dyskursu ekonomicznego, wskazujac nowe
mozliwosci analizy zjawisk i procesow gospodarczych. Kolejnym bodzcem do
stosowania metod i narzedzi nauk $cistych byla ch¢¢ upodobnienia ekonomii do
nauk fizycznych. Wykorzystanie formut i twierdzen matematycznych uznano za
droge do stworzenia ,,naukowej doskonatosci” ekonomii. Miaty one zapewnic
glebszy oglad zachodzacych w otaczajacym nas $wiecie zaleznos$ci oraz stanowié
dowod prawdziwosci formutowanych hipotez i argumentéw ekonomicznych
[Katzner 2003]. Nie wdajac si¢ w dyskusje nad trafnoscig takiej argumentacji
warto zauwazyC, ze migdzy ekonomig a matematyka zachodzi pewien rodzaj
sprzezenia zwrotnego. Wyraza si¢ ono z jednej strony mozliwoscig wykorzystania
przez ekonomist¢ szeregu teorii matematycznych, a z drugiej — w inspirowaniu
matematyki do konstruowania nowych metod i narzedzi badawczych, uzytecznych
w ekonomii [Palagca 2013].

Biorac pod uwage wzgledy poznawcze wykorzystania metod mate-
matycznych w opisie i wnioskowaniu dotyczacym rzeczywistosci gospodarcze;j,
nalezy uzna¢ zasadno$¢ ich stosowania w podejmowaniu prob modelowania
zjawisk 1 procesow ekonomicznych. Uwzgledniajac jednak fakt, iz matematyka jest
naukg aksjomatyczng, warto pamiegta¢, ze metody ilosciowe charakteryzuje
okreslony formalizm. Zaré6wno jego pominigcie jak i bezkrytyczne stosowanie
moze prowadzi¢ do zubozenia wiedzy lub btgdnych wnioskow, co wielokrotnie
stanowilo przedmiot krytyki oponentdw matematyzacji ekonomii.

Z drugiej strony, ztozono$¢ otaczajgcego nas Swiata powoduje, iz odpowiedz
na pytania ekonomiczne mozna uzyska¢ jedynie kosztem wprowadzenia

! Podejscie aksjomatyczne zostato zaproponowane w drugiej dekadzie XX wieku przez
D. Hilberta, ktéry pragngl w ten sposob stworzyé ,rygorystyczng” matematyke.
Twierdzil, ze niezalezno$¢ i spojnos¢ pomiedzy aksjomatami jest podstawg ,,stopniowego
rozwoju” wiedzy w danej dziedzinie [ Waintraub 2002].

2 Stanowisko takie reprezentowat chociazby M. Blaug, wskazujac, iz ekonomia coraz
bardziej staje si¢ ,.gra intelektualng grang dla samej siebie” [Blaug 1998]. Nie jest on
przeciwnikiem zastosowania matematyki, ale uwaza, ze nie moze by¢ ona celem samym
w sobie.
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dodatkowych ograniczen. Niektore z nich moga by¢ ,,naturalnymi” zatozeniami
ekonomicznymi, inne za§ sa formalnymi, czysto matematycznymi aksjomatami,
czesto postrzeganymi jako sprzeczne z intuicjg ekonomiczng. Przyktadem tego sa
klasyczne dziatania na liczbach oraz zachodzgce migdzy nimi zwiazki, ktore
stosowane na gruncie ekonomii zazwyczaj nie uwzgledniaja, wykorzystywanego
W matematyce, pojecia ich naturalnej struktury algebraiczne;.

Pojawiajace si¢ trudnosci metodologiczne czgsto burza Sciste podejscie do
modelu ekonomicznego, ktére zaktada, iz migdzy oryginalem a modelem musi
istnie¢ powigzanie izomorficzne albo przynajmniej homomorficzne [Kyn i in.
1979]. Nie oznacza to jednak eliminacji metod ilosciowych w analizach
ekonomicznych. Konieczna jest, w takim przypadku, odpowiedZ na pytanie: na ile
jestesmy sktonni zaakceptowaé, powstaty w wyniku uproszczen, btad.

POJECIE SREDNIEJ

Warto$¢ $rednia, lub inaczej przecigtna czy tez warto$é oczekiwana®, od
dawna zajmuja wazne miejsce w stosowaniu metod ilosSciowych w ekonomii.
Wynika to z faktu, iz pozwala ona na uzyskanie skondensowanej informacji
0 cechach badanego zjawiska, bez czasochtonnej ich analizy w oparciu o wyniki
pojedynczych obserwaciji.

Wyznaczanie wartoséci $redniej jest najczesciej kojarzone z uzyciem jednej
Ztrzech $rednich: arytmetycznej, harmonicznej lub geometrycznej. Srednia
arytmetyczna byta znana i uzywana juz przez Babilonczykoéw. Wykorzystywanie
w starozytnej Grecji  dwoch  pozostatych  $rednich potwierdzaja  badania
prowadzone przez Hellenczykéw w zakresie proporcji. Byly one motywowane
proba zastosowania $rednich: harmonicznej i geometrycznej, w teorii muzyki oraz
w architekturze [Wassel 2002].

Jednym z pierwszych autoréw pojecia ,,$rednia” w sensie matematycznym
byt A. L. Cauchy. W swojej pracy ,,Wyklady z analizy algebraicznej” z 1821 r.
zdefiniowatl $rednig jako funkcje w(xq,xy,..,%,) taka, ze dla dowolnych
X1, X3, ., Xy Spelniony jest warunek

min(xq, X3, ..., Xp) < p < max(xq, X, .., Xp) 1)

Jednoczesénie funkcja ta jest niemalejaca ze wzgledu na kazda zmienng x;.
Przedstawione podejScie ma charakter aproksymacyjny, w przeciwienstwie do
funkcyjnego, zaproponowanego w 1929 r. przez O. Chisini'ego. Wedtug niego
srednig liczb x4, Xy, ..., X, wzgledem funkcji g nazywamy liczbe M, ktora,
zastepujac te liczby, spetnia réwnanie [Fodor i in. 1995]:

g(xq, x5, e, ) = gM, M, ..., M). 2

3 Pojecie wartosci $redniej dotyczy liczb rzeczywistych, zas wartosé oczekiwana jest
stosowana w terminologii rachunku prawdopodobienstwa i statystyki, odnoszac si¢ do
zmiennych losowych.
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Natomiast aksjomatyczne uj¢cie problemu $redniej zaprezentowali m. in.
M. Nagumo i A. Kotmogorow [Muliere i in. 1993, Ostasiewicz i in. 2000].

W literaturze przedmiotu znajdujemy wiele rodzajow S$rednich [por. np.
Bullen i in. 1988]. Na gruncie ekonomii najczesciej stosuje sie srednie klasyczne,
tzn. $rednig arytmetyczng (A), geometryczng (G) i harmoniczna (H) lub ich
kombinacje®. Zaktadajac, ze dane sg liczby a i b, takie ze 0 < a < b, klasyczne
srednie przyjmujg postac:

A= A(a,b) = “zi’ G = G(a,b) = Vab,
a-1+b-1)‘1 _ 2ab
2 a+b

H=H(a,b)=( : (3)

a ponadto wiadomo, ze G% = A - H, skad wynika, ze H < G < A. Ciekawym ich
uogolnieniem jest Srednia M, postaci [Wassell 2002]:

a5+1+b5+1
Mg = My(a,b) = — (4)
oraz $rednia potegowa
1
a’+b5\s
Ps(a;b)_( 2 ) ’ (5)
gdzie s € R.
Majac dany uklad aq,a,,...,a, liczb rzeczywistych dodatnich mozemy
rozszerzy¢ te pojecia do postaci
Alaq,ay,...,a,) = %(al +a,+...+a,),
G(ay,ay,...,ay) = Ya;-az-....a,,
H(al, ay, ..., an) = ﬁ , (6)
ai az an
aStliaStlp . pqstl
MS(alJaZJ""an) == ai+;§+...+a1§ln !
Ps(ay,ay,...,a,) = (% (af + a3+ -+ afl))s , s# 0.
Wyrazenie P, (a, b) nazywa si¢ srednia kwadratowa liczb a i b, a ponadto
P1:A:M0, P_1=H:M_1, lims_)oops=:P0:G=M_l, (7)

2
a takze P; > A dla dowolnego s > 1. Latwo mozna zauwazy¢, ze

* Ponadto, w rozwazaniach statystycznych wykorzystywane sa inne miary potozenia, wérod
ktérych wazne miejsce zajmuje mediana, ktéra pozwala na eliminacj¢ ze zbioru wartosci
obserwacji tych, ktore sa nietypowe. Za metod¢ usredniania mozemy roéwniez uznaé
metod¢ najmniejszych kwadratow, ktorej efektem jest pojecie regresji [zob. np.
Antoniewicz 2005].
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min(aq, a,,...,a,) =lime,_o P (ag,ay,...,a,) =:P_q (8)
max(aq,ay,...,ay) = limg_ o B (ag,ay,...,a,) =: Py .
Dlatego tez
Po<P,<Py<P, <P, <P, s>1, 9)

a ponadto $rednia potggowa P; jest funkcja rosnacg parametru s, przy tych samych
warto$ciach aq,a,,...,a,, a nawet w przypadku, gdy wprowadzamy dodatkowo
state wagowe Wy, Wy, ..., Wy, takie, ze wy + wyo+...+w, = 1.

Ciekawym przypadkiem zastosowania $rednich jest tozsamo$¢

AG(1+x,1—x)=%(x) , (10)

gdzie AG jest $rednig arytmetyczno-geometryczng, za$§ K jest calkg eliptyczng
pierwszego rodzaju.

Uogoélnieniem $rednich prostych sa $rednie wazone z waga p = {p;},
i=12,...,n, ktore w przypadku struktury liniowej nosza nazwe¢ wartosci
oczekiwanej.

Jezeli X jest zmienng losowa o warto$ciach rzeczywistych zadanych ciagiem
{x;} przyjmowanych z prawdopodobienstwem {p;}, i = 1,2,...,n, wtedy

EA(Xl p) = Z?:l biXxi ,

i n
EG(X' p) = ?21 xipl = ezi:1pi1nxi’

A—1
Eaop) = () (11)
i pa !
EnaX,p) = % , a€R,
1
n ay=
Ep,(X,p) = Ciipix)e, a#0,

n Di

i=1X; a=0.

W przypadku, gdy p jest metryka euklidesows, okres$long na przestrzeni V,
za$ X zmienng losowa, przyjmujaca w niej swoje wartosci, wtedy wyrazenie
2
22(X,p) = Xty (i —ECop)) pi =
= Z{Lllxi - E(X, p)lzpl = {1=1 p(Xil E(X' p))zpl ’ (12)

jest wariancja zmiennej X o rozktadzie p = {p;}.

Przeniesienie wariancji o2, realizowane izomorficznie na przestrzen

Vy = h(V) okreslone wzorem
2 _ _ 2
o (Y,p) = Xy pn (Vi En (Y, 0)) " pi = 2y k7 () ?pi — [P (ER (Y, )], (13)

bedziemy nazywaé h-wariancja zmiennej losowej Y, gdzie p, jest metryka,
otrzymang z metryki p przy pomocy izomorfizmu h i okre§long wzorem
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pr(X,Z) = p(h* (1), h71(2)), (14)
dla dowolnych Y, Z € V,. Wtedy wyrazenie

O'h(Y, p) = ’O-i% (Yr p) (15)

bedziemy nazywac h odchyleniem standardowym.

Funkcja h(x) = e*, odwzorowujac R na R, realizuje przeniesienie liniowej
struktury probabilistycznej na struktur¢ multiplikatywna, za§ odwzorowanie h(x) = i,
x € R, przenosi strukture liniowa na strukture harmoniczng [Falda 2011].

SREDNIE W EKONOMII

Dobor odpowiedniej s$redniej jest zdeterminowany charakterem modelo-
wanego zjawiska lub procesu. Nalezy jednak zauwazy¢, iz, z matematycznego
punktu widzenia, zazwyczaj przyjmuje si¢, ze wartosci pomiarow s3 elementami
ciata liczb rzeczywistych (R,+,)$ lub, prosciej, sa liczbami rzeczywistymi
nieuyjemnymi. To wydaje si¢ wystarcza¢ dla budowy poprawnej techniki
dokonywania pomiaréw metoda Jordana lub bardziej ogdlng metoda Lebesque'a.
Natomiast pomiar cech badanych procesow ekonomicznych, odbywajacy sig
poprzez wyznaczanie wartosci liczbowych charakteryzujacych je parametrow
ekonomicznych, nakazuje baczne zwracanie uwagi na pojawiajace si¢ miana tych
pomiarow. Te za§ bowiem wskazuja jednoznaczne dziatania, lub nawet struktury
dziatan, wlasciwe dla zapewnienia poprawnos$ci dalszych obliczen. Pomijanie tego
aspektu procesu mierzenia moze prowadzi¢ do istotnych rozbieznoSci w ocenie
wartosci cech badanych parametrow.

Ze wzgledu na swoja prostotg, w analizach ekonomicznych najczgsciej
stosuje sie srednig arytmetyczng, w przeciwienstwie do $redniej harmonicznej,
bedacej odwrotnoscig S$redniej arytmetycznej z odwrotnosci liczb i $redniej
geometrycznej definiowanej jako $rednia arytmetyczna z wartosci logaryt-
mowanych.

Rozwazamy sytuacje, w ktorej X = {1,2,...,50}, p; = 5—10, i=1,2,..,50.
Woweczas otrzymujemy

Tabela 1. Podstawowe parametry zmiennej losowej X w terminach odpowiednich $rednich

érednia| wariancja odchylenie odchy]enie wsp(t)%czyn’n?k wspdlczynnik
standardowe | przecietne | zmienno$ci skupienia
H 11,11 415,23 20,37 16,63 1,83 2,20
G 19,48 244,45 15,63 13,22 0,80 2,08
A 25,50 208,25 14,43 12,50 0,56 1,63
P, | 29,30 222,69 14,92 12,78 0,50 1,94
M, | 37,87 | 124974253 | 111791 15,55 29,51 1,877

Zrbdlo: opracowanie wlasne
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Z podanego przyktadu liczbowego wynika, iz H < G < A < P, < M,, przy
czym mozemy zauwazyC, iz wartoscCi $redniej H oraz $redniej M, wydajg si¢ nie
odpowiada¢ podejsciu intuicyjnemu. Zazwyczaj utozsamiamy bowiem wartos$¢
srednia z pojeciem S$redniej arytmetycznej, wykorzystywanej do wyznaczania
liczbowych wartoséci przecietnych. Tymczasem, warto zauwazy¢, iz poprawno$¢
stosowania $rednich wynika z cech zmiennych, ktére sa wykorzystywane do
prowadzonych obliczen oraz z celu, dla ktérego sa stosowane. Z tego wzgledu
srednig harmoniczng wykorzystujemy do usredniania wielkosci wzglednych, np.
przy obliczaniu przecigtnej predkosci, pracochlonnosci, $redniej gestosci
zaludnienia, natomiast Srednia geometryczna znajduje najczgsciej zastosowanie
W obliczaniu przecigtnego tempa zmian zjawisk w czasie.

Wynika stad, ze jesli podane dane liczbowe odnoszg si¢ np. do cen pewnego
dobra, wowczas zasadnym jest wykorzystanie, do poszukiwania ceny przecigtne;j,
sredniej arytmetycznej. Je$li jednak dane dotycza cen wzglednych, wowczas
poprawnym jest wykorzystanie $redniej geometrycznej. Zastosowanie $redniej
arytmetycznej zawyzaloby poszukiwang warto$¢ przecietng. Inny wynik
uzyskamy, zakladajac, iz przedstawione dane oznaczaja cen¢ jednostkowa.
Woéwecezas odpowiednig jest §rednia harmoniczna.

Pozostate $rednie sg trudne do intuicyjnego zastosowania, jakkolwiek
stanowig one podstawe konstrukcji wielu modeli ekonomicznych. Przyktadowo,
srednia potggowa (wazona) wystepuje w ekonomii jako funkcja elastycznosci
produkcji, za$ przypadki P_., Py i P; sa znane jako funkcja produkcji typu
Leontiewa, Cobba-Douglasa i liniowa funkcja produkcji [Hegselmann i in. 2005].
Z kolei modelowe wykorzystanie $redniej harmonicznej i geometrycznej
znajdujemy w konstrukcji indeksow cen®. Postaé $redniej harmonicznej przyjmuje
przyktadowo, zaproponowany w 1874 r. przez H. Paasche'go, indeks:

_ Z?=1 dj2Dj2 1 16
Py gopi \TL? (16)
j=19j2Dj1 no Pj2
j=1 Jj2 pjl
gdzie wj, = = / Zp / Zq , za$ pj 1 qj oznaczajg odpowiednio ceng i ilos¢ dobra j.
k=1 Pk24k2

Obserwacja cen wskazuje, iz ich zmiany sg latwiejsze do wyrazenia
W procentach, co sugeruje, ze model wyktadniczy moze by¢ bardziej odpowiedni
do badania relacji cen w roznych okresach. Indeks cen, oparty na S$redniej
geometrycznej zaproponowata w 1863 roku W. S. Jevons:

® Konstrukcje indeksu cen, oparta o $rednig arytmetyczna, zaproponowal w 1764 roku
G. Carli. Indeks Carli byt stosowany w Wielkiej Brytanii do 1996 roku, kiedy zamieniono
go na indeks oparty o $rednig geometryczng. W wyniku przeprowadzonych analiz
zauwazono, iz wykorzystanie indeksu Carli'ego do pomiaru inflacji powodowato znaczne
zawyzanie wynikow.
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1

— e (P2)
I =T ()" )
Posta¢ sredniej geometrycznej przyjmuja rowniez: indeks Fischera z 1922
roku:
1
2
F={ S () ——— (18)
Pj1 n Pj2
ol
oraz indeks Torngvista z 1936 roku:
Wj1+Wj2
T =T (Q> L 1
l_[]_l p_]l ( 9)
: L — __Pjidj i — _ Pj2dj2 Weaman i in. 2
gdzie wj; ST ped I wj, —’,Z=1pkzqkz[ egman i in. 2003].

Znaczenie wlasciwego, pod wzgledem rachunkowym, operowania
wynikami pomiaréw parametréw ekonomicznych zostalo zauwazone w pierwszej
potowie XIX wieku przez statystykOw zajmujacych si¢ opracowywaniem metod
rachunkowych zgromadzonych danych oraz wnioskowaniu na ich podstawie.
Interpretacja danych oraz wyznaczane na ich podstawie odpowiednie s$rednie
znalazly odzwierciedlenie w konstrukcji systemu wyborczego w Stanach
Zjednoczonych. Trafno$¢ intuicyjna i wlasciwe zastosowanie roznych s$rednich
w praktyce sg imponujagce nawet dla wspolczesnego czytelnika tamtych
opracowan. Dlatego tez podnosimy dzisiaj ten temat, majac na celu metodyczna
budowe teorii algebraiczno-statystycznej, ktora pozwoli na urealnienie wynikow
opracowan statystycznych w ekonomii [Misztal 2012].

ZAKONCZENIE

Stosowanie  metod matematycznych w pracy nad problemami
ekonomicznymi obejmuje wybory, ktore sg zwigzane z niepewnos$cia i1 ryzykiem,
poniewaz czegsto nie jest jasne a priori, ktore podej$cia matematyczne sg
najbardziej odpowiednie. Zwykle wynika to z braku klarownego zdefiniowania
modelowanego zjawiska, innym razem z jego zlozono$ci, ktdra ogranicza
jednoznacznos¢ stosowania metod nauk $cistych.

Zastosowanie w ekonomii usredniania ma na celu uzyskanie
reprezentatywnego opisu badanego zjawiska opartego na duzej liczbie faktow
ekonomicznych. Jak wskazano w niniejszej pracy, pomimo, wydawatoby sie,
prostoty narzedzi do wyznaczania wartosci $redniej ich dobor wymaga znajomosci
charakteru badanego zjawiska. Zaletg ekonomii, podobnie jak i fizyki, jest fakt, iz



240 Beata Fatda, Jozef Zajac

wielko$ci, ktore mierzymy, maja zadane miana, a te, z kolei, determinuja
jednoznacznie struktury matematyczne w zbiorze pomiarow. Warto jest zauwazyc¢,
iz przypadki pomiaru ekonomicznych wielko$ci niemianowanych, takich jak
ilorazy, podlegaja w ekonomii usrednianiu geometrycznemu, podczas gdy
matematycy, stosujac warto$ci liczbowe niemianowane, na og6l przyjmuja, ze ich
struktura ma charakter arytmetyczny, czyli ze jest addytywna.

Prowadzone przez autoréw badania nad zwigzkiem pomiedzy parametrami
ekonomicznymi a odpowiednimi §rednimi liczbowymi prowadza do wniosku, iz
srednie te stanowig element zerowy szeregu wyrazajacego regresje uogolniong
[Partyka iin. 2015] w odpowiednio dobranej strukturze, gdzie kolejnym
elementem jest regresja liniowa.
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REMARKS ON MEANS IN ECONOMICS

Abstract: The use of mathematical and statistical methods and tools is
anintegral part of economic analysis. Without questioning the need
of economics mathematization, it is worth looking at some of the “traps” that
can come across if we uncritically exploit the strict science. In this paper the
authors present the results of studies on the uniqueness of relations between
basic economic parameters and corresponding means.

Keywords: arithmetic mean, harmonic mean, geometric mean, algebraic
structure



