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Streszczenie: W pracy kontynuowane sg rozwazania na temat konstrukcji wskaznikoéw synte-
tycznych przy prowadzeniu badan z zakresu wielowymiarowej analizy poréwnawczej czy tez
wielokryteriowej analizy dyskretnej (MCDA). Zaktada si¢ najcze¢$ciej, ze brane pod uwage
kryteria sg niezalezne. W pracy poddano empirycznej analizie pordéwnawczej, zaproponowa-
ng przez Autora, metodg MCPC tworzenia zmiennej syntetycznej w oparciu o wykorzystanie
analizy glownych sktadowych macierzy kowariancji wartosci kryteriow z metodami SAW
i TOPSIS. Przeprowadzone badanie dotyczyto wskaznikow tadu srodowiskowego dla woje-
wodztw Polski w roku 2014 — silnie wspolzaleznych. W pracy pokazano wyniki rankingow
oraz zalezno$¢ zmiennej syntetycznej z metody MCPC od liczby sktadowych glownych. Ba-
dania pokazaty, ze uzyskiwane za pomoca MCPC rankingi byly odporne na sposdb wazenia
kryteriow. Metode mozna traktowac jako alternatywe dla innych metod wielokryteriowych,
odporng na wystgpowanie zaleznosci liniowych wsrod zestawu kryteriow.

Stowa kluczowe: rankingi wielokryteriowe, SAW, TOPSIS, MCPC, zalezno$¢ liniowa kryte-
riow, metoda glownych sktadowych.

Summary: We continue considerations on synthetic indicators construction for multi-crite-
ria rankings (MCDA) or multivariate comparative analysis methods. The methods usually
require the criteria to be independent. We present comparative empirical analysis of the pro-
posed method, based on principal components of the criteria covariance matrix (MCPC), with
SAW and TOPSIS. The research deals with environmental order indicators for voivodships
in Poland in the year 2014 — strongly collinear. We present rankings and an analysis of the
relation between the synthetic variables constructed by MCPC as a function of the number
of principal components involved. MCPC rankings occurred relatively strong on changing
criteria weights. MCPC can be considered as rational alternative multi-criteria method when
linear interdependence among criteria is present.
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Keywords: multi-criteria rankings, SAW, TOPSIS, MCPC, criteria linear dependence, prin-
cipal components method.

1. Wstep

Praca jest wynikiem kontynuacji badan podjetych nad wtasnosciami metod wielo-
kryteriowej analizy dyskretnej i wielowymiarowej analizy poréwnawczej w warun-
kach wystepowania zaleznosci liniowych wsrod kryteriow'.

Celem niniejszej pracy jest proba analizy wtasno$ci, zaproponowanej przez Au-
tora, metody tworzenia rankingdw, MCPC (Multi-Criteria Principal Components),
bazujacej na ortogonalizacji macierzy wartosci kryteriow. Podjeto probe odpowiedzi
na nastepujace pytania teoretyczne:

*  Czy MCPC prowadzi do rankingé6w zasadniczo réznigcych si¢ od wynikow me-
tod SAW i1 TOPSIS?

» Jak silna jest zalezno$¢ wynikow od liczby uwzglednionych sktadowych gtow-
nych?

*  Czy wyniki metody MCPC sg porownywalne z wynikami procedury uwzgled-
niajacej preselekcje kryteriow w celu spetnienia warunku ich niezalezno$ci?
Analize wtasnosci metody MCPC przeprowadzono w oparciu o empiryczne war-

tosci wskaznikow zréwnowazonego rozwoju dla wojewddztw Polski — kryteriow

fadu srodowiskowego wyznaczonych dla roku 2014?. Wérdd wzietych efektywnie
pod uwage 12 wskaznikow wykryto trzy silne zaleznosci o charakterze liniowym.

Wyniki porownywanych metod rangowania: MCPC, SAW i TOPSIS, przedstawiono

w przypadku pelnego zestawu kryteriow.

2. Rankingi wielokryteriowe — wybrane metody

W pracy przyjeto zatozenia takie jak w pracy [Konarzewska 2016], tzn.: A oznacza
macierz o wymiarach N x K unormowanych wartosci K kryteriow dla N obiektow;
N > K. Wszystkie kryteria s3 mierzone na skali przedzialowej badz ilorazowe;.
Sposoby ustalania wag dla kryteriow oparte zostaly na do$wiadczeniach me-
tod wielowymiarowej analizy porownawczej: do pomiaru zmiennosci wykorzystano
klasyczny wspotczynnik zmienno$ci, do pomiaru informatywnosci za$ miar¢ VIF
(Variance Inflation Factor), zwiazang ze wspotczynnikiem korelacji wielorakiej wy-
branego kryterium ze zbiorem pozostatych [Konarzewska 2016]. Do analiz porow-
nawczych wybrano metody klasyczne: SAW? i TOPSIS* oraz zaproponowang przez

! Temat ten podjeto w pracy [Konarzewska 2016].

2 http://swaid.stat.gov.pl/ (25.08.2016).

3 Simple Additive Weighting [Churchman, Ackoff 1954].

4 Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution [Chen, Hwang 1992]
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Autora metode MCPC. Metoda MCPC stanowi modyfikacje metody SAW i ma na
celu uodpornienie wynikow rankingéw na wystepujace zaleznosci miedzy kryteria-
mi. Metoda wykorzystuje rozklad SVD (Singular Value Decomposition) macierzy
warto$ci kryteriow wedlug warto$ci osobliwych’. Przedstawiono przyktad zastoso-
wania metod do przeprowadzenia rankingu wojewodztw Polski pod wzgledem war-
tosci wskaznikow tadu srodowiskowego w roku 2014.

Przytho naste;pujqce oznaczenia: f, — warto$¢ k-tej funkcji kryterlurn dla i-tego
obiektu, k = - Ky i=1,.., N, w, — waga dla kryterium k-tego; Z W, =1 oraz
Vk w,20.

2.1. Metoda addytywnego wazenia SAW

Konstruuje si¢ zmienng syntetyczng wedtug wzoru:

o :ZWka’ (1)

gdzie symbol f, oznacza znormalizowang warto$¢ k-tego kryterium dla i-tego
obiektu poréwnan.

Najwigksza wartos¢ zmiennej O, odpowiada najlepszemu z pordwnywanych
obiektow.

2.2. Metoda TOPSIS

W metodzie TOPSIS elementy wazonej znormalizowanej macierzy wartosci kryte-
riow oblicza si¢ wedhug wzoru:

./
0 =L @)

>

Ranking koncowy uzyskuje si¢ na podstawie malejagcych wartosci wskaznika
C;, zdefiniowanego jako
* D7

C' z*—la 3
" D +D- ®)

gdzie D, oraz D; s3 odleglo$ciami euklidesowymi wariantu i-tego od rozwigzan:
,idealnego” i ,,anty-idealnego”.

5 Algorytm numeryczny dekompozycji SVD macierzy podaja np. [Golub, Reinsch 1971]. Do prze-
prowadzenia obliczen wykorzystano: Matrix and Linear Algebra for Excel v.2.3.2, http://digilander.
libero.it/foxes, autor: Leonardo Volpi.
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2.3. Wybrane informacje o metodzie glownych skktadowych

Celem analizy gléwnych sktadowych jest wylonienie kombinacji liniowych obser-
wowalnych kryteriow, ortogonalnych wzgledem siebie, ktére dekomponuja taczna
wariancje¢ uktadu kryteriow.

Dokonujemy dekompozycji macierzy kowariancji wartosci kryteriow wedtug
wzoru:

Z=VAV',
(4)

gdzie X oznacza macierz kowariancji wartosci kryteriow o wymiarach K x K, A jest
diagonalng macierza wartosci wtasnych macierzy kowariancji uporzadkowanych
W ciag nierosnacy, a V macierzg ortogonalng zwigzanych z nimi wektoréw wias-
nych o wymiarach K x K. Pierwsza gtoéwna sktadowa charakteryzuje si¢ najwicksza
wariancja, rowng najwigkszej wartosci wlasnej. Suma wartosci wlasnych macierzy
kowariancji to lgczna wariancja uktadu kryteriow. Udzial wartosci wiasnej, odpo-
wiadajacej wybranej sktadowej, w sumie wartosci wtasnych jest miernikiem stopnia
objasnienia wariancji uktadu przez gtowna sktadowa. W przypadku niezaleznosci
kryteriow wszystkie wartosci wlasne macierzy kowariancji sg sobie rowne (W przy-
padku dekompozycji macierzy korelacji, sa rowne jednosci).

2.4. Metoda MCPC

Kroki metody MCPC:

1. Obliczenie wartosci wlasnych macierzy kowariancji kryteriow po normalizacji.

2. Podjecie decyzji o liczbie gtdéwnych sktadowych K* < K, istotnych dla ob-
jasnienia tacznej wariancji kryteriow (np. objasnienie co najmniej 75% wariancji
lacznej).

3. Dekompozycja macierzy A wedtug wartosci osobliwych (SVD)

A=UDV", (5)

gdzie U (U") — macierz normalizowanych wektoréw wlasnych zwigzanych z nieze-
rowymi warto$ciami wtasnymi macierzy AAT o wymiarach N x K (N x K*), D (D*) —
diagonalna macierz o wymiarach K x K (K* x K*) pierwiastkow z warto$ci wlasnych
macierzy ATA, V (V") — macierz o wymiarach K x K (K x K") normalizowanych
wektorow wlasnych macierzy ATA.

4. Wyznaczenie macierzy Y o wymiarach N x K, ktorej kolumnami sa wektory
glownych sktadowych:

Y =AV =U'D’, (6)

* oznacza ograniczenie sie do K* gtownych sktadowych.
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5. Warto$ci zmiennej syntetycznej S, i = 1,...,N, uzyskiwane sg za pomocg wzoru:
S=Y' (VW)=Y W1=YWw, (7)

gdzie W oznacza diagonalng macierz wag dla kryteriow, o wymiarach K x K, przy-
jetych na zasadach jak w metodzie SAW, 1 oznacza kolumnowy wektor jedynek, w*
to wektor ,,wag” dla gléwnych sktadowych (uwaga: elementy tego wektora moga
by¢ ujemne).

6. Ranking obiektow uzyskiwany jest w porzagdku malejacych wartosci S.

3. Badanie wielokryteriowe ladu Srodowiskowego w Polsce
w roku 2014 — rankingi wojewodztw

Zebrano dane o warto$ciach szesnastu wskaznikow zrownowazonego rozwoju cha-
rakteryzujacych tad srodowiskowy w Polsce w roku 2014 wedlug wojewodztws.
Wskazniki przedstawione sg w tabeli 1. Wszystkie wskazniki przeksztalcono do po-
staci stymulant oraz poddano odpowiedniemu przesunigciu (w przypadku wystgpo-
wania warto$ci ujemnych) i unitaryzacji.

W pierwszym etapie badania do sporzadzenia rankingu wojewodztw wykorzy-
stano 12 wskaznikow. Stopien uwarunkowania macierzy kowariancji, mierzony
ilorazem najwigkszej do najmniejszej wartosci wiasnej, wynosit 225 297. Wykryto
wystepowanie trzech silnych zwigzkow o charakterze liniowym:

* migdzy wskaznikami S4 1 S67,
*  miegdzy wskaznikami S15 1 S16%,
* wiazacych wskazniki S2, S3, S4, S6, S12°.

W tabeli 2 przedstawiono wagi'® przyporzadkowane wskaznikom: proporcjonal-
ne do wspolczynnikow zmiennosci (oznaczone jako w?), proporcjonalne do taczne;j
sity zmiennosci 1 pojemnosci informacyjnej mierzonej za pomoca VIF (Variance
Inflation Factors) (oznaczone jako w'™). Poza tym, dla poréwnania, w badaniu przy-
jeto dodatkowo wagi rowne. Zwracaja uwage zerowe lub bardzo mate wagi w''' dla
wskaznikow zwigzanych zalezno$ciami liniowymi.

¢ W badaniu pominieto cztery z nich, oznaczone w tabeli 1 ,,*”, ze wzgledu na stabg zmiennos¢.

7 Warto$¢ whasna macierzy korelacji wynosi 1,7416-107%; wspotczynnik korelacji 0,99995.

§ Warto$¢ whasna macierzy korelacji rowna si¢ 0,01483; wspotezynnik korelacji — 0,94798.

 Warto$¢ wlasna macierzy korelacji rowna jest 0,03374.

10'Wagi w tabeli 2 zostaty, dla wigkszej czytelnosci, wyrazone w procentach; sumujg si¢ zatem do
100%.
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Tabela 1. Wskazniki tadu $srodowiskowego

% iz | 5%
S Definicja g g f% £
= ga gz’
. Odpady komunalne zebrane selektywnie w relacji do ogoétu
S1 : . % MAX
odpadoéw komunalnych zebranych w ciagu roku
Tlo$¢ zmieszanych odpadéw komunalnych z gospodarstw
S2 . f . , kg MIN
domowych zebranych w ciggu roku przypadajaca na 1 mieszkanca
Udziat sciekow komunalnych i przemystowych oczyszczanych
S3 a1, ; . % MAX
w ogole Sciekdw wymagajacych oczyszczania
sS4 Err.ns.y.i zanieczyszczen powietrza z zaktadow szczegolnie trok MIN
ucigzliwych — gazowych
S5° Ell.lls._]‘c:l zanieczyszczen powietrza z zaktadow szczegolnie trok MIN
ucigzliwych
s6 Emisja dwutlenku wegla z zakladow szczegolnie uciazliwych — trok MIN
pylowych
S7 Udziat energii odnawialnej w produkcji energii elektrycznej ogotem % MAX
Naktady na $rodki trwate stuzace ochronie srodowiska zwigzane
S8 . . . . , zt MAX
z oszczgdzaniem energii elektrycznej na 1 mieszkanca
S9 Udzial obszaréow prawnie chronionych w powierzchni ogdtem % MAX
S10° Udz.lal pow1er,zchn1 obszar'ow Natura 2090 w powierzchni ogotem — % MAX
udziat obszaréw specjalnej ochrony ptakow
Udziat powierzchni obszarow Natura 2000 w powierzchni ogétem
S11 |- udziat specjalnych obszaréw ochrony siedlisk w powierzchni % MAX
ogbtem
Naktady na $rodki trwate stuzace ochronie srodowiska i gospodarce
S12 | wodnej wedtug kierunkéw inwestowania: ochrona réznorodnosci zt MAX
biologicznej i krajobrazu na 1 mieszkanca
313 Zasoby eksploatacyjne wod pf)dmemnych — przyrost lub ubytek hm3 MAX
w stosunku do roku poprzedniego
147 Ud,21a1 powierzchni odnowien i zalesien w powierzchni lasow % MAX
ogbtem
S15 | Udziat powierzchni uzytkéw rolnych w powierzchni ogdtem % MAX
S16  |Lesisto$¢ % MAX

Uwaga: W badaniu pominigto wskazniki oznaczone ,,*”.

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie: http://swaid.stat.gov.pl/ ( 25.08.2016).
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Tabela 2. Wagi dla kryteriéw adu $rodowiskowego (w %)

Wskaznik/| o) 1 g3 | g4 | s6 | 57 | ss | so | si1 | si2]| s3] sis| si6
wagi

WA 826 | 3,87 | 4,61 | 458 [11,72] 9,63 | 9,29 | 8,72 [ 16,26] 9,55 | 4,94 | 8,57
WYIF 570 | 1,58 | 0,00 | 0,00 [17,46]13,99]11,36]19,04]12.47]16,90] 0,54 | 0,96

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Wykres osypiska na rys. 1 uzasadnia dokonanie wyboru w metodzie MCPC
czterech gtownych sktadowych — objasniaja one ponad 83% tacznej zmiennosci
rozpatrywanych kryteriow tadu srodowiskowego. W tabeli 3 przedstawiamy wyniki
rankingow.
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. L T e oooh o8 10000 100%
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Rys. 1. Procent objasnienia zmiennosci uktadu 12 kryteriow tadu srodowiskowego
przez gtéwne sktadowe — kumulacyjnie

Zrodto: opracowanie wlasne.

Wszystkie zastosowane metody, bez wzgledu na sposéb doboru wag, pozycjo-
nujg wojewodztwo podkarpackie na czele rankingu. W przypadku rownych wag dla
wszystkich kryteriow, wartosci wspdlczynnikéw korelacji uzyskanych dla zmien-
nych syntetycznych w metodzie SAW oraz MCPC i TOPSIS byty podobne, na po-
ziomie 0,97 (pomigdzy MCPC i TOPSIS — 0,91). Wagi uwzgledniajace sit¢ zmien-
nosci wskaznikow spowodowaty obnizenie wspotczynnikéw do poziomow: SAW
i MCPC - 0,92, SAW i TOPSIS — 0,94, MCPC i TOPSIS - 0,79. Wzigcie pod uwage
wag w'f jeszcze mocniej zroznicowato wyniki rankingéw; wspotczynniki korelacji
dla zmiennych syntetycznych wynosity: SAW i MCPC — 0,65, SAW i TOPSIS —
0,86, MCPC i TOPSIS — 0,78. Zaobserwowano, ze rankingi uzyskiwane za pomoca
MCPC byly najbardziej ,,odporne” na sposob wazenia kryteriow. Zbadano rowniez,
jak wplywa na wyniki metody MCPC wtaczanie do obliczen kolejnych sktadowych
glownych macierzy kowariancji wskaznikow. Wyniki przedstawione sg na rys. 2.
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Tabela 3. Rankingi wojewodztw — 12 kryteriéw tadu srodowiskowego

Wagi rowne Wagi w* Wagi w"if
i 2 i 2 ¥ 2
@] 7 Q 7 @] n
Metoda rangowania % =% g %: -8 g E -8 g
»n &) @) »n o o n @) )
= & = [ b [
DOLNOSLASKIE 12 13 13 14 14 14 14 14 14
KUJAWSKO-POMORSKIE 6 7 4 7 10 3 5 2
LUBELSKIE 9 6 10 12 7 13 15 7 15
LUBUSKIE 3 3 2 2 2 2 4 2
LODZKIE 13 14 14 9 12 8 9 13 4
MALOPOLSKIE 5 4 6 4 3 5 8 3
§ MAZOWIECKIE 14 15 12 13 15 11 11 15 10
:§ OPOLSKIE 15 12 15 15 13 16 16 12 16
.qi PODKARPACKIE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 |PODLASKIE 2 2 3| 3| a|l 4| 2] 4] s
POMORSKIE 10 10 9 10 9 10 12 10 12
SLASKIE 16 16 16 16 16 15 13 16 13
SWIETOKRZYSKIE 7 8 8 5 5 9 3 5 7
WARMINSKO-MAZURSKIE 4 5 5 6 6 6 6 6 11
WIELKOPOLSKIE 11 11 11 11 11 12 10 11
ZACHODNIOPOMORSKIE 8 9 7 8 8 7 7 8
Zrédto: opracowanie wlasne.
1 = -
0,95 NG SR = SEEDUS D G G S
0,9 >
0,85
) J\\\
0,8 =
075 NS A S A AU A A
0 R
0,65
0,6 AN
0,55
0,5
0,45
0,4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
- - - wagirowne --4l-- wagi ze zmienno$cia =~ —&— wagiz VIF

Rys. 2. Wspotczynniki korelacji liniowej zmiennych syntetycznych w metodzie MCPC
jako funkcja liczby uwzglednionych sktadowych gtéwnych — 12 kryteriow

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Decyzja o liczbie sktadowych glownych ma istotny wptyw na wyniki rankingow,
zwlaszcza przy metodzie wazenia uwzgledniajacej pojemnos¢ informacyjng kryte-
riow — w badaniu dokonano wyboru czterech sktadowych gtéwnych, ale widac, ze
rankingi roznityby si¢ zasadniczo juz przy wyborze liczby sktadowych od szesciu
wzwyz!.

Przeprowadzono réowniez analizy, w ktorych z zestawu wskaznikéw elimino-
wano sukcesywnie wskazniki: S6 oraz S15, wprowadzajace wystepowanie silnych
zwigzkow liniowych. Stopien uwarunkowania macierzy kowariancji ulegt zmniej-
szeniu do wartosci 279,02, a nastgpnie 108,33. Zaobserwowano, ze wraz z popra-
wa uwarunkowania wartosci wspotczynnikéw korelacji zmiennych syntetycznych
w metodzie MCPC przy uwzglednianiu kolejnych sktadowych glownych rosty.

4. Podsumowanie

Przeprowadzone badanie pokazato, ze wskazniki tadu $rodowiskowego prowa-
dza do rankingdéw wielokryteriowych, w ktorych kryteria moga by¢ silnie liniowo
wspotzalezne. Stwierdzono, ze sposob wazenia kryteriow wywiera istotny wplyw
na warto$ci zmiennych syntetycznych i1 uzyskiwane wyniki rankingéw. Zbadano,
czy proponowana metoda MCPC, z uwzglednieniem uzasadnionej liczby gtéwnych
sktadowych macierzy kowariancji, daje wyniki podobne do metody SAW, zastoso-
wanej do ograniczonej liczby kryteriow (po usunigciu wskaznikéw liniowo zwig-
zanych). W przypadku wag proporcjonalnych do zmiennosci uzyskano wspotczyn-
nik korelacji dla odpowiednich zmiennych syntetycznych 0,88, a w przypadku wag
uwzgledniajacych dodatkowo VIF — 0,63. Zaproponowana przez Autora metoda
MCPC okazata si¢ rozsadng alternatywa dla metody SAW i TOPSIS, odporng na
wystepowanie zwigzkow liniowych wsrod kryteriow.
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! Zauwazmy, ze metoda SAW uwzglednia wszystkie 12 sktadowych gtéwnych.
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