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WPLYW STOPNIA ZALEZNOSCI
POMIEDZY WYSOKOSCIA WYPLAT

NA PRAWDOPODOBIENSTWO RUINY
W DWUKLASOWYM MODELU RYZYKA'

Wprowadzenie

W firmie ubezpieczeniowej zarzadza si¢ wieloma klasami ryzyka, w kto-
rych cze$¢ wplat moze by¢ powodowana przez te same czynniki ryzyka. Czyn-
niki te mozemy traktowac jako zewnetrzne czynniki ryzyka. Natomiast czynniki
ryzyka powodujace wyptaty tylko w jednej klasie ryzyka mozna traktowac jako
wewngtrzne czynniki ryzyka. Jednoczesne oddziatywanie zewnetrznych czynni-
koéw ryzyka na rozne klasy ryzyka moze skutkowaé jednoczesnym pojawianiem
si¢ wplat w tych klasach, ktorych wysokos¢ moze by¢ zalezna od siebie. Do tej
pory w literaturze zalezno$¢ ta nie byta uwzgledniana w modelach ryzyka dla kil-
ku klas ryzyka, tzw. wieloklasowych modelach ryzyka. Celem niniejszej pracy
jest przedstawienie wynikow numerycznej analizy wplywu stopnia zaleznosci po-
migdzy jednoczesnie pojawiajacymi si¢ wyptatami na prawdopodobienstwo ru-
iny w skonczonym horyzoncie czasowym w modelu ryzyka dla dwoch klas ubez-
pieczen.

Na poczatku zdefiniujmy model ryzyka dla jednej klasy ubezpieczen w chwi-
li ¢ jako [2]:

R(t)=u+ ct—S(t) )
gdzie:
u — kapital poczatkowy,

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
nr 3361/B/H03/2010/38.
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¢ — stata w jednostce czasu intensywnos¢ naptywu sktadki z jednej klasy ryzyka,
N ()

S(t) — suma zagregowanych wyplat do moment ¢ wlacznie, tj. S(¢) = Z X,
i=1

gdzie {X)}7 jest ciggiem kolejnych niezaleznych od siebie wyptat o tym samym

rozkladzie,

{N(0)},.,— punktowy proces zliczajacy wplaty.

Ponadto przyjmuje si¢ zatozenie, ze {X)}7 1 {N(#)} ., sa niezalezne od sie-
bie. Jesli o procesie {N(#)} ., zalozymy, ze jest jednorodnym procesem Poissona,
to wowczas model ryzyka (1) nazywamy klasycznym modelem ryzyka. Aby za-
pewni¢ wyptacalnos¢ ubezpieczyciela o statej ¢ zaklada sie, ze musi spelnia¢ wa-
runek:

¢ > E(S(1))

ktoéry mozna zapisa¢ w postaci:

c=(1+6) E(S(1))
gdzie:
0 — stata dodatnia warto$¢, ktorg nazywa si¢ wzglednym wspotczynnikiem narzu-
tu na bezpieczenstwo.
Przez ruine w jednej klasie ryzyka rozumiemy spadek po raz pierwszy pro-
cesu ryzyka (1) ponizej zera w pewnej chwili z. W celu zdefiniowania prawdopo-
dobienstwa ruiny oznaczmy czas ruiny jako:

T(w)y=inf {r>0:R() <0}
Wowczas prawdopodobienstwo ruiny w skonczonym horyzoncie czasowym
H definiujemy naste¢pujaco:

¥ (u, H) = P(T(u) < H)

Konstrukcja modeli ryzyka dla kilku klas ryzyka jest uzalezniona od pojecia
»ruiny” dla kilku klas ryzyka. W literaturze spotykane sg dwa rézne pojecia ,,ru-
iny” dla kilku klas ubezpieczen. Zat6zmy, ze mamy n klas ryzyka. Niech {R(?)} _,
oznacza proces ryzyka dla i-tej klasy ryzyka, gdzie i = 1,..., n. Wowczas przez ru-
in¢ mozemy rozumie¢ spadek po raz pierwszy procesu ryzyka w co najmniej jed-
nej z klas ryzyka, tj. R(#) < 0 po raz pierwszy w chwili  dla co najmniej jednego
i e {l,...,n}. Wowczas model ryzyka dla n klas ryzyka definiuje si¢ poprzez wie-
lowymiarowy model ryzyka postaci:

R (?)

R@y<| 0

R, (1)
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Poprzez ruing mozna réwniez rozumie¢ spadek po raz pierwszy w pew-
nej chwili ¢ agregacji procesow ryzyka dla wszystkich klas ryzyka, tj. R (1) +
+... + R (1) < 0. Wowczas proces ryzyka dla n klas ryzyka definiujemy poprzez
agregacje procesow ryzyka dla tych klas, ktorg krotko nazywamy agregacja kil-
ku klas ryzyka i ktora w chwili  ma postaé:
Rt)=R () +R()+... T R (D)

1. Analiza w dwuwymiarowym modelu ryzyka

Dwuwymiarowy model ryzyka uwzgledniajacy zalezno$¢ pomiedzy jedno-
cze$nie pojawiajacymi wyptatami definiujemy w nastepujacy sposob’:

R(7) = R, (1) | ¢ p S,(0) _
(= R, (1) - u, " Gy B $,(0) -
M, (1) M)

X, + > X, )

_ u + ¢ | A i1
uz CZ M, (1) M) ,
PREEDI ¢

i=1 i=1

gdzie:

u, (i = 1,2) — kapitat poczatkowy dla i-tej klasy ryzyka,

¢, (i = 1,2) — stala dodatnia intensywnos$¢ naptywu sktadki w jednostce czasu dla
i-tej klasy ryzyka,

M (1) M'(1)

S,(@)= ZX y T ZX |, — suma zagregowanych wyptat do momentu ¢ wlacz-
i1 i1

nie z pierwszej klasy ryzyka,
My (1) M'(1)

S,(t) = Z X, + z X, —suma zagregowanych wyptat do momentu # wiacz-
i=1 i=l

nie z drugiej klasy ryzyka, gdzie {X 1 }Zl 14X }Zl sa ciaggami niezaleznych od
siebie wyptat (dodatnich zmiennych losowych) w pierwszej klasie ryzyka o tym
samym rozkladzie z ggstoScig f, (x) i dystrybuantg F| (x),

* Podobny dwuwymiarowy model ryzyka jednak bez uwzglednienia zalezno$ci pomiedzy jed-
noczes$nie pojawiajacymi si¢ wyptatami zostal wprowadzony przez K.C. Yuen, J. Guo, X. Wu
w [8].
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{X 0i }Zl 14X, }Zl — ciagi niezaleznych wyptat (dodatnich zmiennych losowych)
w drugiej klasie ryzyka o tym samym rozkladzie z ggstoscig £, (x) i dystrybuan-
tg F, (x).

Ponadto zaktadamy, ze \X; }Zl i {X 2 }Z] sg niezaleznymi od siebie ciggami
i niezaleznymi od ciaggdéw {X . }Zl 14X, }Zl . Natomiast ciagi {X{,- }Zl i {Xz’,» }Zl
sg zalezne od siebie w taki sposob, ze tylko jednocze$nie pojawiajace si¢ wypta-
ty w obu klasach sg zalezne od siebie, tzn. dla dowolnie wybranego i € N wypta-
ty X/ 1 Y’ sa zalezne od siebie, a struktura zalezno$ci pomigdzy nimi opisana
jest funkcja taczaca C (u, v), tj. dystrybuante F (x, y) tacznego rozktadu pary tych
zmiennych losowych (X, X;,) moznazapisacjako F(x,y) = C(F,(x),F,(»)).
Funkcje taczace sa doskonalym narzgdziem do modelowania struktury zalezno$ci
pomiedzy zmiennymi losowymi [3]. Ponadto {M,(¢)},., ({M,(2)},5,) Jest pro-
cesem punktowym zliczajagcym wyplaty powodowane przez wewngtrzne czyn-
niki ryzyka w pierwszej (drugiej) klasie ryzyka, tj. wyptaty X, (X,;), ktore sa
niezalezne od wyptat z drugiej (pierwszej) klasy ryzyka (zob. rys. 1). Natomiast
proces {M'(?)},, jest procesem punktowym zliczajacym zalezne wyplaty X/,
i X,, osobno w pierwszej i drugiej klasie ryzyka, ktore powodowane sg przez ze-
wnetrzne czynniki ryzyka, tj. czynniki ryzyka oddziatujgce jednoczesnie na obie
klasy ryzyka (zob. rys. 1). Wszystkie procesy zliczajace wyptaty sg niezalezne od
siebie oraz od wszystkich ciggow wyptat. Poza tym, aby zapewni¢ wyptacalnos¢
ubezpieczyciela, state dodatnie intensywnosci naptywu sktadki w obu klasach ry-
zyka muszg spetnia¢ warunek: ¢, > ES. (1) dla i = 1,2, ktoéry mozna zapisa¢ w po-
staci: ¢, = (1+0)ES (1) dlai = 1,2, gdzie 6, > 0.

/ M \
L)

Rys. 1. Oddziatywanie zewnetrznych i wewnetrznych czynnikow ryzyka na dwie klasy ryzyka

W celu formalnego zdefiniowania prawdopodobienstwa ruiny w modelu ry-
zyka (2) oznaczmy czas ruiny jako:
T(u,,u,) =inf{t: R (1) <OV R, (1) <0}
Woéwezas prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czaso-
wym H definiujemy nastepujaco:
W(uy,uy; H) = P(T(uy,u,) < H) 3)
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Zajmijmy si¢ teraz numeryczng analiza wplywu stopnia zalezno$ci pomig-
dzy wplatami powodowanymi przez zewngetrzne czynniki ryzyka w obu klasach
na prawdopodobienstwo ruiny na przyktadzie wybranego modelu ryzyka (2).
Przyjmijmy zatem model ryzyka (2), w ktorym o procesach zliczajacych wypta-
ty {M,()},50, My} 1 {M'(t)},5, klasycznie zaktadamy, ze sa jednorod-
nymi procesami Poissona z ta samg intensywnoscig rowng 1. Niech 6, = 0, =
=0,051u, = u, = u. Przyjmijmy, ze funkcja faczgca opisujgca strukturg zalezno-
Sci par (X, X);) jest funkcja Claytona, ktora dobrze modeluje dodatnig zalez-
no$¢ pomiedzy wyptatami. Analiza jest przeprowadzona osobno w dwoch przy-
padkach rozktadow wyptat: lekko-ogonowych i cigzko-ogonowych. W tab. 11 2
zawarte sg wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny (3) metodg Monte Car-
lo na podstawie 100 000 trajektorii przyjetego procesu ryzyka dla réznych ho-
ryzontow czasowych H i roznych wartosci kapitatu poczatkowego u i réznego
stopnia zalezno$ci pomigdzy wplatami X[ i X, , wyrazonego wspotczynni-
kiem t-Kendalla. Wyniki zawarte w tab. 1 otrzymano w przypadku, gdy wyptaty
maja lekko-ogonowe rozktady wyptat: w pierwszej klasie maja rozktad wyktad-
niczy z parametrem réwnym 1, a w drugiej klasie majg rozktad Weibulla z para-
metrem skali rownym 1 i z parametrem ksztattu rownym 10. Wyniki zestawione
w tab. 2 otrzymano w przypadku, gdy wyptaty majg rozktady ciezko-ogonowe:
w pierwszej klasie majg rozktad logarytmiczno-normalny z parametrem log-ska-
li réwnym 0,25 i z parametrem ksztattu rownym 0,125, natomiast w drugiej kla-
sie majg rozktad Weibulla z parametrem skali rownym 1 i z parametrem ksztal-
tu réwnym 0,8.

Tabela 1
Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku lekko-ogonowych rozktadow
wyptat
wH 5 10 15 20

5

t=0,1 0,2595 0,4215 0,5091 0,5709

t=0,5 0,2570 0,4214 0,5083 0,5698

=09 0,2556 0,4188 0,5072 0,5662

10

t=0,1 0,0387 0,1111 0,1781 0,2349
t=0,5 0,0384 0,1108 0,1770 0,2339
=09 0,0384 0,1093 0,1761 0,2325

15

t=0,1 0,0052 0,0238 0,0520 0,0814

1=0,5 0,0050 0,0237 0,0515 0,0797

=09 0,0051 0,0239 0,0507 0,0791
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Tabela 2
Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku ciezko-ogonowych
rozktadow wyptat
u/H 5 10 15 20

5

t=0,1 0,3822 0,5438 0,6314 0,6814
=0,5 0,3816 0,5443 0,6275 0,6801
=09 0,3777 0,5436 0,6217 0,6750
10

t=0,1 0,1003 0,2199 0,3076 0,3762
t=0,5 0,0989 0,2177 0,3058 0,3727
=09 0,0988 0,2169 0,3042 0,3698
15

1=0,1 0,0239 0,0748 0,1272 0,1813
1=0,5 0,0238 0,0751 0,1274 0,1787
=09 0,0241 0,0747 0,1281 0,1777

Na podstawie analizy wynikow zestawionych w tab. 1 1 2 mozna zauwazyc,
ze przy ustalonym kapitale poczatkowym u i przy ustalonym horyzoncie czaso-
wym H w wigkszo$ci przypadkow obserwujemy niewielki spadek prawdopodo-
bienstwa ruiny (3) wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci pomiedzy wyplatami X,
i X, , jednak roznice te sa nieznaczne.

2. Analiza w agregacji dwoch klas ryzyka

Agregacje dwoch klas ryzyka uwzgledniajaca zalezno$¢ pomigdzy jednocze-
$nie pojawiajacymi si¢ wyptatami definiujemy w nastepujacy sposob”:

RO)=R@®)+R,(t)=u+ct-5,1)-S,(¢) =

mo oM M) M)
=u+ct—| D X, + Y X |- DXy, + DXy, 4
i=1 i=1 i=1 i=1

gdzie:

u — kapital poczatkowy wspolny dla obu klas ryzyka,

¢ —stala dodatnia intensywno$¢ naptywu sktadki w jednostce czasu z obu klas ryzy-
ka, ktora w celu zapewnienia wyptacalno$ci ubezpieczyciela musi spetni¢ warunek:

*

Podobny model ryzyka, jednak bez uwzglednienia zaleznosci pomigdzy jednoczes$nie pojawiaja-
cymi si¢ wyptatami byl rozpatrywane m.in. przez S. Li i J. Garrido [7].
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c>E(S,(1)+(1) +S,(1)), ktory mozna zapisa¢ w postaci ¢ = (1+6) E(S,(1) +(1) +S,(1)),
gdzie 4 jest dodatnig stata.

Pozostate oznaczenia i zatozenia pozostajg takie same, jak w modelu ryzy-
ka (2).

Na potrzeby przeprowadzenia analizy wplywu stopnia zalezno$ci pomie-
dzy jednoczes$nie pojawiajacymi si¢ wyptatami na prawdopodobienstwo ruiny
w modelu ryzyka (4) przyjmiemy zatozenie z klasycznej teorii ruiny, ze procesy
M, ()} 50, M5} 50 1 {M'(2)},5, sa jednorodnymi procesami Poissona z in-
tensywno$ciami odpowiednio A, A, 1 .. Wowczas proces ryzyka (4) mozna prze-
ksztatci¢ do klasycznego modelu ryzyka postaci [1]:

N()
R(t)=u+ct- ZZI,
gdzie: =
{N () }IZO — jednorodny proces Poissona z intensywnoscig A, + A, + A,
{Z ; }Zl — ciag kolejnych dodatnich i niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-

mym rozktadzie z gestoscia:

£ = e () [ () [ )
T ! T AR+
gdzie f; (x) jest gestoscig zmiennej losowej X[, + X, , pozostate oznaczenia sa
takie same, jak w modelu (4).

Wowcezas mozna probowaé wykorzysta¢ znane metody wyznaczania praw-
dopodobienstwa ruiny w klasycznym modelu ryzyka, ktore znajduja sie w wie-
lu pozycjach dotyczacych klasycznej teorii ruiny®, jednak problem moze sta-
nowi¢ wyznaczenie w (6) gestosci f; (x) sumy zaleznych zmiennych losowych
Xl’i + XZ’I :

Zalozmy, ze wszystkie intensywnosci procesow Poissona {M,(#)},.,,
{M,()}50 1 {M'(?)},5, sarowne 1. Niech ponadto 6 + 0,05. W tab. 3 i 4 zawarte
sa wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny otrzymane metoda Monte Carlo
na podstawie 100 000 trajektorii procesu ryzyka (4) dla roznych wartosci kapita-
tu poczatkowego u 1 dla ro6znych horyzontow czasowych H, przy réznym stopniu
zaleznoéci pomigdzy jednocze$nie pojawiajacymi si¢ wplatami X[, i X5, w obu
klasach ryzyka, ktéry mierzony jest wspotczynnikiem t-Kendalla. W tab. 3 wy-
niki symulacji otrzymane sa przy zalozeniu lekko-ogonowych rozktadéw wyptat,
natomiast w tab. 4 przy zalozeniu ciezko-ogonowych rozktadow wyptat. Przyjete
sa takie same rozktady, jak w analizie przeprowadzonej w drugim punkcie pracy.

* Na przyktad w monografii S. Asmussena [2].
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Tabela 3
Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku lekko-ogonowych
rozktadow wyptat
wH 5 10 15 20

5

t=0,1 0,3231 0,4511 0,5129 0,5526

t=0,5 0,3296 0,4531 0,5134 0,5536

=09 0,3311 0,4558 0,5141 0,5547

10

t=0,1 0,0964 0,1912 0,2605 0,3068

=05 0,0970 0,1950 0,2610 0,3073

=09 0,0976 0,1973 0,2617 0,3079

15

t=0,1 0,0214 0,0721 0,1165 0,1549

t=0,5 0,0226 0,0724 0,1186 0,1570

=09 0,0231 0,0738 0,1215 0,1577
Tabela 4

Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku ciezko-ogonowych
rozktadow wyptat
u/H 5 10 15 20

5

t=0,1 0,4106 0,5233 0,5827 0,6170

t=0,5 0,4102 0,5280 0,5826 0,6210

=09 0,4107 0,5284 0,5848 0,6198

10

t=0,1 0,1695 0,2835 0,3552 0,4015

1=0,5 0,1725 0,2883 0,3615 0,4076

=09 0,1760 0,2903 0,3580 0,4072

15

t=0,1 0,0630 0,1420 0,2018 0,2509

=05 0,0645 0,1456 0,2078 0,2531

=09 0,0659 0,1485 0,2097 0,2575

Analizujac wyniki zawarte w tab. 3 i 4 mozna zauwazy¢, ze w wigkszosci
przypadkow przy ustalonym kapitale poczatkowym u 1 jednoczesnie przy ustalo-
nym horyzoncie czasowym H wraz ze wzrostem stopnia zalezno$ci pomiedzy wy-
ptatami X[, i X, nastgpuje nieznaczny wzrost prawdopodobienstwa ruiny. Roz-

nice te jednak s nieznaczne.
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Podsumowanie

W pracy pokazane jest, ze konstrukcja wieloklasowych modeli ryzyka jest
scisle uzalezniona od pojmowania ruiny w kilku klasach ryzyka. W zwiazku z tym
przede wszystkim wyroznia si¢ wielowymiarowe modele ryzyka i agregacje kil-
ku klas ryzyka. W obu tych rodzajach modeli przy ograniczeniu do dwoch klas
ryzyka przeprowadzana jest numeryczna analiza wptywu stopnia zaleznosci po-
migdzy jednoczes$nie pojawiajacymi sie¢ wptatami w obu klasach ryzyka na praw-
dopodobienstwo ruiny.

W wigkszosci przypadkéw wyboréw ustalonych kapitatow poczatkowych
i horyzontéw czasowych wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci pomigdzy jedno-
cze$nie pojawiajacymi si¢ wyplatami w obu klasach ryzyka po przyjeciu dwu-
wymiarowego modelu ryzyka mozna obserwowac nieznaczny spadek prawdopo-
dobienstwa ruiny, natomiast przy zatozeniu agregacji dwoch klas ryzyka mozna
obserwowac nieznaczny wzrost prawdopodobienstwa ruiny, jednak rzad tych roz-
nic osobno w obu modelach jest praktycznie nieistotny. Wyniki tej krotkiej anali-
zy moglyby zatem wskazywac, ze w praktyce mozna pomijac ten rodzaj zalezno-
$ci, co bedzie przedmiotem dalszych badan.

Nie zawsze mozna pomija¢ fakt oddzialywania zewnetrznych czynnikow ry-
zyka, ktére moga powodowac pojawianie si¢ réznorodnych szkod skutkujacych
jednoczesnym pojawianiem si¢ wyptat w roznych klasach ryzyka. Przy klasycz-
nym zatozeniu o procesach zaliczajacych wyplaty, tj. przyjmujac, ze sa one jed-
norodnymi procesami Poissona, wyniki numerycznych analiz pokazuja, ze wzrost
sity oddziatywania zewn¢trznych czynnikow ryzyka, przy jednoczesnym propor-
cjonalnym zmniejszaniu sity oddzialywania wewnetrznych czynnikoéw ryzyka,
powoduje wyrazny wzrost prawdopodobienstwa ruiny w przypadku agregacji kil-
ku klas ryzyka [4; 5] i dos¢ wyrazny spadek prawdopodobienstwa ruiny w przy-
padku dwuwymiarowego modelu ryzyka [6].
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THE IMPACT OF DEPENDENCE OF CLAIMS SIZES ON RUIN
PROBABILITY IN TWO CLASSES RISK MODEL

Summary

These paper considers a risk model for two dependant classes of insurance business.
The dependence between these classes is caused by appearing of some claims at the same
time in both classes and additionally the sizes of these claims are dependant. The structure
of the dependence between these claims sizes is described by copulas. The main aim of the
paper is to investigate the impact of the level of dependence between these claims sizes on
the finite-time ruin probability in considered risk model. short numerical analysis.





