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Streszczenie: Ideg skalowania wielowymiarowego jest rozmieszczenie analizowanych
obiektéw na ptaszczyznie (rzadziej w przestrzeni trojwymiarowej) w taki sposob, aby odleg-
losci tam wyznaczane jak najlepiej oddawaly relacje odlegto$ci w oryginalnej przestrzeni
wielowymiarowej. W dynamicznym skalowaniu wielowymiarowym proponujemy takie po-
stepowanie, ktore uwzglednia relacje (w sensie odlegto$ci) migdzy punktami w ramach tej
samej jednostki czasu, ale rowniez dla roznych jednostek czasu. Kluczowym zabiegiem jest
tu przeksztalcenie kostki danych Y w macierz X oraz zastosowanie tzw. standaryzacji global-
nej. Wyniki mozna przedstawi¢ na jednej ptaszczyznie, ale ciekawszym zabiegiem jest §le-
dzenie ciggu ptaszczyzn odpowiadajacych kolejnym jednostkom czasu oraz przemieszczania
si¢ konkretnych punktow. W pracy proponujemy dopasowanie trendéw wielomianowych.
Przyktad empiryczny pokazuje trajektorie rozwoju 28 krajow Unii Europejskiej opisanych
pigcioma zmiennymi makroekonomicznymi, w latach 2004-2015.

' Publikacja zostata sfinansowana ze srodkéw przyznanych Wydziatowi Zarzadzania Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie, w ramach dotacji na utrzymanie potencjatu badawczego.

2 Publikacja zostata sfinansowana ze $rodkéw przyznanych Wydziatowi Finansow i Prawa Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Krakowie, w ramach dotacji na utrzymanie potencjalu badawczego.
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Slowa kluczowe: skalowanie wielowymiarowe, rozwdj gospodarczy, Unia Europejska,
aproksymacja trendow nieliniowych, §ciezka rozwoju.

Summary: The main idea of Multidimensional Scaling is the positioning of objects on the
plane in such a way that distances on that plane reflect the distances calculated in the original
classification space. Most goodness-of-fit measures are based on the sum of squares of differ-
ences between the original and 2D matrix, and the most popular measure is STRESS intro-
duced by Kruskal [1964]. In dynamic multidimensional scaling we propose a procedure which
takes into account not only the relations between different objects, but also relations of an
object with itself at different time points. Data cube should be transformed into spatio-temporal
data matrix which is subject to global standardization. The results can be presented on a plane
but also in 3D space with one dimension devoted to time variable. We propose to approximate
trajectories with polynomial trend functions. The analysis of 28 European Union countries
characterized by 5 macroeconomic variables, in 2004-2015 serves as an illustrative example.

Keywords: multidimensional scaling, economic development, European Union, nonlinear
trend approximation, development trajectory.

1. Metoda

Skalowanie wielowymiarowe (zob. np. Kruskal i Wish [1978], Schiffman, Reynolds
i Young [1981], Cox i Cox [2001], Borg i Groenen [2003], Borg, Groenen i Mair
[2013]) to metoda pozwalajaca na przedstawienie w mniejszej liczbie wymiarow
(zazwyczaj na ptaszczyznie) takiej konfiguracji obiektow, ktora najlepiej reprezen-
tuje odleglo$ci migdzy nimi w oryginalnej przestrzeni danych. Kryterium najczgscie;j
stosowanym w ocenie zgodno$ci tych macierzy jest tzw. STRESS, zaproponowany
przez Kruskala [1964].

Celem pracy jest przedstawienie pomystu wykorzystania trendéw nieliniowych
do aproksymacji wynikéw dynamicznego skalowania wielowymiarowego wraz
z przyktadem o charakterze ilustracyjnym.

Sokotowski, Markowska i Rygiel [2015, 2016] zaproponowali ide¢ dynamiczne-
go skalowania wielowymiarowego. Dane wyj$ciowe to kostka danych Y o wymia-
rach (n obiektow) x (m cech) % (T jednostek czasu). Kostka ta jest zamieniana na ma-
cierz danych X o wymiarach (nT wierszy/obiekto-okresow) x (m cech). Macierz X
poddawana jest standaryzacji. Jest to tzw. standaryzacja globalna (w odréznieniu od
lokalnej), gdzie Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe sa dla danej cechy
liczone z calego okresu T. Przy wykorzystaniu macierzy standaryzowanej X* wy-
znaczana jest macierz odlegto$ci D. Skalowaniem wielowymiarowym wyznaczane
sa wspolrzedne punktow (obiekto-okresow) na ptaszczyznie. Dla kazdej jednostki
czasu mozna pokaza¢ wlasciwg jej konfiguracje¢ punktow. Z drugiej strony dla kaz-
dego obiektu mozna zilustrowac jego $ciezke przemieszczania si¢ w czasie, wyko-
rzystujac wspotrzedne obiektow na kolejnych diagramach. W cytowanych pracach
Sokotowski, Markowska i Rygiel [2015, 2016] zaproponowali aproksymacje takich
$ciezek za pomocg trendow liniowych. Nastepnie trendy te mozna grupowac i wy-
znaczac¢ $rednie dla grup obiektow.
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W niniejszej pracy proponujemy aproksymowac $ciezki za pomoca nielinio-
wych trendéw wielomianowych. Czyli ,,nieliniowo$¢” dotyczy w zasadzie analizy
wynikéw dynamicznego skalowania wielowymiarowego, a nie samej metody ska-
lowania, ktora nadal pozostaje w swej klasycznej wersji metrycznej. Podobnie jak
przy aproksymacji liniowej, w sytuacji gdy liczba obiektow jest relatywnie duza,
warto najpierw te obiekty (lub ich trendy) pogrupowac, wyznaczy¢ $rednie wspot-
rzgdne dla kazdej grupy, w kazdej jednostce czasu.

2. Przyklad ilustracyjny

Jako przyktad ilustrujacy zaproponowane podej$cie poddamy analizie 28 panstw
Unii Europejskiej, w latach 2004-2015, scharakteryzowanych nast¢pujacymi cecha-
mi [World Bank 2017]:

* produkt krajowy brutto per capita, z uwzglednieniem parytetu sity nabywcze;j,

w dolarach,

* produkt krajowy brutto na zatrudnionego, w cenach staltych z 1990 r., w dola-
rach, z uwzglednieniem parytetu sity nabywczej,

» pracujacy jako procent populacji w wieku 15+,

* roczny przyrost dochodu narodowego brutto per capita, w procentach,

» stopa bezrobocia, w procentach.

Po zastosowaniu procedury skalowania wielowymiarowego w sposob opisany
powyzej dla kazdego kraju oszacowano proste aproksymujace Sciezke poruszania
si¢ kraju na diagramach skalowania wielowymiarowego odpowiadajacym kolejnym
latom (rys. 1).

Interpretacja wielu trendow jest utrudniona, moze poza obserwacjami ewident-
nie odstajacymi, jak Luksemburg, Grecja i Hiszpania. W zwiazku z tym proponu-
jemy wstepne grupowanie trendow, a nastgpnie znajdowanie $redniej trajektorii dla
grupy. W niniejszym opracowaniu zastosowano metod¢ Warda. Zastosowano ja
trzykrotnie dla roznych grup trendéw (chodzi o stopien wielomianu) i poshugujac si¢
kryterium pierwszego wyraznego skoku w odlegtosci aglomeracyjnej oraz wzgleda-
mi merytorycznymi, zdecydowano, ze podzialem wynikowym kazdorazowo bedzie
podziat krajow na sze$¢ grup. W wyniku aglomeracji trendéow liniowych otrzymano
nastepujace grupy krajow:

A: Grecja, Hiszpania,

B: Chorwacja, Malta, Polska, Stowacja, Wegry, Rumunia, Litwa, Lotwa, Bulgaria,

C: Estonia, Czechy, Stowenia, Portugalia, Cypr,

D: Wiochy, Francja, Belgia,

E: Luksemburg,

F: Holandia, Dania, Niemcy, Irlandia, Finlandia, Wielka Brytania, Szwecja,
Austria.

Na rys. 2 prawa 0§ pozioma jest 0sig czasu.
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Akronimy: Grecja (GRC), Hiszpania (ESP), Chorwacja (HRV), Malta (MLT), Polska (POL), Sto-
wacja (SVK), Wegry (HUN), Rumunia (ROU), Litwa (LTU), Lotwa (LVA), Butgaria (BGR), Estonia
(EST), Czechy (CZE), Stowenia (SVN), Portugalia (PRT), Cypr (CYP), Wiochy (ITA), Francja (FRA),
Belgia (BEL), Luksemburg (LUX), Holandia (NLD), Dania (DNK), Niemcy (DEU), Irlandia (IRL),
Finlandia (FIN), Wielka Brytania (GBR), Szwecja (SWE), Austria (AUT).

Rys. 1. Liniowe trendy krajow ukazane na ptaszczyznie

Zrodto: opracowanie wlasne.

Widaé, ze we wszystkich grupach zanotowano ruch ogélnie w tym samym kie-
runku. Zdecydowanie wyr6znia si¢ Luksemburg, jezeli chodzi o punkt wyjs$cia i po-
ziom. Wigze si¢ to z wykorzystaniem az trzech zmiennych zwigzanych z dochodem
narodowym, ktéry w Luksemburgu jest niemal dwukrotnie wyzszy niz w kolejnym
kraju Unii Europejskie;.

W drugim podejsciu dla kazdego kraju oszacowano trend paraboliczny, nie te-
stujac jego istotnosci. W wyniku grupowania paraboli otrzymano te same grupy kra-
jow co w przypadku trendow liniowych.

Graficzng ilustracj¢ $rednich trendoéw dla grup przedstawia rys. 3.

Orientacja przestrzenna rys. 3 jest nieco inna niz rys. 2. Tym razem o§$ czasu jest
osig pozioma. Pozwala to zaobserwowac wplyw kryzysu ekonomicznego z lat 2007—
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Rys. 2. Trendy liniowe $rednich dla grup krajow

Zrédto: opracowanie wlasne.

Rys. 3. Trendy paraboliczne dla grup

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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—2008 poprzez przypadajace na ten okres wierzchotki paraboli. Najwyzsza parabola,
przebiegajaca w plaszczyznie rownoleglej do osi czasu, reprezentuje Luksemburg.
Parabola reprezentujaca Hiszpani¢ i Grecje przebiega w plaszczyznie odmiennej od
wszystkich pozostatych. Srodkowa parabola to grupa obejmujaca Wiochy, Francje
i Belgie.

Trzecie podejscie polegato na podejmowaniu prob dopasowania do danych (wy-
nikow skalowania wielowymiarowego) dla kazdego kraju trendu wielomianowego
o stopniu 3. Istotno$¢ trendu byta weryfikowana testem istotnosci parametrow struk-
turalnych, przy poziomie istotnosci 0,10. W przypadku braku istotno$ci zmniejszano
stopien wielomianu. Jezeli Zzaden trend (nawet liniowy) nie okazat si¢ istotny staty-
stycznie, wtedy reprezentacja danego wymiaru byla §rednia arytmetyczna.

Tak jak poprzednio, funkcje trendu dla krajow grupowano, i podobnie jak
uprzednio, otrzymano ten sam podzial na grupy. Ilustracja wynikow jest rys. 4.
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Rys. 4. Statystycznie istotne funkcje trendu dla grup krajow

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Porzadek krzywych jest podobny jak na rys. 3, z tym Ze najbardziej ,,skompli-
kowany” ruch na diagramach skalowania wielowymiarowego dotyczyt Hiszpanii
1 Grecji. Oczywiscie wynika to z faktu, ze zmienne przyjete w tym przykladzie ilu-
stracyjnym dotycza dochodu narodowego i rynku pracy.
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Jezeli zrzutujemy wszystkie punkty na jedng plaszczyzng (zdefiniowana dwoma
wymiarami wynikéw skalowania wielowymiarowego), to mozna pokazac przebie-
gi w przestrzeni dwuwymiarowej. Na rys. 5 zamieszczono krzywe dotyczace tylko
czterech grup, z pomigciem Luksemburga, Hiszpanii i Grecji.
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Rys. 5. Nieliniowe trendy czterech grup rzutowane na plaszczyzng

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jak wskazuja wspolczynniki korelacji cech ze wszystkimi (za caly okres) wy-
miarami skalowania wielowymiarowego, wymiar reprezentowany przez o§ pozioma
wyraza poziom dochodu narodowego oraz sytuacj¢ na rynku pracy. O$ pionowa
reprezentuje tempo przyrostu dochodu narodowego, przy czym wystepuje tu korela-
cja ujemna (zachowano tu oryginalne wyniki skalowania wiclowymiarowego, cho¢
oczywiscie wartosci na tej osi mozna byto pomnozy¢ przez —1), im ,,wyzej”, tym
nizsze tempo przyrostu dochodu narodowego.

W przyktadzie dotyczy to grupy D: Wiochy, Francja i Belgia. Interesujaca jest
interpretacja zaobserwowanych petli. Wskazuja one — w rozwazanym przyktadzie —
na poradzenie sobie z kryzysem. Najszybciej dokonaty tego kraje reprezentowane
przez wstazke z lewej strony — w sktad tej grupy wchodzi Polska. Petla po prawe;j
stronie reprezentuje kraje ,,starej” Unii Europejskie;.
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3. Zakonczenie

Zaproponowane podejscie przewiduje poszukiwanie prawidtowosci w zmianach po-
zycji obiektow na diagramach skalowania wieclowymiarowego, odpowiadajacych ko-
lejnym jednostkom czasu. Rekomendowana standaryzacja globalna uwzglednia nie
tylko relacje migdzy réznymi obiektami, lecz takze relacje migedzy polozeniem tego
samego obiektu w r6éznych jednostkach czasu. Wydaje sie, ze warto probowac dopa-
sowywac wielomianowe trendy nieliniowe, jednak o stopniu nie wyzszym niz 3. Przy
relatywnie znacznej liczbie obserwacji interpretacja krzywych moze by¢ utrudniona,
dlatego warto najpierw je pogrupowac i znalez¢ przecietne krzywe dla grup.

Przedstawiony przyktad empiryczny ma wylacznie charakter ilustracyjny. Wy-
nika jednak z niego obserwacja, ze w zr6znicowaniu krzywych charakteryzujacych
zjawiska makroekonomiczne decydujace znaczenie ma raczej poziom niz dynamika
zjawisk. Ponadto wida¢, ze rzutowanie krzywych na ptaszczyzne moze by¢ cickawa
ilustracja analizowanych zagadnien.
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