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INZYNIERIA FINANSOWA NA RYNKACH
NIEZUPEXNYCH

Streszczenie

W pracy przedstawiono teorie dajacg narzedzia pozwalajace kazdej firmie
zabezpieczy¢ sie przed ryzykiem spadku jej kursu gietdowego. Rozpoczeto od
prezentacji nieznanego w literaturze polskojezycznej matematycznego modelu
rynku finansowego w postaci macierzy, w ktorej kazda kolumna reprezentuje
wyplaty z jakiegos konkretnego instrumentu finansowego dostepnego na
tym rynku. Pokazano, w jaki sposdb inzynier finansowy, pracujacy w anali-
zowanym przedsiebiorstwie ABC lub w banku, moze zabezpieczy¢ te firme
przed ryzykiem spadku jej kursu gieldowego przez zbudowanie najlepszej
z mozliwych replik ,wymarzonego” przez ABC papieru wartoéciowego re-
kompensujacego w calosci potencjalne spadki kursu. Podano stosowne wzory
i zilustrowano je przykladami.

Stowa kluczowe: blad replikacyjny, najlepszy aproksymacyjny hedging,
oczekiwana suma kwadratéow bledow_replikacyjnych, portfel replikujacy,
rynek niezupelny.

Kody JEL: C02, C18, C54, C60

Wstep

Rozpatrujemy rynek finansowy w ujeciu statycznym, to znaczy zakladamy,
ze cala aktywnos¢ gospodarcza (praca, konsumpcja, handel) ma miejsce ,,dzis”,
np. o godz. 9:00 rano oraz ,jutro” tez o 9:00 rano (Cerny 2009). Taki model
gospodarki, cho¢ uproszczony, jest w znacznym stopniu adekwatny zaréwno
dla firm zarzadzajacych ryzykiem spadku nich kursu gietdowego lub spadku
przychodéw ze sprzedazy, jak rowniez dla funduszy inwestycyjnych, ktére nie
dokonujg wielokrotnych transakcji kazdego dnia, lecz od czasu do czasu, na
przyklad, raz na tydzien, raz na miesigc, raz na kwartal itp., czyli méwiac ob-
razowo o godz. 9:00 rano dzi$, a nastgpnie o godz. 9:00 rano nastepnego dnia.

Przyjmujemy, ze na rozpatrywanym rynku finansowym dostepnych jest n
plynnych papieréw wartosciowych, zas liczba wszystkich mozliwych stanow
tego rynku typu hossa, bessa, itp. wynosi m. W celu lepszego zobrazowania
istoty inzynierii finansowej ograniczymy nasze rozwazania do kilku (3-5) jego
stanow (scenariuszy) oraz do kilku (3-5) plynnych papieréw wartosciowych.
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Na przyklad, macierz

11 100 0 4
A=18 100 2 1 1)
5 100 5 0

przedstawia rynek finansowy, na ktérym sg dostepne 4 rodzaje papieréw war-
tosciowych reprezentowanych przez 4 kolumny. Wiersze natomiast obrazuja 3
mozliwe stany na tym rynku. Latwo sobie wyobrazi¢, ze kolumna 1 moze re-
prezentowa¢ akcje spotki ABC, ktére w stanie hossy warte sg 11 zt kazda,
w stanie rownowagi 8 z1, za§ w czasie bessy tylko 5 zt.

Kolumna 2. reprezentuje bon skarbowy, ktéry jest bez ryzyka, poniewaz
placi niezaleznie od okolicznosci 100 zI. Natomiast kolumna 3. przedstawia
opcje sprzedazy 1 akgji firmy ABC po 10 zl. Z kolei ostatnia kolumna jest zapi-
sem wyplat z opcji kupna 1 akeji ABC po 7 zt.

Sformutowanie problemu zabezpieczenia sie przed
spadkiem wartoSci spotki

Jednym z modeli rynku finansowego w Polsce z punkty widzenia KGHM
moze by¢ macierz
125 100 35 0
100 100 10 O
P= : ()
80 100 0O 10
60 100 0 30
Jej 1. kolumna, jak si¢ juz domys$lamy, reprezentuje wyplaty z 1 akcji
KGHM, kolumna 2. przedstawia wyplaty z bonu skarbowego, kolumna 3. jest
zapisem wyplat z opcji kupna 1 akcji KGHM po 90 z1, za$§ kolumna 4. przed-
stawia wyplaty z opcji sprzedazy 1 akcji KGHM po 90 zl.

Zalézmy, iz jest sierpien 2015 roku i cena 1 akcji KGHM wynosi 120 z1. Jak
wiemy, warto$¢ kursu 1 akcji KGHM spadia od tego momentu ze 120 z1 do 60
zt w styczniu 2016 roku i pozostawala na tym poziomie do maja 2016 roku.

-5
20
40

60

spadki kursu akcji KGHM bylyby w 100% zrekompensowane do poziomu 120
PLN. Poniewaz instrument b nie jest z reguly dostepny na rynku finansowym,
problem jaki sobie stawiamy brzmi:

Gdyby KGHM posiadal instrument finansowy b = wtedy wszystkie
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Problem 1. Zbudowac¢ taki instrument finansowy (papier wartos$ciowy) f, ktéry
w najlepszy sposob odtworzy, czyli zreplikuje instrument b, przy czym koszt
tej repliki bedzie bliski zera.

Troche teorii

Kolumny wystepujace w macierzy okreslajacej rynek finansowy nazywamy
bazowymi papierami warto$ciowymi, ktére z definicji sg fatwo dostepne (plyn-
ne) na rynku finansowym. Mozna z nich w naturalny sposéb tworzy¢ tzw.
zbyteczne papiery wartosciowe, zbyteczne w tym sensie, Ze nie wnoszg one nic
nowego do tego rynku, dajac si¢ w 100% wygenerowac (wytworzy¢) z bazowych
papieréw warto$ciowych. Przyktadem takiego zbytecznego papieru wartoscio-
wego jest instrument o wyplatach danych przez wektor

260

210
e= 3
190

190

ktéry w 1. stanie rynku wyplaca 260 zl, w 2. stanie rynku wyplaca 210 z1, zas
190 zt zaréwno w 3., jak i 4. stanie rynku. Aby go wygenerowaé (wytworzy¢)
na rynku danym przez macierz P, wystarczy dokona¢ zakupu 1 akeji firmy
KGHM, 1 bonu, 1 opcji kupna akcji KGHM po 90 zt oraz 1 opcji sprzedazy akcji
KGHM po 90 zI. Matematycznie zapisujemy to w nastepujacy sposob

1251 [100] [35 0 125 100 35 0171 260
100 |100| |10 0 100 100 10 0|1 210
+ + = =e= . @
80| (100| |0]| |10 [80 100 O 10]|1 190
60 100 0 30 60 100 0 30|l 190

Definicja 1. Rynek, na ktérym nie kazdy papier wartosciowy da si¢ bez-
blednie zreplikowaé nazywamy rynkiem niezupeinym.

Bardzo rzadko zdarza si¢ w praktyce aby rynek finansowy byt zupelny.

3.1
Widac¢ to juz wyraznie w przypadku rynku C =|2 1| w ktérym kazdy z 3
17707 [O 11

wektoréow |0 |, {1}, | O | reprezentujacych tak zwane instrumenty finansowe
0] (0] |1
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Arrowa-Debreu (zob. Cerny, 2009), nie da si¢ zreplikowa¢ (odtworzy¢) z bazo-
wych instrumentéw (kolumn macierzy C) poniewaz wyznaczniki 3 ponizszych
macierzy

311 310 310
FE=[210|,F=211|,FE=210 (5)
110 110 111

sg rézne od zera (det (F)) = 1, det (F)) = -2, det (F;) = 1), co implikuje iz trzecie
kolumny tych 3 macierzy sa liniowo niezalezne od 2. pierwszych kolumn.

Definicja 2. Niech R™ oznacza zbiér (przestrzen) wszystkich wektoréw o m
wspolrzednych.

Bazg przestrzeni R™ nazwiemy dowolny maksymalny (w sensie ilosci) ukiad
wektordw liniowo niezaleznych.

Whiosek 1. Jezeli z wektorow-kolumn reprezentujacych bazowe papiery war-
to$ciowe na jakim$ rynku finansowym F nie da si¢ wyodrebnic¢ bazy przestrzeni
R™ (liniowo niezaleznych kolumn jest mniej niz m), to F jest rynkiem niezupel-
nym i na odwrét, jesli F jest rynkiem niezupelnym, to wéréd wektoréw-kolumn
reprezentujacych plynne papiery warto$ciowe na rynku finansowym F jest
mniej niz m liniowo niezaleznych wektoréw w przestrzeni R™.

Zasady hedgingu na rynkach niezupetnych

Poniewaz wyznacznik macierzy P wynosi 0, to wérdd kolumn P nie ma 4
liniowo niezaleznych wektoréw w R%, a wigc na mocy wniosku 1, rynek repre-
zentowany przez P jest niezupelny. Na rynkach niezupelnych replike kazdego
pozadanego przez firme instrumentu a robi si¢ za pomoca najlepszego aprok-

X
X,
symacyjnego hedgingu, to znaczy poszukuje si¢ takiego portfelax =| . |skfa-
'xn
dajacego si¢ z bazowych (dostepnych na rynku) papieréw wartodciowych
a
a,
(w przypadku macierzy P sg to 4 kolumny) ktéry odtwarzaa=|  |w ,najlepszy

a

mozliwy sposob” polegajacy na minimalizacji bledu replikacyjnego. Bledem
tym jest wektor roznic € = (g, &,, ..., €,,) = Ax-a miedzy wspotrzednymi nie do
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konca udanej repliki Ax a wspo6lrzednymi instrumentu finansowego a, ktéry
staramy sie jak najlepiej odtworzy¢. Minimalizacja btedu replikacyjnego polega
na minimalizowaniu sumy kwadratéw bledéw ,,po wspotrzednych” (,,sum of
squared replication errors”), w skrocie SSRE, wedtug wzoru:

SSRE =g+ &, +..+ &, =[(Ax),—a, | +[(4x), - a, ' +...+[(4x), - a,]", (©6)

gdzie (Ax)! oznacza ,i’-ta wspolrzedng wektora Ax, za$ g; jest “i”-ta wspot-
rzedng wektora a (Zaremba 2015, s. 101-115).

Firma moze sama zreplikowac¢ sobie instrument a, jesli potrafi (zatrudnia
inzynieréw finansowych) lub zwrdci¢ si¢ do instytucji finansowej (np. banku)
celem zakupu papieru wartosciowego a, ktdrego replike powinien wtedy utwo-
rzy¢ sobie ten bank jako zabezpieczenie wyplat naleznych firmie, ktéra zaplacita
bankowi za instrument a. Gtéwny ci¢zar rozwigzania tego problemu spoczywa
na znanym (Cerny 2009) wzorze (7).

Twierdzenie 1. Niech jakakolwiek macierz C rozmiaru m x k (k < m) , zawie-
rajaca tylko liniowo niezalezne kolumny, reprezentuje pewien niezupetny rynek
finansowy, zas$ a jest jakimkolwiek instrumentem finansowym, ktéry chcemy
replikowac czyli odtworzy¢. Wéwczas portfel x minimalizujacy SSRE, a wiec
zapewniajacy najlepsza ostone instrumentu a dany jest wzorem:
$=(C'C)'Ca. (7)
Taki portfel generuje wyplaty we wszystkich m stanach rynku dane
wektorem

Ci=C(C"C)"'C"a. ®)

Wyznaczenie najlepszej repliki dla KGHM

Aby moéc zastosowac twierdzenie 1 do badanego przez nas rynku P danego
-5
20
40

60
lumn D tak, aby pozostate kolumny byty juz liniowo niezalezne. Z reguty
mozna to zrobi¢ na kilka sposobdw, tymczasem my pozbedziemy sie 4. kolum-
ny, pozostawiajac do dalszej analizy macierz

wzorem (2) oraz do wektora b = , musimy usung¢ minimalng liczbe ko-
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125 100 35
100 100 10
p* = . ©)
80 100 0
60 100 0
Stosujac wzor (7) otrzymamy
0,00284 -0,0021 -0,0044 8175
[(P¥)" P*¥]™' =|-0,00209 0,00159 0,00311{; (P*)"b={11500{. (10)
-0,00439 0,00311 0,00803 25
W konsekwencji najlepszym portfelem replikujacym nasz instrument b jest
-1
portfel £ =[(P*)" P*]™" - (P*)" b= |1,2| co oznacza, iz tak bardzo korzystny
0

dla KGHM instrument b dat si¢ bezblednie zreplikowa¢! Znaleziony przez nas
portfel ¥ oznacza, iz nalezy krotko sprzedaé 1 akcje firmy KGHM oraz kupi¢
-5

1,2 bonu skarbowego aby bezblednie odtworzy¢ b = 4213 . Wyplaty z portfela X

60
ktéry replikuje pozadany przez KGHM instrument b oblicza si¢ wedtug wzoru
125 100 35 -5
. {100 100 10 20 ) ,
P*x = L2|= . Udowodnili$my w ten sposéb
80 100 O 0 40
60 100 O 60

Twierdzenie 2. Jesli modelem polskiego rynku finansowego jest macierz P dana
wzorem (2), lub réwnowaznie (9), za§ KGHM lub wybrany przez KGHM bank
-5

20
dokonuje repliki instrumentu b = 40 to bezbledng replika jest portfel

-1 60
X = |1,2| ktéry zapewnia wymarzone przez KGHM wyplaty. Zgodnie z wzo-
0

rem (6), blad replikacyjny wynosi zero.
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Uwaga 1. Blad nie wynioéstby 0 gdyby replikowany instrument byl liniowo

niezalezny od kolumn macierzy P. Na przyklad, gdyby$my replikowali
-4

, 19 T ps-l

instrument d = 10l to [(P*)" P*]” bylby dany tym samym wzorem (10)
59 8140

co poprzednio, natomiast (P*)"d =|11400|. W rezultacie tego

-0,9998
2 =[(P*)" P (P¥)"d=| 11924 |, za$ platnosci wynikajace z tego portfela
0,0439
-4
19
bylyby prawie réwne 40| gdyz wynosityby
59
125 100 35 -4,20
-0,9998
. [100 100 10 19,70
P*x = L1924 | = . (11)
80 100 39,25
0,0439
60 100 0 59,25

Koszty hedgingu
Odrebnym, cho¢ waznym pytaniem jest, jak obliczy¢ koszt hedgingu. Majac
125 100 35
100 100 10
na uwadze, ze macierz P*= reprezentuje polski rynek finanso-
80 100 0
60 100 0
wy, przyjmijmy iz 1 akcja KGHM kosztuje dzi$ 120 zt (tak byto w sierpniu 2015
roku), bon skarbowy wygasajacy za 6 miesiecy kosztuje dzi$ 98,50 zl, za$ in-
35

10
strument ol bedacy w istocie 6-miesigczng opcja kupna 1 akcji KGHM po 90

0
z1 kosztuje 20 zt (nie moze kosztowac wiecej niz 35 z1). Duzo bardziej doktadny
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sposob obliczenia kosztu tej opcji (premii) mozna obliczy¢ bezposrednio ze
wzoru Blacka-Scholesa, jednak, jak zobaczymy za chwile, doktadna kwota nie
bedzie nam w tym przypadku potrzebna.

-5 -4
20 19
Koszty replik instrumentéw b= ,d =
40 40
60 59
-1
Najlepsza replika instrumentu b, czyli portfel ¥ =|1,2 | bez wzgledu na koszt
0
opcji kosztuje (-1)120 zt + (1.2)98,5 zt + (0)20 zt = - 1,80 zl, czyli ponizej 0 zi.
-0,9998
Natomiast replika instrumentu d, czyli portfel * =| 1,1924 |kosztuje maksy-
0,0439

malnie (przyjmujac iz premia za opcje wynosi 35 zt)
(-0,9998)120 zt + (1.1924)98,5 zt + (0,0439)35 zt = - 0,99 zi, (12)

czyli réwniez ponizej 0 zl.

Whiosek 2. Z przeprowadzonych obliczen wynika iz koszty hedgingu moga
by¢ zerowe, a nawet ujemne!

Hedging na rynkach niezupetnych z uwzglednieniem
prawdopodobiefistw stanow rynku

Do tej pory zakladaliémy milczgco, ze prawdopodobienstwa wszystkich
stanow rynku sg jednakowe. Tak jednak z reguly nie jest, gdyz niektére stany
rynku sg mato prawdopodobne, np. bardzo wielki spadek kursu , jak réwniez
bardzo wielki wzrost kursu wybranej do analizy akcji, indeksu gietdowego lub
pary walutowej, takiej jak np. NZD/AUD (nowozelandzki dolar wyrazony
w jednostkach dolara australijskiego).

Od tej pory przyjmijmy, iz p; jest obiektywnym (znanym bankowi lub nie)
prawdopodobienstwem wystgpienia stanu ,,i”(wiersza ,,i”), pamigtajac, iz wier-
sze reprezentujg poszczegolne stany rynku ; oczywiscie musi zachodzi¢ nieréw-

i=m

nos¢ 2 p,; = L. Poszukujac najlepszej repliki na rynku niezupelnym, bedziemy
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minimalizowac oczekiwang sume kwadratow bledéw replikacyjnych (,expected
sum of squared replication errors”) dang wzorem

ESSRE =p1€12 +p2£22 +...+pm£m2 =
= pl[(Ax)l _bl]z +p2[(Ax)2 _b2]2 +... +pm[(A'x)m _bm]z‘ (13)

Innymi stowy, jest to suma wazona kwadratéw btedéw replikacyjnych. Gdy
rynek jest zupelny, to kazdy instrument finansowy jest zbyteczny, a zatem dla
kazdego szczegolnego instrumentu finansowego bedziemy mie¢ SSRE = 0
=ESSRE. Ponadto, jesli wszystkie prawdopodobienstwa sg identyczne (sumujace
sie do 1), to ESSRE = (1/n)SSRE.

Twierdzenie 3 . Niech macierz C rozmiaru m X k reprezentuje niezupelny rynek
finansowy, za$ a nie da si¢ w pelni odtworzy¢ za pomoca k kolumn macierzy
C, czyli nie jest zbytecznym instrumentem finansowym. Jesli p; jest prawdopo-
dobienstwem wystapienia stanu ,,i”, to aby najlepiej ostoni¢ swa ryzykowna
pozycje, w ktora bank wszed! wystawiajac do sprzedazy klientowi instrument
a, powinnismy zbudowac¢ portfel £ (minimalizujagcy ESSRE) zgodnie ze
wzorem:

£=(C"C)'C"a, (14)
gdzie C jest macierzg, ktora powstaje z C przez pomnozenie kazdego wiersza C

przez ./ p, , za$ d jest wektorem, ktéry powstaje z a przez pomnozenie kazdej

wspolrzednej a przez \/p_l . Taki portfel generuje wyplaty we wszystkich m
stanach rynku dane wektorem

Ci=C(C"C)'C"a, (15)

ktéry w najlepszy mozliwy sposob przybliza wyplaty z a.

Po rozwigzaniu przykladu 2 z réznymi prawdopodobienistwami stanéw
rynku, rozwazymy w przykladzie 3 ten sam rynek finansowy przyjmujac dla
uproszczenia iz wszystkie 3 stany rynku sa jednakowo prawdopodobne, aby
wychwyci¢ réznice w rozwigzaniach.

31
Przyklad 2. Niech rynek finansowy dany bedzie przez macierz C=|2 1|, przy
11

czym wyplata 3 zt z 1. bazowego papieru wartosciowego pojawia si¢ z prawdo-
podobienstwem Y2, wyplata 2 z pojawia sie z prawdopodobienstwem 1/6 , zas
wyplata 1 zl z prawdopodobienstwem 1/3. Dla 1. instrumentu finansowego
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1
Arrowa-Debreu reprezentowanego jak wiemy przez wektor b = | 0 |, znajdziemy
0

najlepszy aproksymacyjny hedge, czyli najlepsza ostone i obliczymy oczekiwany
blad ESSRE tej oslony (hedgingu).

Rozwiazanie. Poszukujemy wiec portfela):c = (5 c )™ C’b, ktéry minimalizuje
ESSRE, czyli oczekiwang sume kwadratow bledéw, dajac wyplaty
Ci=C (CN’ c ) C™b, ktére s najblizsze wyplatom instrumentu b w sensie
minimalizacji ESSRE. W tym celu, obliczamy najpierw macierz (C'C),
a nastepnie wektor C’b, aby w kolejnym kroku pomnozy¢ (CT0)™! przez
C’b. Wykonujac stosowne mnozenia otrzymujemy kolejno

Wiz Wizl)
3J172 24176 11/3 l 2176 1176

(CTO)" = [
1W1/2 14J1/6 141/3 lm lm

[ 5 13/6]_] [1,24 —2,69}

13/6 1 2269 683
Jiz| o
el I TERE N Py
iz Jile i3 172"
wynika, iz

s e e [124 —2691[3/2] [ 0517
$=(C"C)'CTh = = , (16)

269 683 ||1/2] |-0621

co, jak wiemy, oznacza kupno 0,517 akcji oraz krétka sprzedaz 0,621 bonu. Taki
portfel da nam wyplaty

3 0,931
A 0,517
Cx=1|2 1 =1 0,414 |, (17)
-0,621
1 -0,103
1
ktore sa najblizsze wyplatom instrumentu b = [0|, biorac pod uwage

0
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prawdopodobienstwa wystapienia poszczegolnych standéw rynku. Widzimy, ze
1

najmniejsze odchylenie wyplaty z portfela Cx od wyplat z instrumentu b =| 0
0

wystepuje w stanie 1. ktdry jest najbardziej prawdopodobny, za$ najwigksze

odchylenie wystepuje w najmniej prawdopodobnym stanie 2-im. Blad tego

odchylenia jest bardzo maty, gdyz wynosi

ESSRE=pe’+ p,e,” +..+p £ =

=0,5(0,069)" + (1/6)(0,414)* +(1/3)(=0,103)* =0,0345.

31
Przyklad 3. Rozwazmy ten sam rynek finansowy C=|2 1{i ten sam instrument
1 11

b =| 0|z zamiarem znalezienia najlepszego aproksymacyjnego hedgingu (ostony)
0

gdy dla uproszczenia przyjmujemy, iz prawdopodobienstwa znalezienia si¢
rynku w kazdym z 3 stanéw sg takie same.

Rozwigzanie. Wiemy juz, ze portfel £=(C"C)™' C"b minimalizuje SSRE.
32 1) ) 14 6]" /2 -1
Obliczajac kolejno (C'C)™ = 2 = = B
1 11 6 3 -1 7/3

1
o3 2 1] 3
orazC b = L1 lJ 0f= ) , otrzymamy

_crorien 12 P B
X = = = , CO 0OZnacza, Zze w aty, ore
“1 73|11 T =203 ypRaty

generuje taki portfel s3 dane wzorem

5/6
1/2
Cx=C(C'C)"'C"p=|2 1 =|1/3|. (18)
-2/3
1 -1/6
W najlepszy mozliwy sposob odtwarzaja/przyblizaja one wyplaty ze szcze-
1
gélnego instrumentu finansowego b = [0 | Innymi stowy, stanowia najlepsza
0
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ostong dla banku, ktory wystawia (sprzedaje) instrument finansowy b swemu
klientowi w przypadku, gdy prawdopodobienstwa znalezienia si¢ rynku w kaz-
dym z 3 stan6w zostaly dla uproszczenia uznane jako takie same.

Obliczmy na koniec btad przyblizenia na 2 sposoby, najpierw wedtug wzoru
SSRE = (5/6-1)*+ (1/3-0)? + (-1/6-0)> = 1/6,
a nastepnie z uwzglednieniem prawdopodobienstw 1/3, 1/3, 1/3, otrzymamy
ESSRE = (1/3)(5/6-1)>+ (1/3)(1/3-0)* + (1/3)(-1/6-0)> = 1/18 = 0,0556.

Poréwnujac ten wynik z bledem 0,0345 wyliczonym w przyktadzie po-
przednim, widzimy ze uwzglednienie prawdopodobienstw wyraznie poprawia
dokladnos¢ repliki. Mozemy wigc sformutowaé

Wnhiosek 2. Przyjecie upraszczajacego zalozenia iz wszystkie prawdopodobien-
stwa sg sobie rdwne pogarsza precyzje repliki.
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Financial engineering in incomplete markets

Summary

In his article, the author presented the theory which offers the tools enabling
every company hedging itself against the risk of decline of its stock price. He
started from the presentation of the unknown in the Polish-language literature
mathematical model of the financial market in the form of a matrix whose each
column features pay-ofts from a specific financial instrument accessible in that
market. He demonstrated how a financial engineer working at the analysed
enterprise ABC or a bank can protect that company against the risk of a decline
of its stock price by building the best possible replications of the “dreamed” by the
ABC company security fully compensating the potential losses of the company.
The author also provided suitable formulas and illustrated them with examples.

Key words: replication error, best approximate hedging, expected squared
replication errors, replicating portfolio, incomplete (financial) market.
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