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Streszczenie: Teoria Voiculescu dotycząca wolnej probabilistyki, która została wprowadzo-
na w kontekście badań algebr operatorowych, zyskuje dzisiaj coraz wiekszą popularność, 
zaskakując wielu naukowców swoimi analogiami z klasyczną teorią prawdopodobieństwa. 
Celami artykułu są krótki opis metod wolnej probabilistyki oraz ukazanie, dlaczego rozkład 
Wignera o gęstości 24 / 2 ,x p−  pełni funkcję rozkładu Gaussa w nieprzemiennym kon-
tekście.
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1. Wstęp
Probabilistyka nieprzemienna jest stosunkowo młodą dziedziną mate-
matyki, zyskującą coraz większą popularność. Jej korzeni należy upa-
trywać w pracach D. Avitzoura [1982] i D.V. Voiculescu [1985], w któ-
rych zostało sformułowane pojęcie iloczynu wolnego C*-algebr, które 
dało początek teorii zwanej obecnie wolną probabilistyką. Mówiąc  
o genezie wolnej probabilistyki, należy wspomnieć o ważnym wyniku 
M. Bożejki [1975], gdzie pojawiają się liczby Catalana, będące momen-
tami miary Wignera. Następnie okazało się, że był to szczególny przypa-
dek Centralnego Twierdzenia Granicznego dla zmiennych losowych 
powiązanych z wolną probabilistyką. Jednocześnie zauważono, że teo-
ria ta przypomina klasyczną probabilistykę, jednakże klasyczne pojęcie 
niezależności zmiennych losowych jest zastąpione wolną niezależnością. 
Zaobserwowano, że w nieprzemienny kontekst można przenieść twier-
dzenia znane z klasycznego rachunku prawdopodobieństwa, takie jak 
Centralne Twierdzenie Graniczne lub graniczne twierdzenie Poissona.

Wolna probabilistyka nie jest jedyną, na której skupili się naukow-
cy. Warto w tym miejscu wspomnieć o probabilistyce boolowskiej, któ-
ra wywodzi się z pojęcia regularnego iloczynu wolnego, badanego  
w kontekście funkcji określonych na iloczynie wolnym grup przez 
M. Bożejkę [1986] oraz o warunkowo wolnej probabilistyce wywodzą-
cej się z pracy [Bożejko i in. 1996]. Ważna konstrukcję wprowadził 
także N. Muraki [2001], który dał początek tak zwanej monotonicznej 
probabilistyce.
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2. Podstawowe pojęcia 
W klasycznej probabilistyce fundamentalnym obiektem badanym jest 
układ (W, F, P) składający się z niepustego zbioru W nazywanego prze-
strzenią zdarzeń elementarnych, określonego na nim s-ciała F nazywa-
nego przestrzenią zdarzeń losowych oraz określonej na F (dodatniej) 
unormowanej miary P. Zmienne losowe w niekomutatywnej probabili-
styce to elementy algebry A stowarzyszone z funkcjonałem liniowym τ. 
Kluczową rolę w niekomutatywnej probabilistyce odgrywa algebra ze 
stanem, dlatego też możemy zdefiniować niekomutatywną przestrzeń 
probabilistyczną jako parę (A, τ), gdzie A jest zespoloną *-algebrą z 
jedynką oraz dodatnim funkcjonałem liniowym tj. τ(XX*) ≥ 0 takim, że 
τ(I) = 1. Wówczas ograniczoną niekomutatywną zmienną losową bę-
dzie samosprzężony element X ∈ A. Poprzez rozkład rozumiemy ciąg 
momentów τ(Xn), gdzie n = 0, 1, …. Wiedząc, że ciąg momentów jest 
ciągiem dodatnio określonym, możemy określić miarę probabilistyczną 
na prostej m taką, że τ(Xn) = ∫Rx

nμ(dx). W celu nadania duszy niekomuta-
tywnej przestrzeni probabilistycznej należy wprowadzić jeszcze poję-
cie niezależności. Istnieje wiele możliwości, które zależą od konkretne-
go modelu, np. klasyczna (tensorowa), wolna, warunkowa, boolowska 
lub monotoniczna niezależność. W niniejszym artykule skupimy się 
na wolnej niezależności. W niniejszej pracy miary probabilistyczne na 
prostej rzeczywistej będziemy oznaczać przez Prob(R).

Wielomiany ortogonalne

Niech μ ∈ Prob(R) będzie miarą probabilistyczną mającą wszystkie 
momenty skończone, tzn. dla wszystkich k ∈ N mamy 

	 | ( ) |=| ( ) |< .km k x d xm m
∞

−∞
∞∫ 	 (1)

Rodzinę tych miar probabilistycznych, które mają skończone mo-
menty rzędu k będziemy oznaczali Prob(k)(R). Miary probabilistyczne, 
mające wszystkie momenty skończone, możemy stowarzyszyć z mo-
nicznymi wielomianami ortogonalnymi postaci 

0 1 0( ) = 1, ( ) =p x p x x α−

	 1 1 1( ) ( ) = ( ) ( ),n n n n nx p x p x p xα β+ − −− + 	 (2)

gdzie αn, βn ∈ R, βn ≥ 0 oraz n = 1, …. Wielomiany ortogonalne spełniają 
zależność 

	 , 0 1 1( )
( ) ( ) ( ) = .j k j k ksupp

p x p x d x
m

m δ β β β −∫  	 (3)
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Parametry αn, βn są nazywane współczynnikami Jacobiego. Fakt, że 
αn, βn są współczynnikami Jacobiego, będziemy oznaczali 

	 0 1 2

0 1 2

, , ,
( ) = .

, , ,
J

α α α
m

β β β
 
 
 





	 (4)

Symetryczne miary, mające wszystkie momenty, można scharakte-
ryzować przez warunek αn = 0 dla każdego n ≥ 0.

Transformata Cauchy’ego

Jednym z najważniejszych pojęć występujących w wolnej probabilisty-
ce jest transformata Cauchy’ego, która zastępuje transformatę Fouriera 
w klasycznej probabilistyce.

Definicja 1. Niech μ ∈ Prob(R). Wówczas transformatę Cauchy’ego mia-
ry μ oznaczymy przez Gμ(z) oraz zdefiniujemy ją dla z ∈ C+ = {s + ti| s, 
t ∈ R, t > 0} jak poniżej 

	 1( ) = ( ).G z d x
z xm m

−∫R
	 (5)

Transformata Cauchy’ego Gμ(z) jest zdefiniowana w górnej pół-
płaszczyźnie C+ = {s + ti| s, t ∈ R, t > 0} i przyjmuje wartości w dolnej 
C– = {s + ti| s, t ∈ R, t > 0}. Zachodzi bardzo ważny związek pomiędzy 
transformatą Cauchy’ego a miarą probabilistyczną mającą wszystkie 
momenty skończone. Dla μ ∈ Prob(R) transformatę Cauchy’ego można 
przedstawić w postaci ułamka łańcuchowego postaci 

	



2
2

1
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0
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βα
m
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−−

z
z

z
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gdzie współczynniki αi, βi są takie, jakie wynikają z wielomianów  
ortogonalnych opisanych przez równanie (2). W przypadku gdy miara μ 
ma zwarty nośnik, ułamki łańcuchowe zbiegają do transformaty Cau-
chy’ego (dowód można znaleźć w [Chihara 1978], podrozdział 4 roz-
działu III). Relacja pomiędzy transformatą Cauchy’ego Gμ(z) a funkcją 
generującą momenty 

=0
( ) = ( ) i

i
M z m i zm m

∞∑  dla μ ∈ Prob(R) jest nastę-
pująca
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1 1 = ( )G M z
z zm m

 
 
 

	 (7)

dla z w pewnym otoczeniu zera. 

Definicja 2. Niech π = {V1, …, Vp} będzie niepustą partycją zbioru 
{1, …, n}, tzn. Vi ≠ ∅ są niepustymi, rozłącznymi zbiorami, których 
suma mnogościowa daje {1, …, n}. Wówczas partycję π nazywamy nie-
przecinającą się, jeżeli a, c ∈ Vi oraz b, d ∈ Vj, gdzie a < b < c < d implikuje 
i = j. Zbiór Vi ∈ π nazywamy blokiem partycji p. W nieprzecinających 
się partycjach π, blok Vi jest wewnętrzny, jeżeli istnieją a, b ∉ Vi (gdzie 
a i b są w pewnym innym bloku partycji π) oraz dla wszystkich x ∈ Vi 
mamy a < x < b, w przeciwnym razie blok ten jest nazywany blokiem 
zewnętrznym. 

Wszystkie zbiory zewnętrzne partycji σ będziemy oznaczali przez 
Out(σ), zaś wewnętrzne Inn(σ). Rodzinę nieprzecinających się party-
cji zbioru {1, …, n} oznaczymy za pomocą NC(n). Przez głębokość 
dπ(Vi) bloku Vi w partycji π rozumiemy liczbę jego bloków zewnętrz-
nych wraz z nim samym. W szczególności, jeżeli nie istnieją bloki ze-
wnętrzne względem Vi, to dπ(Vi) = 1. Dla przykładu na rys. 1 zaznaczo-
no wszystkie nieprzecinające się partycje zbioru {1, 2, 3, 4}.

Rys. 1. Nieprzecinające się partycje zbioru {1, 2, 3, 4}, tj. NC(4)

Źródło: opracowanie własne.

Momenty miary probabilistycznej możemy obliczyć (znając współ-
czynniki Jacobiego), korzystając z poniższego twierdzenia (zobacz Twier- 
dzenie 5.1 z pracy [Accardi, Bożejko 1998]). 
Twierdzenie 1. Dla miary probabilistycznej μ o zwartym nośniku mamy 

	 ( ) ( )
( ) ;| |=2 ;| |=11,2

( ) = ,d B d Bi i
NC n B B B Bi i i i

m nm n n
n n n

λ β
∈ ∈ ∈
∑ ∏ ∏ 	 (8)

gdzie NC1,2(n) jest zbiorem wszystkich nieprzecinających się partycji 
zbioru {1, …, n}, takich, że każdy blok partycji ma liczebność jeden 
bądź dwa, tzn. |Bi| = 1 lub |Bi| = 2, zaś dn(Bi) jest głębokością bloku Bi 
w partycji ν.
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3. Wolna probabilistyka
Część ta poświęcona jest opisaniu wolnej probabilistyki. Analogicznie 
jak w klasycznej probabilistyce, istotną rolę odgrywa tutaj pojęcie nie-
zależności.

Definicja 3. Rodzinę podalgebr Ai ⊂ A nazywamy wolnie niezależnymi, 
jeżeli 
	 1 1( ) = ( ) ( ) = 0,n na a a at t t  	 (9)

o ile ( ) = 0jat , 
jija A∈ , = 1, ,j n  oraz 1 2 ni i i≠ ≠ ≠ . 

Wolny splot jest określony analogicznie jak w klasycznej proba-
bilistyce, z tym wyjątkiem, że pojęcie klasycznej niezależności jest 
zastąpione wolną niezależnością. 

Definicja 4. Dwie zmienne losowe X, Y ∈ (A, τ) są wolnie niezależne, 
jeżeli generowane przez te zmienne algebry (dwie) są wolnie niezależne. 
Dla dwóch miar probabilistycznych μX oraz νY o zwartych nośnikach 
definiujemy ich wolny splot μX ⊕ nY

1 jako rozkład sumy X + Y ∈ A, gdzie 
X, Y ∈ A są wolnie niezależne oraz mają odpowiednio rozkłady μX i νY.

Powyższa koncepcja została wprowadzona z idei wolnego produktu 
niekomutatywnych przestrzeni probabilistycznych. Dla danych dwóch 
przestrzeni (A1, τ1) oraz (A2, τ2) definiujemy A = A1 * A2 jako wolny 
produkt z amalgamacją jedynek2, tzn. jest to * -algebra generowana 
przez utożsamione jedynki oraz słowa postaci 1 1

1 1
i ki j n n
n na b a b , gdzie  

ak ∈ A1, bk ∈ A2, k, ik, jk ∈ N oraz ik, jk > 0, i1, jn ≥ 0. Stan τ = τ1 * τ2 
definiujemy jako stan spełniający relację (9). Wówczas mamy  
t| ii

tt =|A . Algebry wolnie niezależne Ai są naturalnie włożone w A, 
ponadto jeśli X ∈ A1 oraz Y ∈ A2, to ))((=)( n

XX
YXnm +⊗ tmm . Przykład 

niech C〈X1, …, Xn〉 oznacza algebrę wielomianów nieprzemiennych. 
Niech W będzie dowolnym wielomianem wielu zmiennych, wówczas 
definiujemy τ(w(X1, …, Xn)) = w(0, …, 0) – tj. stały współczynnik. 
Wówczas podalgebry Ai = C〈Xi〉 są wolnie niezależne. 

Rolę logarytmu transformaty Fouriera w wolnej probabilistyce 
odgrywa tak zwana R-transformata zdefiniowana poniżej 

	 1( ) = ( ) 1 / .z G z zm m
− −R 	 (10)

dla z w pewnym otoczeniu zera. 

1  Autor chciałby zaznaczyć, że wolny splot oznaczamy znakiem ⊕.
2  Jedynki są utożsamiane e1 = e2 = e.
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R-transformata linearyzacje wolny splot, tzn. jeżeli μ oraz ν są mia-
rami probabilistycznymi (odpowiadających dwóm wolnie niezależnym 
zmiennym losowym) na R, to mamy 

	 ( ) = ( ) ( ).z z zm n m n⊗ +R R R 	 (11)

Jeżeli zmienna X ma rozkład μ, to stosujemy oznaczenie 
= = .X Xm mR R R

Definicja 5. Niech C〈X1, …, Xn〉 oznacza algebrę wielomianów nieprze-
miennych generowanych przez zmienne X1, …, Xn. Wolne kumulanty 
zmiennych losowych X1, …, Xn są to k-liniowe odwzorowania Rk : C〈X1, 
…, Xn〉 → C zdefiniowane rekurencyjnie 

	 1 2 1 2
( )

( ) = ( , , , ),n n
NC n

X X X R X X Xn
n

t
∈
∑  	 (12)

gdzie 

	 1 2 | |( , , , ) := ( : ),n B B iR X X X R X i Bn n∈Π ∈ 	 (13)

gdzie |B| jest liczbą elementów bloku B. W przypadku ciągów stałych 
używamy oznaczenia Rk(X) = Rk(X, …, X). Dla przykładu obliczymy 
pierwsze trzy momenty:
•• 1( ) = ( ),X R Xt

••
2 2

1 2( ) = ( ) ( )X R X R Xt +  – zob. rys. 2,
••

3 3 3
1 3 1 2( ) = ( ) ( ) 3 ( ) ( )X R X R X R X R Xt + +  – zob. rys. 3.

Rys. 2. Nieprzecinające się partycje zbioru {1, 2} wraz z odpowiadającymi im kumulantami

Źródło: opracowanie własne.

Rys. 3. Nieprzecinające się partycje zbioru {1, 2, 3} wraz z odpowiadającymi im  
kumulantami

Źródło: opracowanie własne.

Istnieje związek pomiędzy R-transformatą zmiennej X zdefiniowanej 
w (10) a wolnymi kumulantami miary μx, mianowicie mamy 

1
=0

( ) = ( ) ,i
iX

i
z R X zm

∞

+∑R
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gdzie Ri(X) jest ciągiem podanym w Definicji 5. W języku kumulant 
można podać równoważną definicję wolnej niezależności (która jest 
taka sama jak w przypadku klasycznych kumulant – zob. na przykład 
[Nica, Speicher 2006]). 

Twierdzenie 2. Zmienne losowe X1, …, Xn są wolnie niezależne,  
jeżeli dla każdego n ≥ 2 oraz niestałego ciągu Yi ∈ {X1, …, Xn}, gdzie 
i ∈ {1, …, k} (dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej k dostaniemy 
Rk(Y1, …, Yk) = 0.

Zbieżność względem rozkładu 
Aby w pełni móc określić dalsze pojęcia, musimy jeszcze zdefinio-

wać typ zbieżności.

Definicja 6. Mówimy, że ciąg elementów Xi ∈ (A, τ) jest zbieżny wzglę-
dem rozkładu do elementu X ∈ A, jeżeli ciąg momentów ai zbiega do a, 
tzn. 

( ) = ( )lim n n
i

n
X Xt t

→∞

dla wszystkich n ∈ N. Fakt ten będziemy oznaczali 
d

iX X→ . 

4. Rozkład Wignera
Rolę rozkładu Gaussa w wolnej probabilistyce pełni rozkład Wignera, 
tzn. przy odpowiednim unormowaniu zachodzi wolne Centralne Twier-
dzenie Graniczne. 

Znormalizowanym rozkładem Wignera μ nazywamy rozkład, który 
można opisać za pomocą transformaty Cauchy’ego-Stieltjesa, postaci 

	
2 4 1( ) = = ,12

1
1

z zG z
z

z
z

m
− −

−
−

−


	 (14)

gdzie gałąź pierwiastka kwadratowego powinna być tak wybrana, aby 
dla ℑ(z) > 0 było ℑ(Gm(z)) < 0 (zob. [Saitoh, Yoshida 2001]). Równanie 
(14) opisuje rozkład o średniej zero i wariancji jeden. Gęstość miary μ 
jest równa 

	
24 ,

2
x dx

p
− 	 (15)

gdzie –2 ≤ x ≤ +2. Przy przyjętej parametryzacji, wielomiany ortogonalne 
dla miary μ spełniają zależność 
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	 1 1( ) = ( ) ( ), = 2,3,n n nxp x p x p x n+ −+  	 (16)

gdzie p0(x) = 1, p1(x) = x lub równoważnie parametry Jacobiego są po-
staci 

	
0, 0, 0, 0,

( ) = .
1, 1, 1, 1,

J m
 
 
 





	 (17)

Funkcja generująca momenty odpowiadająca równaniu (14), jest 
postaci

	
2

2

1 1 1 1 4( ) = = ,
2

zM z G
z z zm

− − 
 
 

	 (18)

dla |z| wystarczająco małych. R-transformata odpowiadająca M(z) jest 
równa Rμ(z) = z. 

Artykuł ten chcielibyśmy zakończyć Centralnym Twierdzeniem 
(zob. na przykład [Nica, Speicher 2006]) w wolnej probabilistyce, które 
bardzo dobrze pokazuje analogie wolnej probabilistyki z klasyczną. 

Twierdzenie 3. Niech Xi ∈ (A, τ) dla i ∈ {1, …, n} będzie ciągiem 
zmiennych losowych wolnie niezależnych i o tym samym rozkładzie. 
Ponadto załóżmy, że τ(Xi) = 0 oraz τ(Xi) = 1 dla i ∈ {1, …, n}, wówczas 

=1

n

i d
i

X
s

n
→

∑
,

gdzie s jest znormalizowanym rozkładem Wignera. 

Powyższe twierdzenie jest jednym z wielu w wolnej probabilistyce, 
które w jakimś sensie wywodzi się z klasycznej probabilistki. Zaintere-
sowanym czytelnikom polecam prace [Bożejko, Bryc 2006; Ejsmont 
2012, 2013, 2014; Szpojankowski, Wesołowski 2014], gdzie można 
znaleźć różne regresyjne charakteryzacje wolnych zmiennych loso-
wych, których genezę stanowią twierdzenia z klasycznej statystyki.
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BASIC CONCEPTS OF FREE PROBABILITY THEORY

Summary: Free probability theory was created by Dan Voiculescu, motivated by his efforts 
to understand special classes of von Neumann algebras. In the following we will give, 
mostly from the probability point of view, a survey on some of the basic ideas and results 
of free probability theory and show that in free probability theory, the role of Wigner’s 
semicircle distribution is analogous to that of the normal distribution in classical probability 
theory.
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