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Streszczenie: Teoria Voiculescu dotyczaca wolnej probabilistyki, ktora zostata wprowadzo-
na w kontekscie badan algebr operatorowych, zyskuje dzisiaj coraz wieksza popularnos¢,
zaskakujac wielu naukowcow swoimi analogiami z klasyczng teoriag prawdopodobienstwa.
Celami artykutu sg krotki opis metod wolnej probabilistyki oraz ukazanie, dlaczego rozktad
Wignera o gesto$civ4 —x” / 2z, pemi funkcje rozktadu Gaussa w nieprzemiennym kon-
tekscie.

Stowa kluczowe: wolna probabilistyka, rozktad Wignera, rozktad Gaussa.

1. Wstep

Probabilistyka nieprzemienna jest stosunkowo mtoda dziedzing mate-
matyki, zyskujaca coraz wigksza popularnos¢. Jej korzeni nalezy upa-
trywac¢ w pracach D. Avitzoura [1982] i D.V. Voiculescu [1985], w kto-
rych zostato sformutowane pojecie iloczynu wolnego C*-algebr, ktore
dalo poczatek teorii zwanej obecnie wolng probabilistyka. Mowiac
o genezie wolnej probabilistyki, nalezy wspomnie¢ o waznym wyniku
M. Bozejki [1975], gdzie pojawiaja si¢ liczby Catalana, bedagce momen-
tami miary Wignera. Nastepnie okazato sig¢, ze byl to szczegdlny przypa-
dek Centralnego Twierdzenia Granicznego dla zmiennych losowych
powiazanych z wolng probabilistyka. Jednoczesnie zauwazono, ze teo-
ria ta przypomina klasyczng probabilistyke, jednakze klasyczne pojgcie
niezalezno$ci zmiennych losowych jest zastgpione wolng niezaleznos$cia.
Zaobserwowano, ze w nieprzemienny kontekst mozna przenies¢ twier-
dzenia znane z klasycznego rachunku prawdopodobienstwa, takie jak
Centralne Twierdzenie Graniczne lub graniczne twierdzenie Poissona.

Wolna probabilistyka nie jest jedyna, na ktorej skupili si¢ naukow-
cy. Warto w tym miejscu wspomnie¢ o probabilistyce boolowskiej, kto-
ra wywodzi si¢ z pojecia regularnego iloczynu wolnego, badanego
w kontekscie funkcji okreslonych na iloczynie wolnym grup przez
M. Bozejke [1986] oraz o warunkowo wolnej probabilistyce wywodza-
cej si¢ z pracy [Bozejko i in. 1996]. Wazna konstrukcje wprowadzit
takze N. Muraki [2001], ktory dal poczatek tak zwanej monotonicznej
probabilistyce.
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W klasycznej probabilistyce fundamentalnym obiektem badanym jest
uktad (Q, F, P) sktadajacy sie z niepustego zbioru Q nazywanego prze-
strzenig zdarzen elementarnych, okreslonego na nim c-ciala F nazywa-
nego przestrzenig zdarzen losowych oraz okreslonej na F (dodatniej)
unormowanej miary P. Zmienne losowe w niekomutatywnej probabili-
styce to elementy algebry A stowarzyszone z funkcjonatem liniowym .
Kluczowa role¢ w niekomutatywnej probabilistyce odgrywa algebra ze
stanem, dlatego tez mozemy zdefiniowa¢ niekomutatywng przestrzen
probabilistyczng jako pare (A, 1), gdzie A jest zespolong *-algebra z
jedynka oraz dodatnim funkcjonatem liniowym tj. 7(XX*) > 0 takim, ze
7(l) = 1. Wowcezas ograniczong niekomutatywng zmienng losowa be-
dzie samosprzgzony element X € A. Poprzez rozklad rozumiemy ciag
momentow 7(X"), gdzie n = 0, 1, .... Wiedzac, ze cigg momentow jest
ciggiem dodatnio okreslonym, mozemy okresli¢ miarg probabilistyczng
na prostej p taka, ze 7(X") = | X'u(dx). W celu nadania duszy niekomuta-
tywnej przestrzeni probabilistycznej nalezy wprowadzi¢ jeszcze poje-
cie niezalezno$ci. Istnieje wiele mozliwosci, ktore zalezg od konkretne-
go modelu, np. klasyczna (tensorowa), wolna, warunkowa, boolowska
lub monotoniczna niezalezno$¢. W niniejszym artykule skupimy si¢
na wolnej niezalezno$ci. W niniejszej pracy miary probabilistyczne na
prostej rzeczywistej bedziemy oznaczaé przez Prob(R).

Wielomiany ortogonalne

Niech u € Prob(R) bedzie miarg probabilistyczng majaca wszystkie
momenty skonczone, tzn. dla wszystkich £ € N mamy

m, ()= [t d () [< o (1)

Rodzing tych miar probabilistycznych, ktore maja skonczone mo-

menty rzedu k bedziemy oznaczali Prob®(R). Miary probabilistyczne,
majace wszystkie momenty skoficzone, mozemy stowarzyszy¢ z mo-
nicznymi wielomianami ortogonalnymi postaci

Po()=1,p(x)=x-0q
(x - an)pn (x) = Pua (x) + ﬁn—lpn—l (X), (2)

gdziea ,f €R,B >0orazn=1,.... Wiclomiany ortogonalne spetniajg
zaleznos¢

P; (%) py (x)d pu(x) = 5j,kﬂ0ﬂl B (3)

J.Supp(;t)
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Parametry a , 8, sq nazywane wspolczynnikami Jacobiego. Fakt, ze [ starysTyczny

a , B, sg wspotczynnikami Jacobiego, bedziemy oznaczali
T (ao, a, a,, ] @)
“)= :
ﬁo ) ﬁ] ) ﬁz 5 e

Symetryczne miary, majace wszystkie momenty, mozna scharakte-
ryzowac przez warunek o, = 0 dla kazdego n > 0.

Nr 14(20)

Transformata Cauchy’ego

Jednym z najwazniejszych pojg¢ wystepujacych w wolnej probabilisty-
ce jest transformata Cauchy’ego, ktora zastepuje transformate Fouriera
w klasycznej probabilistyce.

Definicja 1. Niech u € Prob(R). Wowczas transformate Cauchy ‘ego mia-
ry woznaczymy przez G (z) oraz zdefiniujemy jq dla z € Cr={s+tis,
t € R, t> 0} jak ponizej

G, ()= [, ——du(), 5)

Transformata Cauchy’ego G#(z) jest zdefiniowana w gornej pot-
ptaszczyznie C* = {s + ti| s, t € R, t> 0} 1 przyjmuje wartoéci w dolnej
C = {s+ti|s, t € R, t>0}. Zachodzi bardzo wazny zwigzek pomig¢dzy
transformata Cauchy’ego a miarg probabilistyczng majaca wszystkie
momenty skonczone. Dla 4 € Prob(R) transformatg Cauchy’ego mozna
przedstawi¢ w postaci utamka tancuchowego postaci

G,(2)=

(6)

gdzie wspotczynniki o, B, sg takie, jakie wynikajg z wiclomianow
ortogonalnych opisanych przez rdwnanie (2). W przypadku gdy miara u
ma zwarty no$nik, utamki tancuchowe zbiegaja do transformaty Cau-
chy’ego (dowdd mozna znalez¢ w [Chihara 1978], podrozdziat 4 roz-
dziatu III). Relacja pomig¢dzy transformata Cauchy’ego Gﬂ(z) a funkcja
generujagcg momenty M, (z) = ZZom B ())z' dla u € Prob(R) jest naste-
pujaca
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dla z w pewnym otoczeniu zera.

Definicja 2. Niech w = {V,, ..., V} bedzie niepustq partycjq zbioru
{1, ..., n}, tzn. V, # & sq niepustymi, roztgcznymi zbiorami, ktorych
suma mnogosciowa daje {1, ..., n}. Wowczas partycje © nazywamy nie-
przecinajgcq sie, jezelia, c € Vorazb de V gdziea< b < c<dimplikuje
i = J. Zbior V, € m nazywamy ‘blokiem parlycyz n. W nieprzecinajgcych
sie parlyqach m, blok V, jest wewnetrzny, jezeli istniejq a, b ¢ V, (gdzie
a i b sqg w pewnym innym bloku partycji ) oraz dla wszystkich x € V,
mamy a < x < b, w przeciwnym razie blok ten jest nazywany blokiem
zZewnetrznym.

Wszystkie zbiory zewngtrzne partycji o bedziemy oznaczali przez
Out(o), za$ wewnetrzne Inn(o). Rodzing nieprzecinajacych si¢ party-
cji zbioru {1, ..., n} oznaczymy za pomocg NC(n). Przez gltebokos¢
d (V) bloku V, w partycji = rozumiemy liczbg jego blokow zewngtrz-
nych wraz z nim samym. W szczego6lnosci, jezeli nie istnieja bloki ze-
wnetrzne wzgledem V, to d (V)) = 1. Dla przyktadu na rys. 1 zaznaczo-
no wszystkie nieprzecinajace si¢ partycje zbioru {1, 2, 3, 4}.

1 I I I I I O O O O O
123 4 1234 123 4 1223 4 123 4 1234 123 4
cheb el b rrrl e brh e m
1234 1 4 123 4 12 4 123 4 12 3 4 12 3 4

Rys. 1. Nieprzecinajace si¢ partycje zbioru {1, 2, 3, 4}, tj. NC(4)

Zrédto: opracowanie wlasne.

Momenty miary probabilistycznej mozemy obliczy¢ (znajac wspot-
czynniki Jacobiego), korzystajac z ponizszego twierdzenia (zobacz Twier-
dzenie 5.1 z pracy [Accardi, Bozejko 1998]).

Twierdzenie 1. Dla miary probabilistycznej i o zwartym nosniku mamy

m,m= > ]] Aa, 5 Il B, s 3
veNC ,(n)B;evi|B|=2 B;evi[B,|=1
gdzie NC1’2(n) jest zbiorem wszystkich nieprzecinajacych si¢ partycji
zbioru {1, ..., n}, takich, ze kazdy blok partycji ma liczebnos¢ jeden
badz dwa, tzn. |B| = 1 lub |B| = 2, za$ d (B) jest gl¢bokoscig bloku B,
W partycji v.
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3. Wolna probabilistyka STATYSTYCZNY

Cze¢$¢ ta poswiecona jest opisaniu wolnej probabilistyki. Analogicznie ¥Nr1420
jak w klasycznej probabilistyce, istotng role odgrywa tutaj pojecie nie-
zaleznosci.

Definicja 3. Rodzing podalgebr A, — A nazywamy wolnie niezaleznymi,
jezeli
o(a,---a,)=1(a))-7(a,) =0, )

oile 7(a;)=0, a; eAij, j=Ll..,n oraz i, #i,#...#i

N

Wolny splot jest okreslony analogicznie jak w klasycznej proba-
bilistyce, z tym wyjatkiem, ze pojecie klasycznej niezaleznosci jest
zastgpione wolng niezaleznoscig.

Definicja 4. Dwie zmienne losowe X, Y € (A, 1) sq wolnie niezalezne,
jezeli generowane przez te zmienne algebry (dwie) sq wolnie niezalezne.
Dla dwéch miar probabilistycznych p, oraz v, o zwartych nosnikach
definiujemy ich wolny splot u, @ v ' jako rozktad sumy X+ Y € A, gdzie
X, Y € A sq wolnie niezalezne oraz majq odpowiednio rozktady ji, i v,.

Powyzsza koncepcja zostala wprowadzona z idei wolnego produktu
niekomutatywnych przestrzeni probabilistycznych. Dla danych dwdch
przestrzeni (A, 7)) oraz (A,, z,) definiujemy A = A * A  jako wolny
produkt z amalgamaqq jedynek?, tzn. jest to * algebra generowana
przez utozsamione jedynki oraz stowa postaci a/b’'...a"b", gdzie
a eA,b €A, ki,jeNorazi,j>0,i,j =>0. Stan T=7T, % T,
definiujemy jako stan spelniajacy relacje (9). Woéwcezas mamy
17| AT Algebry wolnie niezalezne A, sg naturalnie wlozone w A,
ponadto jesli X e A orazYe A, to My o (n)y=7t( X+Y)").Przyktad
niech CX, ..., X ) oznacza algebrq *wiclomianow nieprzemiennych.
Niech W b¢d21e dowolnym wielomianem wielu zmiennych, wowczas
definiyjemy (w(X,, ..., X)) = w(0, ..., 0) — tj. staly wspolczynnik.
Wéwczas podalgebry A, = (X)) sa wolnie niezalezne.

Role logarytmu transformaty Fouriera w wolnej probabilistyce
odgrywa tak zwana R-transformata zdefiniowana ponizej

R#(Z):G;I(Z)—I/Z. (10)

dla z w pewnym otoczeniu zera.

! Autor chcialby zaznaczy¢, ze wolny splot oznaczamy znakiem @.
* Jedynki s3 utozsamiane e, = e, = e.
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R-transformata linearyzacje wolny splot, tzn. jezeli x oraz v sg mia-
rami probabilistycznymi (odpowiadajacych dwom wolnie niezaleznym
zmiennym losowym) na R, to mamy

Ry@v(z):Rﬂ(z)_'_Rv(Z)‘ (11)
Jezeli zmienna X ma rozklad u, to stosujemy oznaczenie
Ry=R,=R e

Definicja 5. Niech (X, ..., X ) oznacza algebre wielomianow nieprze-
miennych generowanych przez zmienne X, ..., X . Wolne kumulanty
zmiennych losowych X, ..., X sq to k-liniowe odwzorowania R,_: C(X,,

..., X ) — C zdefiniowane rekurencyjnie

(X, X,..X,)= Z R(X,X,,...X,), (12)
veNC(n)

gdzie
R (X, X,,...X, ) =1, R,(X, :ieB), (13)

gdzie |B| jest liczbg elementow bloku B. W przypadku ciagow statych
uzywamy oznaczenia R (X) = R (X, ..., X). Dla przyktadu obliczymy
pierwsze trzy momenty:

7(X) = R (X),

7(X*)=R/(X)* +R,(X) — zob. rys. 2,

7(X*)=R(X)’ + R,(X)’ +3R (X)R,(X) — zob. rys. 3.

11 T

Ri(X)2  Rx(X)

Rys. 2. Nieprzecinajace si¢ partycje zbioru {1, 2} wraz z odpowiadajacymi im kumulantami

Zrodto: opracowanie wlasne.

11 TT1 | 1 (11 1]
RU(X)®  Rs(X) RIDR(X)  R(XR(X)  RU(X)RA(X)

Rys. 3. Nieprzecinajace si¢ partycje zbioru {1, 2, 3} wraz z odpowiadajacymi im
kumulantami

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Istnieje zwigzek pomigdzy R-transformata zmiennej X zdefiniowane;j
w (10) a wolnymi kumulantami miary u , mianowicie mamy

RﬂX (2)= ;Riﬂ (X)Zia
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mozna poda¢ réwnowazng definicj¢ wolnej niezaleznosci (ktora jest

taka sama jak w przypadku klasycznych kumulant — zob. na przyktad

[Nica, Speicher 2006]).

Nr 14(20)

Twierdzenie 2. Zmienne losowe X,, ..., X sq wolnie niezalezne,
jezeli dla kazdego n > 2 oraz niestatego ciggu Y € {X,, ..., X }, gdzie
i € {l,..., k} (dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej k dostaniemy
R(Y,...,Y)=0.

Zbiezno$¢ wzgledem rozkladu
Aby w petlni moc okresli¢ dalsze pojecia, musimy jeszcze zdefinio-
wac typ zbieznosci.

Definicja 6. Mowimy, Ze cigg elementéw X, € (A, 1) jest zbiezny wzgle-
dem rozktadu do elementu X € A, jezeli cigg momentow a, zbiega do a,
izn.

limz (X)) =7(X")

n—>0

d
dla wszystkich n € N. Fakt ten bedziemy oznaczali X, > X .

4. Rozklad Wignera

Role rozktadu Gaussa w wolnej probabilistyce peini rozktad Wignera,
tzn. przy odpowiednim unormowaniu zachodzi wolne Centralne Twier-
dzenie Graniczne.

Znormalizowanym rozktadem Wignera u nazywamy rozktad, ktory
mozna opisa¢ za pomoca transformaty Cauchy’ego-Stieltjesa, postaci

e R (14)
-

1

Z—7

z —

gdzie galaz pierwiastka kwadratowego powinna by¢ tak wybrana, aby
dla 3(z) > 0 byto S(Gp(z)) <0 (zob. [Saitoh, Yoshida 2001]). Rownanie
(14) opisuje rozktad o Sredniej zero i wariancji jeden. Gegsto$¢ miary u
jest rowna

4-x’

2r
gdzie—-2 <x<+2.Przy przyjetej parametryzacji, wielomiany ortogonalne
dla miary u spetniajg zaleznos¢

dx, (15)
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Neuen B gdzie p (x) = 1, p,(x) = x lub rownowaznie parametry Jacobiego sg po-
staci
T = 0, 0, 0, 0, ... (17)
a , 1, 1, 1, '
Funkcja generujagca momenty odpowiadajaca rdwnaniu (14), jest
postaci
_ _ 2
M@):lgﬂ(lj:#, (18)
z z 2z

dla |z| wystarczajaco matych. R-transformata odpowiadajaca M(z) jest
roéwna Rﬂ(z) =z.

Artykul ten chcielibySmy zakonczy¢ Centralnym Twierdzeniem
(zob. na przyktad [Nica, Speicher 2006]) w wolnej probabilistyce, ktore
bardzo dobrze pokazuje analogie wolnej probabilistyki z klasyczna.

Twierdzenie 3. Niech X, € (A, 1) dla i € {1, ..., n} bedzie ciggiem
zmiennych losowych wolnie niezaleznych i o tym samym rozktadzie.
Ponadto zatozmy, ze (X) =0 oraz (X)) =l dlai € {1, ..., n}, wowczas

DX,

. ! d

sy,

Jn

gdzie s jest znormalizowanym rozktadem Wignera.

Powyzsze twierdzenie jest jednym z wielu w wolnej probabilistyce,
ktore w jakims$ sensie wywodzi si¢ z klasycznej probabilistki. Zaintere-
sowanym czytelnikom polecam prace [Bozejko, Bryc 2006; Ejsmont
2012, 2013, 2014; Szpojankowski, Wesotowski 2014], gdzie mozna
znalez¢ rozne regresyjne charakteryzacje wolnych zmiennych loso-
wych, ktorych genezg stanowia twierdzenia z klasycznej statystyki.

Literatura

Accardi L., Bozejko M., 1998, Interacting Fock spaces and gaussianization of probability
measures, Infinite Dimensional Analysis Quantum Probability and Related Topics,
no. 1 (4), s. 663-670.

Avitzour D., 1982, Free products of C*-algebras, Transactions of American Mathematical
Society, vol. 271, s. 423-465.

Bozejko M., 1975, Sets with minimal constant in discrete noncommutative groups, Pro-
ceedings American Mathematical Society, vol. 51, s. 407—412.



Podstawowe pojgcia wolnej probabilistyki 73 )

J SLASKI
PRZEGLAD

Bozejko M.,, 1986, Positive definite functions on the free group and the noncommutative | STATYSTYCZNY

Riesz product, Bollettino dell’Unione Matematica Italiana A, no. (6) 4, s. 13-21.

Bozejko M., Bryc W., 2006, On a class of free Lévy laws related to a regression problem, §Nr14(20)
Journal of Functional Analysis, vol. 236, s. 59-77.

Bozejko M., Leinert M., Speicher R., 1996, Convolution and limit theorems for conditio-
nally free random variables, Pacific Journal of Mathematics, vol. 175 no. 2, s. 357—
—388.

Chihara T.S., 1978, An Introduction to Orthogonal Polynomials, Mathematics and Its
Applications, vol. 13, Gordon and Breach Science Publishers, New York.

Ejsmont W., 2012, Laha-Lukacs properties of some firee processes, Electronic Communica-
tions in Probability, vol. 17, no. 13, s. 1-8.

Ejsmont W., 2013, Noncommutative characterization of free Meixner processes, Electronic
Communications in Probability, vol. 18 no. 22, s. 1-12.

Ejsmont W., 2014, Characterizations of some free random variables by properties of con-
ditional moments of third degree, Journal of Theoretical Probability, vol. 27, no. 3,
s. 915-931.

Muraki N., 2001, Monotonic independence, monotonic central limit theorem and monoto-
nic law of small numbers, Infinite Dimensional Analysis, Quantum Probability and
Related Topics, vol. 4, no. 1, s. 39-58.

Nica A., Speicher R., 2006, Lectures on the Combinatorics of Free Probability, London
Mathematical Society Lecture Notes Series 365, Cambridge University Press, Cam-
bridge.

Saitoh N., Yoshida H., 2001, The infinite divisibility and orthogonal polynomials with a
constant recursion formula in free probability theory, Probability and Mathematical
Statistics, vol. 21, no. 1, s. 159-170.

Szpojankowski K., Wesotowski J., 2014, Dual Lukacs regressions for non-commutative
variables, Journal of Functional Analysis, vol. 266, no. 1, s. 36-54.

Voiculescu D. V., 1985, Symmetries of some reduced free product *-algebras, [w:] Operator
Algebras and Their Connections with Topology and Ergodic Theory, Lecture Notes in
Mathematics 1132, Springer, Berlin,, s. 556588,

BASIC CONCEPTS OF FREE PROBABILITY THEORY

Summary: Free probability theory was created by Dan Voiculescu, motivated by his efforts
to understand special classes of von Neumann algebras. In the following we will give,
mostly from the probability point of view, a survey on some of the basic ideas and results
of free probability theory and show that in free probability theory, the role of Wigner’s
semicircle distribution is analogous to that of the normal distribution in classical probability
theory.

Keywords: free probability theory, Wigner’s distribution, Gauss distribution.








