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ANALIZA DANYCH PANELOWYCH  

Z WYKORZYSTANIEM G !BI REGRESYJNEJ 

 
Streszczenie. W artykule proponuje si  odporne podej!cie do estymacji parametrów liniowe-

go modelu mieszanego dwóch zmiennych wykorzystuj"ce koncepcj  g# bi regresyjnej. Wybrane 

w#asno!ci proponowanego podej!cia porównuje si  z w#asno!ciami powszechnie wykorzystywa-

nego uogólnionego estymatora najmniejszych kwadratów. 

S"owa kluczowe: G# bia regresyjna, Dane panelowe, Liniowy model mieszany. 

 

I. WPROWADZENIE 

 

W powszechnie wykorzystywanym w praktyce modelu liniowym pierwsze-

go stopnia na ogó# zak#ada si , $e obserwacje s" pobierane z tej samej populacji, 

s" niezale$ne i o takim samym rozk#adzie (losowo!% pojawia si  na poziomie 

b# du pomiaru). W przypadku analizy regresji prowadzonej z wykorzystaniem 

modeli mieszanych stosuje si  mniej restrykcyjne za#o$enia. Mianowicie dane 

mog" tworzy% skupiska. Zak#adamy, $e obserwacje pomi dzy skupiskami s" 

niezale$ne jednak, nie musz" by% niezale$ne wewn"trz skupisk. Modele, w któ-

rych rozwa$a si  jedynie ustalone poziomy zmiennych obja!niaj"cych nazywane 

s" modelami z ustalonymi poziomami, modele, w których rozwa$a si  jedynie 

losowe poziomy zmiennych obja!niaj"cych nazywa si  modelami z poziomami 

losowymi
1
. W zastosowaniach ekonomicznych modele mieszane posiadaj" 

wi ksze mo$liwo!ci, poniewa$ na ogó# zjawiska ekonomiczne odznaczaj" si  

jednocze!nie ustalonymi jak i losowymi efektami (niewyja!niona wariancja, 

ró$ne &ród#a wariancji). Modele mieszane s" szczególnie odpowiednie w przy-

padku modelowania uk#adów ekonomicznych wykazuj"cych niejednorodno!% 

odpowiedzi na sygna# reprezentowany przez zmienne obja!niaj"ce.  

Przypomnijmy, $e tzw. klasyczny model prostej regresji dwóch zmiennych 

jest postaci:  

                                                 
  Dr, Katedra Statystyki, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie. 
1 W kontek!cie analizy danych panelowych wyró$nia si  w literaturze ekonometrycznej 

(patrz Greene 2005) m. in. modele z  ustalonymi poziomami (dopuszcza si  specyficzne dla skupi-

ska sta#e), modele z charakterystycznymi dla skupiska efektami losowymi (dodatkowe &ród#o 

niepewno!ci) nieskorelowanymi z regresorami, modele z losowymi parametrami, modele w któ-

rych oczekiwana warto!% parametru zale$y od skupiska. Prezentowany w niniejszej pracy estyma-

tor nawi"zuje do ostatniego przypadku.  
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 k k ky x ! " ! ! , 1,...,k K , (1) 

 

gdzie k"  s" niezale$nymi zmiennymi o identycznym rozk#adzie o przeci tnej 

zero i takiej samej wariancji 2# . 

W przypadku modelu mieszanego na obserwacje patrzymy z punktu widze-

nia: 

 

 0 1 0 1ij ij i i ij ij

losowe bladustalone

y x x! !   " ! ! ! !
 !!!!!"  "#$$$$%$$$$&

,  1,...,i N , 1,..., ij n ,  (2) 

gdzie: 

 i " oznacza i  te skupisko, 

in " liczba obserwacji w i " tym skupisku, 

0!  – wyraz wolny u!redniony dla ca#ej populacji 

1!  – nachylenie u!rednione dla ca#ej populacji 

0i  – efekt losowy dotycz"cy wyrazu wolnego w i  tym skupisku 

1i ijx  – efekt losowy dotycz"cy nachylenia w i  tym skupisku 

ij" "
 
niezale$ne b# dy o takim samym rozk#adzie i o tej samej wariancji 2# . 

Na ogó# przyjmuje si , $e 2~ (0, )ij eN" # , 2
0 0 0~ ( , )i iN m # , 

2
1 1 1~ ( , )i iN m #  s" wzajemnie niezale$ne. 

W najprostszym przypadku liniowego modelu mieszanego zak#adamy, $e 

losowe s" jedynie wyrazy wolne. Przy tych samych oznaczeniach model przyj-

muje wówczas posta%: 

 

0 1 0ij ij i ij

losowe bladustalone

y x! !  " ! ! !
 "  "#$$$$%$$$$&

,  1,...,i N , 1,..., ij n . (3) 

  

Modele mieszane wydaj" si  by% u$yteczne np. w badaniach zwi"zków po-

mi dzy zmiennymi w uj ciu gmin z uwzgl dnieniem podzia#u na województwa, 

w badaniu dochodów i wydatków konsumpcyjnych z uwzgl dnieniem grupy 

dochodowej itd. Modele mieszane mo$na stosowa% w przypadku danych pane-

lowych to znaczy wówczas, gdy dane dotycz" poszczególnych jednostek prze-

krojowych w d#u$szym czasie (wi cej ni$ jednym okresie). Zauwa$my, $e zalet" 

danych panelowych jest mo$liwo!% z#agodzenia za#o$e', które domy!lnie s" 

przyjmowane w analizie danych przekrojowych 
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Modele definiowane równaniami 2 i 3 s" przypadkami szczególnym linio-

wego modelu mieszanego zaproponowanego przez Laird’a i Ware’a w 1982 

roku: 

 

  i i i i i ! !y x # Z b $ , 1,...,i N , (4) 

 

gdzie: 

iy  – jest 1in #  wektorem zmiennej obja!nianej w i  tym skupisku ( in  od-

powiedzi jednostek z i  tego skupiska) 

ix  – jest in m#  macierz" ustalonych efektów w i  tym skupisku. 

#  – jest u!rednionym dla wszystkich skupisk wektorem parametrów zwi"-

zanych z ustalonymi efektami (z zale$no!ci" deterministyczn" pomi dzy zmien-

nymi), 

iZ  – jest in k#  macierz" eksperymentu efektów losowych w i  tym skupi-

sku (macierz z#o$ona z zer i jedynek wskazuj"ca, które ze wspó#czynników przy 

zmiennych obja!niaj"cych traktujemy jako losowe). 

i$  – 1in #  wektor b# dów dla i  tego skupiska, wektor o niezale$nych 

sk#adowych, ka$da o przeci tnej zero i wariancji 2# . 

ib  – jest 1k#  wektorem parametrów zwi"zanych z efektami losowymi  

w i  tym skupisku, wektor o zerowej przeci tnej i macierzy kowariancji 

2
* # D D . 

Zak#adamy, $e macierz t
i i$ X X jest nieosobliwa oraz, $e in m%$  dla 

zapewnienia identyfikowalno!ci modelu (6) wzgl dem # . Dla zapewnienia 

identyfikowalno!ci modelu (4) wzgl dem 2#  i D , zak#adamy, $e przynajmniej 

jedna macierz ti iZ Z  jest dodatnio okre!lona oraz, $e 

1

( ) 0
N

i
i

n k
 

" %$ .  

Model 4 szacuje si  najcz !ciej metod" najwi kszej wiarygodno!ci przy za-

#o$eniu, $e 
2~ ( , )

ii nN #$ 0 I , 2~ ( , )i N #b 0 D . Przy takich za#o$eniach model 

4 mo$na zapisa% w nast puj"cej postaci brzegowej 

 

  & '2~ , ( )
i

t
i i n i iN # !y X# I Z DZ , 1,...,i N . (5) 
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Okazuje si , $e ustalaj"c macierz D , logarytm wiarygodno!ci dla modelu  

4 maksymalizowany jest przez uogólniony estymator najmniejszych kwadratów: 

  

 

1

1 1

1 1

ˆ ( ) ( )
N N

t t t t
UNK i i i i i i i i

i i

"

" "

  

( ) ( )
* + * + ! !* + * +
* + * +, - , -
$ $# X I Z DZ X X I Z DZ y . (6) 

 

Zauwa$my, $e w specjalnym przypadku, gdy  D 0 , estymator (6) spro-

wadza si  do zwyk#ego estymatora najmniejszych kwadratów 

 

 
& ' & '

1ˆ t t
NK i i i i

"
 $ $# X X X y . (7) 

 

Model definiowany równaniem (4) mo$e pojawi% si  przyk#adowo w nast -

puj"cej sytuacji. Rozwa$amy grup  N  przedsi biorstw nale$"cych do ró$nych 

sektorów gospodarki. W przypadku ka$dego sektora badamy jak si  ma zysk 

przypadaj"cy na pracownika wzgl dem p#acy pracownika, jego sta$u pracy, 

!wiadcze' socjalnych, efektywno!ci pracy. Przypu!%my, $e interesuje nas p#acy 

od pozosta#ych zmiennych zale$no!% przyrostu naturalnego od pozosta#ych 

zmiennych. Kluczowym dla stosowalno!ci modelu 4 w przedstawionej sytuacji 

jest za#o$enie, $e struktura zale$no!ci nie zmienia si  od sektora do sektora co 

oznacza, $e wektor nachyle' !  jest ustalonym wektorem.  

Model z losowymi wyrazami wolnymi wydaje si  bardziej realistyczny ni$ 

model klasyczny, gdy$ dopuszcza charakterystyczny dla ka$dego z sektorów 

oddzielnie, poziom p#acy. 

Uogólniony Estymator NK podobnie jak zwyk#y estymator NK jest skrajnie 

nieodporny na jednostki odstaj"ce, punkt za#amania wektora parametrów wynosi 

0%.  

Eksperymenty symulacyjne prowadzone przez autora z wykorzystaniem pa-

kietu !rodowiska R {lmm} wskazuj" na nisk" efektywno!% estymatora UNK  

w przypadkach, gdy wariancja efektów losowych jest istotnie wi ksza od wariancji 

b# du oraz gdy wariancja efektów losowych lub wariancja b# du s" nieznane. 

 

II. PROPOZYCJA ODPORNEGO ESTYMATORA  

WYKORZYSTUJ%CEGO KONCEPCJ! G !BI REGRESYJNEJ 

 

Brak odporno!ci typowych estymatorów parametrów liniowego modelu 

mieszanego sk#aniaj" autora do przedstawienia propozycji odpornego estymatora 

parametrów takiego modelu wykorzystuj"cego koncepcj  g# bi regresyjnej Ro-

usseeuw i Hubert (1998). 
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Zaznaczmy, $e znane s" w literaturze alternatywne propozycje odpornych 

estymatorów oraz testów odnosz"cych si  do parametrów liniowego modelu 

mieszanego. Przyk#ad stanowi" prace Huggins i Staudte (1994) b"d& Welsh  

i Richardson (1997) (wa$ona funkcja wiarygodno!ci, problemy z odstawaniem 

co do zmiennych obja!niaj"cych, z#o$ono!% obliczeniowa), S " estymatory  

o wysokim punkcie za#amania proponowane przez Copt i Victoria – Feser 

(2005) (rozszerzyli definicj  wielowymiarowych S- estymatorów na przypadek 

liniowych modeli mieszanych), MM- estymator zaproponowany przez Copt  

i Hertier (2006). Ostatnie dwie propozycje zak#adaj" wielowymiarow" normal-

no!% rozpatrywanych uk#adów. Za#o$enie to cz sto nie jest spe#nione w przy-

padku uk#adów ekonomicznych.  

Powszechnie znany jest fakt, $e metoda najmniejszych kwadratów jest roz-

szerzeniem na zagadnienie regresji !redniej arytmetycznej. Rozszerzenie media-

ny Tukey’a na zagadnienie regresji zosta#o zaproponowane przez Rousseeuw  

i Hubert (1998). Rozwa$my zbiór danych nZ  o p–1 zmiennych obja!niaj"cych 

,1 , 1( ,..., )i i i px x " x
 
i zmiennej obja!nianej 

iy  dla 1,...,i n . W zagadnie-

niu regresji szukamy dopasowania postaci 0 1 1 1 1... p py b b x b x" " ! ! !  dla 

pewnego 0 1( ,..., ) p
pb b " .b ' , gdzie 1 1,..., pb b "  to parametry nachylenia, 

0b  to wyraz wolny. G"&bia regresyjna Rousseeuw i Hubert mo$liwego dopa-

sowania b  wskazuje jak dobrze równanie regresji wyznaczone przez b  pasuje 

do danych. Autorzy definiuj" g# bi  regresyjn" mo$liwego dopasowania 

p.b '  wzgl dem próby ( , )i iyx  jako 

 

  
1

( )
( , ) 1 min 0, 0n ti

it
i

r
GR n

 

/ 01 11 1 2 34 5
1 11 16 7

'

b
b Z x '

x '
, (8) 

gdzie p.' ' , ( )ir b oznacza i – t" reszt  regresji.  

Estymator maksymalnej g"&bi regresyjnej definiujemy jako  

 

  ( , ) argmax ( , )n nMAXGR GR
b

b Z b Z  (9) 

 

Estymator maksymalnej g# bi regresyjnej Rousseeuw i Hubert odznacza si  

punktem za#amania bliskim 30%, dobr" szybko!ci" zbie$no!ci oraz efektywno-

!ci". O modelu generuj"cym dane zak#adamy jedynie, $e warunkowa mediana 

odpowiedzi jest liniowa wzgl dem zmiennych obja!niaj"cych. Estymator ten 

radzi sobie z heteroskedastyczno!ci", autokorelacj" i sko!no!ci" b# du.  
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PROPOZYCJA: Przypu!%my, $e dysponujemy prób" obserwacji par 

zmiennych obja!nianej i obja!niaj"cej w podziale na skupiska jak w modelu 

definiowanym przez (3)  Oznaczmy przez in

i  zbiór par obserwacji y  i x  w i  tym 

skupisku tzn. 

 

& '1 1 2 2( , ) ( , ) ...( , )i

i i

tn t t t
i i i i i in iny x y x y x  , 1,...,i N , 

 

oraz oznaczmy przez   wszystkie obserwacje tzn. 1
1 ... Nn n

N 8 8   . 

Niech 0 1ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )in

i i i ib DR b b b    oznacza estymator maksymalnej g# bi 

regresyjnej wyrazu wolnego i nachylenia w i-tym skupisku. Niech 

0 1ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )in

ib DR b b b    oznacza estymator maksymalnej g# bi regresyjnej 

wyrazu wolnego i nachylenia dla wszystkich rozpatrywanych obserwacji. Uzy-

skamy oszacowania prostego liniowego modelu mieszanego jako: 

1
1

ˆDR b!   – nachylenie dla wszystkich rozpatrywanych skupisk, 

0
0

ˆDR b!   – wyraz wolny dla wszystkich rozpatrywanych skupisk, 

0 0 0
DR DR DR
i im b b "  – efekt losowy w i-tym skupisku dotycz"cy wyrazu 

wolnego 

1 1 1
DR DR DR
i im b b "  – efekt losowy w i-tym skupisku dotycz"cy nachyle-

nia. 

U pod#o$a powy$szej propozycji le$y prosty pomys#. Obliczamy mianowicie 

oszacowanie maksymalnej g# bi regresyjnej dla wszystkich obserwacji trakto-

wanych #"cznie i oddzielnie dla ka$dego ze skupisk. Na bazie ró$nic pomi dzy 

tymi oszacowaniami obliczamy parametry liniowego modelu mieszanego.  

 

III. WYBRANE W ASNO(CI PROPONOWANEGO ESTYMATORA 

 

W celu zbadania statystycznych w#asno!ci proponowanego estymatora gene-

rowano 1000 prób z#o$onych z 60 obserwacji z punktu widzenia modelu 

 

 

 

2 10

i

ij i ij ij

a

y b x !" # # # , 1, 2,3i " ; 1,..., 20j " ,                 (10) 

 

gdzie ~ (0,10)ij N! ; 1 ~ (2,3)b N , 2 ~ (5,3)b N , 3 ~ (0,2)b N . 
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W celu oceny obci"$enia i efektywno!ci proponowanego estymatora mak-

symalnej g# bi w porównaniu z uogólnionym estymatorem NK – dla ka$dej  

z 1000 prób oszacowano parametry modelu obiema metodami.  

 
Tabela 1. Wyniki symulacyjnego badania nieobci"$ono!ci oraz rozrzutu oszacowa' UNK  

parametrów liniowego modelu mieszanego 

Ocena 

UNK 
  $ 1$  

2$  
3$  

Przeci tna 9.99 2.3 1.86 3.13 1.02 

Wariancja    0.0008   1.85 0.99 2.31 1.97 

       (ród#o: Obliczenia w#asne. 

 
 

Tabela 2. Wyniki symulacyjnego badania nieobci"$ono!ci oraz rozrzutu oszacowa' RDEPTH 

parametrów liniowego modelu mieszanego 

Ocena 

RDEPTH 
  $ 1$  

2$  
3$  

Przeci tna 9.99 3.51   4.16   7.81   2.37 

Wariancja  0.001 4.24 13.01 19.35 18.9 

 (ród#o: Obliczenia w#asne 

 

 

W tabelach 1 i 2 podsumowano wyniki symulacji w zakresie nieobci"$ono-

!ci i rozrzutu estymatorów UNK i maksymalnej g# bi regresyjnej (RDEPTH).  

Z tabel wynika, $e zarówno estymator UNK jak i RDEPTH s" nieobci"$onymi 

estymatorami nachylenia o porównywalnym rozrzucie. Z tabel wynika tak$e, $e 

estymator RDEPTH odznacza si  mniejszym obci"$eniem przy szacowaniu 

efektów losowych ani$eli estymator UNK.  

 

IV. PRZYK AD 

 

Rozwa$my zbiór danych z#o$ony z 69 powiatów województw lubelskiego 

(24), #ódzkiego (23) i ma#opolskiego (22) badanych ze wzgl du na stop  bezro-

bocia rejestrowanego i powierzchni  mieszkania na 1 mieszka'ca (w m
2
) w roku 

2005 (dane GUS). 

Na rys. 1 przedstawiono oszacowane modele regresji dla rozpatrywanych 

zmiennych dla powiatów w ka$dym województwie traktowanych oddzielnie, 

zauwa$my ró$nice co do natury zwi"zku w województwie ma#opolskim oraz 

lubelskim i #ódzkim. Na rys. 2 przedstawiono oszacowany model regresji dla 

rozpatrywanych zmiennych dla powiatów w trzech województwach traktowa-

nych #"cznie. 
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Rys. 1. Powierzchnia mieszkania vs. stopa 

bezrobocia – dane dotycz"ce powiatów trzech 

województw traktowanych oddzielnie. 

Rys. 2. Powierzchnia mieszkania vs. stopa 

bezrobocia – dane dotycz"ce powiatów trzech 

województw traktowanych #"cznie 
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Rys. 3. Powierzchnia mieszkania vs. stopa 

bezrobocia – dane dotycz"ce powiatów  

w trzech województwach – estymator maksy-

malnej g# bi parametrów modelu 

Rys. 4. Powierzchnia mieszkania vs. stopa 

bezrobocia – dane dotycz"ce powiatów  

w trzech województwach – estymator UNK 

parametrów modelu 
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Rys. 5. Powierzchnia mieszkania vs. stopa 

bezrobocia – dane dotycz"ce powiatów  

w trzech województwach – niezale$ne estyma-

tory NK parametrów modelu 

Rys. 6. Powierzchnia mieszkania vs. stopa 

bezrobocia – dane dotycz"ce powiatów  

w trzech województwach – niezale$ne estyma-

tory maks. g# bi parametrów modelu 

 

Na rys. 3 przedstawiono oszacowany liniowy model mieszany z losowym 

wyrazem wolnym proponowan" metod" maksymalnej g# bi regresyjnej. Na rys. 

4 przedstawiono oszacowany liniowy model mieszany z losowym wyrazem 

wolnym metod" UNK. Natomiast na rys. 5 przedstawiono cztery niezale$ne 

modele liniowe ( dla ka$dego województwa i wszystkich danych traktowanych 

#"cznie) szacowane metod" NK. )atwo zauwa$y%, $e proponowany estymator 

prowadzi do trafniejszej prezentacji zjawiska ni$ estymator UNK poniewa$ wy-

ra$a tendencj  specyficzn" dla dwóch (wi kszo!ci obserwacji) województw 

(#ódzkiego i lubelskiego). Na rys. 5 i 6 widzimy natomiast cztery niezale$ne 

modele liniowe wykonane metod" NK (rys. 5) i metod" g# bi regresyjnej (rys. 

6). Metoda g# bi regresyjnej wykazuje przewag  tak$e i w takim przypadku 

lepiej uwzgl dniaj"c tendencj  przewa$aj"cej cz !ci obserwacji. 

 

V. PODSUMOWANIE 

 

Zalet" danych panelowych jest mo$liwo!% weryfikacji oraz z#agodzenia za-

#o$e', które domy!lnie s" przyjmowane w analizie danych przekrojowych. 

Przy stosunkowo #agodnych za#o$eniach dotycz"cych mediany warunkowe-

go b# du punkty za#amania estymatora maksymalnej g# bi w ka$dym ze skupisk 

wynosz" niezale$nie 
1

1
BP

d
 

!

, gdzie d  oznacza liczb  zmiennych obja!nia-

j"cych.  
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Estymator maksymalnej g# bi regresyjnej dobrze radzi sobie ze sko!nymi 

oraz heteroskedastycznymi rozk#adami b# du i efektów losowych. 

Wyniki symulacji wskazuj" na nieobci"$ono!% i zadowalaj"c" „efektyw-

no!%” estymatora maksymalnej g# bi regresyjnej w porównaniu z uogólnionym 

estymatorem NK oraz niezale$nymi ocenami parametrów w skupiskach za po-

moc" zwyk#ego estymatora NK. 
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REGRESSION DEPTH BASED ANALYSIS OF PANEL DATA 

 

Abstract 

 

In this paper a robust approach to the linear mixed model parameters estimation is proposed. 

The approach appeals to the regression depth concept. Selected statistical features of the proposi-

tion in a comparison to a generalized least squares estimator are investigated using Monte Carlo 

approach. 


