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1. WPROWADZENIE

Niewatpliwie zagadnienie postawione w tytule jest wazne i godne za-
stanowienia. Gdyby chodzilo o okreslenie fundamentéw mechaniki w sposob
ogoblny, to trudno$ci, majace wowczas charakter filozoficzny, bylyby praw-
dopodobnie nie do przezwyciezenia. Zamierzam jednak ograniczy¢ sie jedynie
do odpowiedzi, jaka moze dac historia nauki. Trudno$¢ ta nie ma jednak
natury teoretycznej, lecz zasadniczo praktyczna. W istocie nie da si¢ zawrzec
na kilku stronach ogromnej zlozonosci historycznego rozwoju mechaniki.
Totez przyjme¢ nastepujaca metode wykladu. Sposrod dowodow i rozwazan
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i najbardziej znanych; pokaze, ze rozumowania, na ktorych si¢ one opieraja,
wecale nie zastuguja na lekcewazenie, przeciwnie: wiele moga one nas nauczyc,
a nawet nalezy uznaé, ze jest to jedyna droga prowadzaca do stworzenia
,»filozofii” mechaniki, jesli w ogoéle jest to mozliwe.

Zatem najpierw omoOwi¢ dowod na zasade dzwigni Archimedesa, a nastgpnie
przeskakujac kilka stuleci porusz¢ problematyke zasad réwni pochylej i rozkla-
du sit Stevina. Wraz z takimi uczonymi, jak Newton i d’Alembert, bedziemy
mogli zaobserwowac, w jaki sposéb ewoluowaly poglady na ten temat, mimo ze
przez dlugi czas obie te zasady stanowily podstawe mechaniki. Rownoczesnie
bedzie to okazja do pokazania sposobu, w jaki mechanika, pierwotnie nauka
niemal réwnie ,,czysta’” jak matematyka, wraz z pojawieniem si¢ Archimedesa
zaczeta by¢ uznawana za dziedzing po czgSci eksperymentalna. Rownolegle
rozwazymy takze inna zasade, a mianowicie zasad¢ prac wirtualnych. Zobaczy-
my jak duzego znaczenia nabiera ona u Lagrange’a, cho¢ niemal natychmiast
ulega ona zakwestionowaniu, zeby przywolaé tylko przyktad Poinsota.
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2. ARCHIMEDES A ZASADA DZWIGNI

Pochodzacy z III w. p.n.e. dowdéd Archimedesa znajduje si¢ w traktacie
O rownowadze rowni pochylych czy tez Srodkow cigzkoSci rowni pochylych.
Sktada si¢ on z szesciu ,,twierdzen” poprzedzonych szeregiem ,,wymogow”,
czyli postulatow wyrazonych stowami: ,,wymagamy, aby...”. Jednak gdy
czytamy ten tekst po raz pierwszy, odnosimy wrazenie, ze liczba tych wymogow
i twierdzen przestania prostot¢ oraz pomystowos¢ samego dowodu. Tymczasem
zasadnicze jest tu pierwsze twierdzenie pierwszego wymogu: rowne cigzary
zawieszone w rownej odleglosci od punktu podparcia sa w stanie rownowagi.
Wilasnie to nazwe w sposOb niezbyt wilasciwy, lecz gwoli wygody, prawem

rownowagi.

Na rysunku pokazano sposéb, w jaki nalezy roztozy¢ ciezary 3 i 4 od-

. r

powiednio na 6 i 8 rownowazacych si¢ cigzaréw. Zgodnie z prawem rownowagi
calos¢ znajduje si¢ w stanie rownowagi. W rzeczywistosci Archimedes nie
przedstawia tego przykladu, lecz od razu przyjmuje ogélny przypadek dwoch
rownomiernych ciezarow (fatwo mozna sobie wyobrazi¢ sposéb, w jaki mozna
uogolni¢ przedstawiony rozklad). W ostatnim za$§ twierdzeniu uogoélnienie
to rozszerza o przypadek dwoéch nierownomiernych cigzarow (rozumowanie
to nie interesuje nas tutaj, gdyz odnosi si¢ w znacznie wigkszym stopniu
do teorii liczb rzeczywistych niz do mechaniki).

Oryginalny tekst grecki sprawia w tym miejscu wrazenie tak Scistego, ze
ow stynny dowdd musi wywrze¢ wielkie wrazenie na tym, kto styka si¢
Z nim po raz pierwszy. Zawiera on jednak zalozenia, ktdére podwazaja jego
warto$¢, a ktore z biegiem lat zostaly rzeczywiscie zauwazone (przez Huygensa,
Fouriera, Langrange’a, Macha ...). Najstabszym punktem tego dowodu jest
to, ze warunkiem rozkladu jest roOwnowazenie si¢ dwoch identycznych ze
soba ciezardw z jednym cigzarem o podwdjnej wartosci, umieszczonym na
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wertykalnej symetralnej dwoch danych cigzarow. Otdéz prawo rownowagi
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stwierdza jedynie, ze identyczne ze soba cigzary rownowaza si¢ na symetralnej,
lecz nie wskazuje wartosci ich wypadkowej w punkcie podparcia, co nalezatoby
koniecznie dotaczy¢ do postulatow Archimedesa. Niestety, jak wykazuje to
Fourier!, ten nowy ,,wymog” jest logicznie réwnowazny z sama zasada
dzwigni; w rezultacie wydaje si¢, ze Archimedes, pomijajac to co zasadnicze,
stworzy!l jedynie pozorny dowod.

Podczas gdy rzekome rozwiazanie przedstawione przez Huygensa staje
sie przedmiotem tej samej krytyki’, rozwiazania Fouriera i Langrange’a,
majace charakter czysto geometryczny, sa bardzo pomystowe. Rozwiazanie
Fouriera polega na sprowadzeniu uzupelniajacego postulatu réwnowagi
trzech réwnych sit wspolptaszczyznowych tworzacych kat 120° w tym samym
punkcie®.

Rozwiagzanie Langrange’a jest jeszcze bardziej proste: pokazuje mimo-
chodem, ze wielkiemu ,,analitykowi” nie brakowalo intuicji geometrycznej,
wowczas gdy byla mu ona potrzebna®.

3. SIMON STEVIN A PRAWO ROWNI POCHYLEJ ORAZ ROZKEADU SIL

Problem réwnowagi ciala znajdujacego si¢ na réwni pochylej Stevin
rozwiazuje za pomoca nader oryginalnej metody, a mianowicie metody
zakladajacej niemozliwoS¢ istnienia perpetuum mobile.

Krotko mozna jego dowdd przedstawiC nastgpujaco: szereg jednakowych
i w rownym stopniu oddalonych od siebie kul moze przemieszczaé si¢ po
trojkacie ABC (AC poziome, AB i CB wertykalne), takim ze AB = 2BC
i ze dlugosci jego bokow moga zawiera¢ odpowiednio 4 i 2 kule (pozostale
kule umieszczone sa na boku AC). Stevin stwierdza, ze dzialanie 4 kul na
AB powinno rownowazy¢ dziatanie 2 kul na BC. Rzeczywiscie, gdyby tak
nie bylo, jedne kule przewazylyby nad drugimi, a szereg zaczalby si¢ przesuwal
(dzialanie kul umieszczonych na AC nie mialoby zadnego znaczenia). Jednakze
obrot spowodowalby jedynie to, ze kazda kula zostalaby zastapiona przez
nastgpna, a poniewaz te same przyczyny wywoluja te same skutki, ,,ruch

V'J. Fourier, Mémoire sur la statique, ,Journal de I'Ecole Polytechnique” 1798, n® 5,
s. 51-52.

2 W trosce o zwigzloéé rezygnuje z przedstawienia tego rozwiazania. Por. E. Mach, La
méchanique. Exposé historique et critique de son développement, trad. E. Bertrand, Paris 1904
(wydanie oryginalne w jezyku niemieckim ukazalo si¢ w 1883 r.). Nowe wydanie (J. Gabay,
1987, s. 22-25) jest fotokopia wydania z 1904 r.

1. Fourier, Mémoire..., s. 50-51.

*J.L.de Lagrange, Mécanique analytique, t. 1-2, Blanchard, Paris 1965 (nowe wydanie).
Cytaty czerpi¢ z tego wydania; zob. ibidem, t. 1, s. 4. Drugie wydanie tej pracy z 1811 r.
zawiera wiele przypisow, zwlaszcza na pierwszych stronach, poswieconych historii zasad.
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Ow nie mialby konica, co z kolei jest absurdem”. Totez powinna istnie¢
tutaj rébwnowaga, co powoduje, ze dzialanie jednej kuli na AB jest dwa
razy mniejsze niz dzialanie jednej kuli na BC. Wychodzac od tego wyniku
Stevin udowadnia teoremat rozkladu sit, a w kazdym razie w tym przypadku,
w jakim skladowe sa prostopadle wzgledem siebie.

4. POZOSTALE DOWODY NA PRAWO ROZKLADU SIL

Nalezy zauwazyC, ze Stevin przeprowadza swoj dowod odwolujac sig
wylacznie do staryki: caly dowdd opiera si¢ ostatecznie na negacji moz-
liwosci istnienia perpetuum mobile. Nie jest to jedyne mozliwe rozwigzanie.
Mozna réwniez, jak uczynil to Newton w XVII w., wyprowadzi¢ prawo
rozktadu sit na podstawie dynamiki: ,,Cialo wprawione w ruch przez dwie
sily przebiega wskutek ich potaczonego dziatania przekatna rdéwnoleglo-
boku w tym samym czasie, w jakim przebiegatoby osobno jego boki”®.
Poniewaz ruch dokonujacy si¢ w ,,pierwszej chwili” jest proporcjonalny
do sily, zdanie to oznacza, ze sila wypadkowa stanowi diagonalna sit
sktadowych’.

W XVIII w. powstaja jednak nowe dowody o charakterze zardéwno
geometrycznym, jak i analitycznym, a z drugiej strony, o charakterze czysto
statycznym. Do ich powstania przyczynila si¢ w znacznym stopniu rozprawa
Daniela Bernoullego z 1726 r., ktéra w nastgpnym wieku zainspirowala
d’Alemberta, a nawet Poissona i Cauchy’ego. Metoda dowodzenia, zar6wno
u Bernoullego, jak i u d’Alamberta, polega na sprowadzeniu wszystkich
przypadkow do przypadku dwoch rownych sit. Przyjrzyjmy si¢ rozumowaniu
d’Alemberta (1769); poniewaz a jest natezeniem danych sit a 2o ich katem,

5 S. Stevin, Oeuvres (1586), ttum. fr. z 1634 r., wyd. A. Girard wedlug Hypomnemata
mathematica (1608), lacinskiego thimaczenia wraz z uzupelnieniami oryginalu flamandzkiego,
opublikowanego w Lejdzie w 1586 r. Cyt. za: Dugas, Histoire de la mécanique, Paris 1950,
s. 119 i n.

¢ Cyt. przez Dugas, Histoire..., s. 198.

7 Mozna w pewnej mierze pokazaé, iz ten typ dowodzenia wystepuje juz u Arystotelesa
(384-322 p.n.e.). Rzeczywiscie Problemy mechaniki napisane przez jednego z jego nastepcow,
stwierdzaja, ze ,jeSli cialo ruchome porusza si¢ rownocze$nie ruchem podwojnym, takim Ze
przemierzane przestrzenie sa jednoczesnie w niezmiennym stosunku wobec siebie, to owo cialo
ruchome poruszy si¢ po przekatnej rownolegloboku, ktorego boki stanowia dwie linie, za$
dlugosci tych bokow sa w tym samym stosunku” (cyt. za: N. Brillou&t, Le parallélogramme
des forces, son étude fonctionnelle au XVIIF siécle, ,Sciences et techniques en perspective’
1984, t. 1-4, s. 65). Dodajac prawo dynamiki arystotelesowskiej mowiace o proporcjonalnosci
predkosci do sily, z mysli Arystotelesa mozna wywieS§¢ zasad¢ rozkladu sil; nalezy jednak
zauwazyc, iz zasada ta nie zostala w sposob jednoznaczny wyrazona ani w Problemach mechaniki,
ani w tekstach samego Stagiryty.
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to wypadkowa r, na mocy jednorodnosci®, powinna by¢ proporcjonalna do a.
Mamy zatem: r = af(«), a wszystko jest rOwnowazne z okresleniem funkcji
f. Odwotujac si¢ do wlasnosci asocjacyjnosci, wymiennosci, ... d’Alembert
pokazuje, ze funkcja ta winna potwierdzi¢ rownanie:

flx-e) + fx+¢) = f(e)(x).

Rozwiazal juz bowiem analogiczne réwnanie funkcjonalne, badajac krzywa,
jaka tworzy drgajaca cigciwa. W ten wlasdnie sposdb dochodzi do f(x) = 2cosx
odpowiadajacemu prawu rozkladu sil.

Mozna poczatkowo poczu¢ si¢ zdezorientowanym, gdy u takiego autora jak
d’Alembert, a w jeszcze wigkszym stopniu u jego nastgpcow, napotykamy ten
ostatni typ dowodzenia, polegajacy na sprowadzeniu mechaniki do geometrii.
W okresie XVIII i XIX w. stopniowo potwierdza si¢ bowiem nieredukowalnie
empiryczny charakter mechaniki (aczkolwiek w znacznym stopniu wystepuje
w niej matematyczne a priori). Do problemu tego wkrétce powroce. Tymczasem
pomin¢ go, przechodzac do omowienia innej zasady, ktéra zawdzigczamy
d’Alambertowi, zasady mato dzisiaj znanej, ktéra odegrata jednak wazna role
w powstaniu nauki o ruchu na przetomie XVIII i XIX w.

5. ZASADA RUCHU ZWANA ,,ZASADA D’ALEMBERTA”

Zasada ta zostala wypowiedziana w Traité de dynamique (1743). Traktat ow
przedstawia ogolna metode pozwalajaca rozwiazac¢ caly szereg probleméw, jak
np. najbardziej znany problem wahadla ztozonego, ktory wczesniej otrzymat

. . 7. . . . r .o r . o .
razuiazania 7 newnnécia nomvalowe lacy nie daiace cie 11a0dlnié (maithardziel
LULWIQAGLUA 4L PUWLULBUIG PULLLYSIU VWU, IVUA LUV UQJQLUL Oly UUgUVLLLLV (lQGjualuiivj

znanym jest niewatpliwie rozwiazanie przedstawione przez Huygensa®).
D’Alembert rozpoczyna uwaga, iz chodzi mu jedynie o ruchy powstale
w rezultacie uderzenia badz oddzialywania sznurka oraz preta, a nie
w nastepstwie wzajemnego przyciagania (albowiem przypadek ten zdaniem
d’Alemberta zostal w wystarczajacym stopniu opracowany przez Newtona).

PROBLEM OGOLNY

Zatozmy, ze istnieje uklad ciat [...], i zaldzmy, ze kazdemu z tych cial nadaje si¢ osobno
ruch, ktéremu jednak nie moze ono podlega¢ z powodu dzialania pozostalych sil; nalezy
okresli¢ ruch, jaki kazde z cial powinno uzyskac'.

8 Mozna tez wskazaé inne powody; por. N. Brillouét, Le parallélogramme..., s. 76.

® Zob. np. Dugas, Histoire..., s. 178 i n.

9WJ Le Rond d’Alembert, Traité de dynamique, t. 1, Paris 1921, s. 82 (reedycja
w dwoch tomach).
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Rozwiazanie d’Alemberta jest nastepujace. A, B, C, ... oznaczaja ciala,
za$ a, b, ¢, ... oznaczaja ruchy, w jakie wprawia si¢ ciala, czyli wektory
predkosci cial, skoro przyjmuje si¢, ze z osobna sa one swobodne (czym
nie sa gdyz stanowia uklad). Natomiast a, b, c, ... oznaczaja ruchy rzeczywiscie
uchwytne (pris) (odmienne od a, b, c, ... z powodu istnienia wiezow miedzy
ciatami). D’Alembert dzieli ruchy, w jakie ciala zostaja wprawione, na uchwytne
i pozostale, nazwane przezen a, f, K, ...!'. Podzial ten jest zawsze mozliwy,
a zakladajac, Ze skutki, tak jak i przyczyny lgczq sie w sposob linearny,
(czego d’Alembert nie dopowiada), oddzialywanie ruchéw uchwytnych a, b,
¢, ... powoduje same te ruchy, a w ten sposdb wywoluje te same skutki,
co oddzialywanie ruchow a, b, c, ...; zatem oddziatywanie ruchow «, f, K,
..., ktére oznaczaja roznice wektorowe dwoch grup poprzednich ruchoéw,

. r

nie powoduje zadnego ruchu, przeciwnie, zachowuje uklad w stanie réwnowagi.
Wychodzac od tego, mozna sobie wyobrazi¢ w jaki sposéb d’Alembert
urzeczywistnia t¢ zasade, azeby znalez¢ ruch uchwytny, np. poprzez wahadlo
fizyczne poddane oddziatywaniu réznych sit. Zobaczymy za chwilg, jak w swej
Mécanique Analytique wykorzystuje ja Lagrange oraz jakiej krytyce uzytek
6w podda¢ mogt — jak sam sadzit — Poinsot. Z punktu widzenia historycznego
rozwoju mechaniki wazne jest, abySmy zauwazyli, ze zasada d’Alemberta
zaklada ustanowiony wuklad mechaniczny, calo§¢ materialnych, potaczonych
ze soba punktow.

6. LAGRANGE, MECANIQUE ANALYTIQUE
ORAZ ZASADA ,PREDKOSCI WIRTUALNYCH”

Lagrange porzadkuje

ge Pul 1K1

d’Alembert i Euler:

._.
=
s

Zaproponowatem sprowadzenie!? teorii tej nauki i sztuki rozwiazywania wynikajacych z niej
problemow do formut ogdlnych, ktorych proste rozwinigcie umozliwia sformutowanie wszystkich
rownan niezbednych do rozwiazywania kazdego problemu’!3.

I Te ostatnie odpowiadaja ruchom, ktére Carnot nazywa ruchami straconymi; zob.
L. Carnot, Essai sur les machines en général, Paris 1783.

12 Zaréwno projekt, jak i termin ,,sprowadzenia” (w oryginale fr. réduire) nie sa czym$
nowym. Por. zwlaszcza J. Le Rond d’Alembert, Traité de dynamique..., s. XVIL: ]...]
nie byliSmy na tyle uwazni, aby sprowadzi¢ zasady tych nauk, tj. matematyki, algebry,
geometrii | mechaniki, do mniejszej liczby, ani [...]”; por. takze L. Carnot, Essai.., s. 12,
gdzie autor mowi o zasadach mechaniki, nie okreSlajac bynajmniej, o ktora konkretnie mu
chodzi: ,,i by¢ moze z tego powodu nie istnieje jeszcze jakakolwiek zasada, ktéora — jako
jedyna i niezalezna od pozostalych — moglaby nadaé Scistemu dowodowi ogdlnos¢ pozwalajaca
rozwiaza¢ rozne problemy [...], czyli sprowadzi¢ je wszystkie do kwestii arytmetyki i geometrii

3 Avertissement de la premiére édition, [w:] J. L. de Lagrange, Mécanique..., s. 1.
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W dziele tym nie znajdziemy zadnych rysunkow”, dodaje autor, jak
gdyby nieobecnos¢ ta byla bezspornym triumfem Analizy. Mowiac ,,sprowadzic¢
mechanike do Analizy”, Lagrange nie zamierza z pewnoS$cia wyeliminowac
tego wszystkiego, co stanowi o swoistosci mechaniki. Jego metoda polega
raczej na probie ujecia tej swoistosci za pomoca mozliwie najmniejszej liczby
zasad, po to, by nastgpnie wyprowadzi¢ z nich droga rachunkow mozliwie
najwigksza liczbe wnioskow dotyczacych porzadku mechaniki.

Lagrange stwierdza, iz zasady te w odniesieniu do statyki mozna
,,Ssprowadzi¢ do trzech zasad: do zasady dzwigni, zasady rozkiladu sil i zasady
predkosci wirtualnych”. W drugim wydaniu Mécanique analytique** sporzadza
on obszerny przeglad historyczny tych zasad. Wlasnie ostatnia sposrod nich
i tylko ja winno si¢ uzna¢ za podstaw¢ mechaniki. Poniewaz zasada ta jest
nieco mniej znana niz dwie poprzednie'’, przytoczymy zatem to, co mowi
o niej sam Lagrange:

Przez predkosé wirtualng winno si¢ rozumie¢ predkose, jaka uzyska¢ moze cialo zachowujace
rownowage w przypadku, gdy utracona zostaje owa rownowaga, czyli predkosé, jaka cialo
faktycznie uzyskuje w pierwszej chwili swojego ruchu; a zasada, o ktorej mowa, polega na
tym, ze sily znajduja si¢ w stanie rOwnowagi wowczas, gdy pozostaja w stosunku odwrotnym
do predkosci wirtualnych, mierzonych zgodnie z kierunkiem tych sit (J. L. de Lagrange,
Meécanique analytique, s. 17-18).

Z punktu widzenia historii nauki pouczajace jest poréwnanie dwoéch
wydan Mécanique analytique, ktore ukazaly si¢ jeszcze za zycia autora.
Lagrange stwierdza najpierw, ze:

[...] (zasade predkosci wirtualnych) cechuje prostota, jaka chcialoby si¢ przypisa¢ zasadzie
podstawowej [...] (s. 19).

azeby nastepnie w 1811 r. dodac, ze:

W odniesieniu do natury zasady predkosci wirtualnych nalezy zgodzi¢ sig¢, ze sama przez
si¢ nie jest ona wystarczajaco oczywista, aby ustanowiC ja jako zasad¢ pierwotna (s. 21).

W konsekwencji, nawiazujac do dowodow tej zasady przeprowadzonych
na podstawie zasady dzwigni badz zasady rozkladu ciat, Lagrange przedstawia
nowy dowod oparty na ,,innej ogoélnej zasadzie” — na zasadzie kol
pasowych'®. Dowdd 6w jest powtdrzeniem dowodu przedstawionego w roz-
prawie, ktora Lagrange opublikowal w ,,Journal de I’Ecole Polytechnique”

" Uzupelnia réwniez dowod zasady rowni Archimedesa w sposob przedstawiony wezesniej.

15 Odpowiada ona temu, co dzisiaj nazywa si¢ teorematem prac wirtualnych.

16 Poczawszy od pierwszego wydania Lagrange przedstawia jednak co$, co mozna by
nazwaé pozorem dowodu, rozciagajac zasade predkosci wirtualnych zastosowana do dwoch sit
na przypadek, gdy zasada ta zostosowana zostaje do dowolnej liczby sit (J. L. de Lagrange,
Mécanique..., chap. 2, § 1, s. 24-26).
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w 1798 r.!” Odwotuje sie on do przemySlnego mechanizmu, pozwalajacego
sprowadzi¢ wszystkie zastosowane w ukladzie sily do jednego cigzaru. Inspiracja
dla tego typu dowodzenia byly prace Carnota, Toricellego, a nawet Kartezjusza.

Azeby przej$¢ od statystyki do mechaniki, Lagrange wykorzystuje przed-
stawiona juz wczesniej zasade d’Alemberta. W ukladzie cial, odlaczajac
momenty wielkosci ruchu md2x/dt?, ... (ruchy uchwytne) od momentow
danych sit dziatajacych (ruchy nadane cialom), osiaga si¢ sum¢ momentow
utrzymujacych uktad w réwnowadze, zatem zerowa (wedle zasady predkosci
wirtualnych) sum¢ momentow, co umozliwia sformutowanie rownania ruchu.
W ten wlasnie sposob Lagrange opiera cala mechanik¢ na ukladzie: zasada
predkosci wirtualnych + zasada d’Alemberta.

Jest oczywiste, ze przytoczone twierdzenia oraz dodanie dowodu zasady
predkosci wirtualnych w Mécanique analytigue ujawniaja zmiang pogladu
Lagrange’a na zasady mechaniki. W rzeczywistosci stanowia one konsekwencje
dyskusji teoretycznej, w ktorej uczestniczyli prawdopodobnie wszyscy uczeni
francuscy (a nawet kilku spoza Francji) zajmujacy sie mechanika: warto
wspomnie¢ tutaj takie nazwiska, jak: Carnot, Fourier, Prony, Laplace, Ampére
i Poinsot. Autorytet naukowy Lagrange’a wyjasnia z pewnos$cia owo skupienie
zainteresowan na problemie zasad mechaniki. Uznanie przezen w 1788 r.
zasady predkosci wirtualnych i zasady d’Alemberta za podstawe tej nauki'®
wywolalo liczne refleksje. Zbadajmy teraz na czym polegaly najciekawsze

7 Obok niego, w tym samym zeszycie, znajduje si¢ takze traktat Fouriera po$wigcony
statyce; do traktatu tego, przywolanego juz odnosnie do dowodu Archimedesa, wkrotce powrocg.

18 Pare ztozona z zasady predkosci wirtualnych oraz zasady d’Alemberta L a gran ge przyjmuje
za podstawe mechaniki poczawszy od 1763 r. w Recherches sur la libration de la lune (nagroda
Krolewskiej Akademii Nauk w Paryzu, t. 9, 1764; rozprawa ta zamieszczona zostala w Qeuvres,
t. 6). Pewne ustepy tej rozprawy, dotyczace zasady predkosci wirtualnych, mozna odnalezé
w niemal dostownym brzmieniu w Mécanique analytique. Wczesniej, zamiast niej Lagrange
stosowal zasade najmniejszego dziatania. Rzeczywiscie, w Essai d'une nouvelle méthode pour
déterminer les maxima et les minima des formules intégrales indéfinies ,,Miscellanea Taurinensia”
1760-1761) przedstawit on swoj stynny rachunek wariacyjny, ktorego konieczne — zdaniem
autora — rozwinigcie znalazto swoj wyraz w Application de la méthode exposée dans le mémoire
précédent a la solution de différents problémes de dynamique (oba te traktaty sa zamieszczone
w Oeuvres, t. 1). Wielko$¢ dzialania, (tj. wszystkie predkosci zwielokrotnione przez elementy
trajektorii) stanowita ,,dobra” funkcje zastosowania rachunku wariacyjnego. Lagrange nie zachowat
jednak tej podstawy mechaniki, co mozna wyjasni¢ dwojako. Z jednej strony, zasada najmniejszego
dzialania jest zasada ruchu, podczas gdy zasada predkosci wirtualnych o charakterze statycznym
pozwala latwo uporac si¢ z problemem rownowagi, azeby nast¢pnie dojs¢ do dynamiki. Z drugiej
strony, zasada najmniejszego dzialania, nawet w postaci jaka nadaje jej Lagrange, jest mniej
ogolna niz zasada predkosci wirtualnych potaczona z zasada d’Alemberta (Euler, ktorego
Lagrange cytuje na poczatku swojego traktatu z 1760 r., ograniczyl si¢ do przypadku ciata
wprawionego w ruch przez sily centralne). Mécanique analytique pokazuje jasno, ze zasada
najmniejszego dzialania stosuje si¢ jedynie do przypadku, w ktorym istnieje dziatanie sit niezaleznie
od czasu (oraz zaklada, ze wiezy powinny miec charakter holonomiczny, i niezalezny od czasu).
Przeciwnie, zasada predkosci wirtualnych polaczona z zasada d’Alemberta stosuje si¢ nawet
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sposrod nich i zwroémy uwage na dowody zasady predkosci wirtualnych,
,.konkurencyjne” wobec dowodoéw Lagrange’a.

7. POZOSTALE DOWODY ZASADY PREDKOSCI WIRTUALNYCH

Dowody Lazare’a Carnota. Traktaty Carnota dotyczace mechaniki przed-
stawiaja dwa dowody zasady predkos$ci wirtualnych. Pierwszy, datowany na
1783 r., powstal z pewnoscia w odpowiedzi na ukazanie si¢ Mécanique
analytiqgue w 1788 r. Jednakze zasada predkosci wirtualnych jako podstawa

mechaniki Lagrange postuzy?! sie juz w 1763 r. w rozprawie o libracji ksiezyca®®.
Zatem mozliwe jest, ze rozpraw¢ te¢ Carnot juz znal. Ten pierwszy dowod,
ktoremu zreszta sam jego autor odmowit absolutnej Scistosci, jest uogolnieniem
zasady Toricellego (dwa cigzary sa w stanie rownowagi wowczas, gdy ich
srodek cigzkosci nie moze si¢ juz obnizy¢). Azeby wytworzy¢ dane sily
Carnot odwoluje si¢ do mechnizmu két pasowych; odwolanie to czyni z jego
dowodu prefiguracje dowodu Fouriera (a dokladnie, jego trzeciego dowodu,
zob. dalej), a takze dowodu Lagrange’a. Od dowodow tych jest on jednak
gorszy, gdyz uogolnienie zostalo jedynie zarysowane. Trudno powiedziec,
czy Carnot wywart jaki§ wplyw na Fouriera i Lagrange’a. Jego drugi dowod
jest jednak calkowicie oryginalny, a poza tym nie znalazl nasladowcow.
Dowodd 6w, oparty na mechanistycznej metafizyce, lezacej u podstaw pogladow
Carnota (sita jest pojeciem falszywym; nie powinno si¢ utrzymywac, ze
prawa przekazu ruchu miedzy sitami a uderzeniem sa jedynym dostatecznie
znanym zjawiskiem mechanicznym — wkrotce do tego powrdce) jest nazbyt
dhugi, aby go w catosci przytoczy¢. Z zasady predkosci wirtualnych Carnot
czyni teoremat i by¢ moze wlasnie to nalezy uprzytomnic sobie, azeby zrozumiec
dalszy ciag ,,dyskusji”.

Rozprawa Fouriera (1789). Tekst 6w przedstawia trzy rozne dowody.
Pierwszy, rozpatrujacy rozne przypadki o wzrastajacym stopniu ogoélnosci,
odnosi si¢ do bryl stykajacych si¢ ze soba badz polaczonych sznurkami,
a ostatecznie niescisliwymi cieczami. Drugi zastgpuje dany uklad mechaniczny,
czyli jego wiezy, zespolem dzwigni wytwarzajacym te same przesuniecia
wirtualne. Nastepnie Fourier objasnia zasady mechaniczne, na jakich opieraja
si¢ jego dowody; zasady dzwigni i rozkladu sit. Poniewaz druga zasada
moze zostaé wyprowadzona z pierwszej, jak sam wyjasnia, wszystko opiera
sic ostatecznie na zasadzie dzwigni. Pod koniec rozprawy usiluje nawet

do ukladow, w ktorych nie ma wzajemnej zaleznoSci sit, i w ktorych wigzy nie maja charakteru
holonomicznego.
¥ Por. przyp. 18.
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rozszerzyC granice oczywisto$ci wymaganej przez dowod. Jego styl przypomina
wowczas styl Archimedesa, ktorego dowod zasady dzwigni — jak juz widzieliSmy
— przejmuje i uzupehlnia. Ostatecznie powstaje rownowaga trzech réwnych
i wspolplaszczyznowych sit tworzacych kat 120°; uprawomacnia ja — tak
jak w calkowicie archimedesowym przypadku dwoch réwnych sit, oddalonych
w rowne] mierze od punktu oparcia — zasada racji dostateczne;j.

Trzeci dowod Fouriera polega na dotaczeniu do ukladu mechanizmu
dzwigni i ko6t pasowych w taki sposob, ze sily powstaja wskutek dzialania
ciezarow, ktore w wirtualnym naruszeniu rownowagi wznosza si¢ badz opadaja
z tej samej wysokosci; sa to dane sily dzialajace, nie za§ wigzy podlegajace
teraz przemieszczeniu, a skoro algebraiczna suma cigzarOw nie moze zmniejszy¢
sie, to powstaje rzeczywista rownowaga, co prowadzi do zasady predkosci
wirtualnych.

Dowéd Prony’ego”. Prony, ktory byl profesorem mechaniki w Ecole
Polytechnique reprezentuje nizszy poziom teoretyczny niz pozostali uczeni.
Nie powinno si¢ jednak pomniejsza¢ jego znaczenia, gdyz byl nauczycielem
Poinsota (o ktoérym bedzie jeszcze mowa), zreszta nie tylko w tej szkole,
lecz — pozniej — rowniez w Ecole des Ponts et Chaussées, w ktorej jako
dyrektor miat okazje przyzna¢ mu nagrod¢ w dziedzinie mechaniki. Przedstawie
pokrotee jego rozumowanie. Wychodz on od zasady rozktadu sit, odnoszac
ja w pierwszym rzedzie do bryt sztywnych, nastepnie za$ do uktadu liniowego
(ciata punktowe polaczone sznurkami). Zachecal uczniow Ecole Polytechnique
do czytania wloskiej rozprawy florentynskiego rycerza nazwiskiem Fossom-
broni, poswigcone] w calosci zasadzie predkosci wirtualnych. Rozprawa ta
jest rOwniez na niskim poziomie teoretycznym.

(Pseudo)dowod Laplace’a. Myla si¢ nawet najwigksi ludzie. Przykladem

4

tego jest podejscie Laplace’a do zasady predkosci wirtualnych?. Rozumo-
wanie jest raczej nuzace i zawile, lecz autor Mécanique celeste cieszyl si¢
takim prestizem, iz trzeba bylo wnikliwosci Poinsota, azeby pokazaé cal-
kowicie iluzoryczny charakter tego dowodu?. Podzniej takze inni dali sie
nabra¢ na oOw falszywy dowod*. Nie miejsce tutaj na analize bledow
Laplace’a. Przedstwi¢ jedna czy dwie cechy charakterystyczne dla jego
pseudodowodu, ktoére mogly si¢ sta¢ przedmiotem interesujacej nas dys-
kusji.

2 Sur le principe des vitesses virtuelles et la décomposition des mouvements circulaires,
»Journal de I'Ecole Polytechnique” 1798, n® 5 (réwnoczesnie z traktatem Fouriera i dowodem
Lagrange’a).

2 Ten pseudodowdd znajduje si¢ w rozdziale 3 ksiegi I Laplace’a; zob. P. S. de Laplace,
Traité de mécanique céleste, Paris An VII (1799-1823).

2 Stalo si¢ to dopiero w 1838 1., a wigc prawie czterdziesci lat podzniej, w ,Journal de

B W szczegoOlnosci E. J ou guet, Lectures de mécanique, 2° partie, Paris, s. 307-308, przyp. 5.
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[...] dwa punkty materialne — stwierdza Laplace — [...] moga oddzialywaé na siebie jedynie
przemieszczajac si¢ po laczacej je prostej?.

Cale to rozumowanie opiera si¢ na rozkladzie danych sit dziatajacych
w roznych kierunkach, a szczegoélnie wedle odleglosci miedzy ciatami (pun-
ktowymi) ukladu. Zobaczymy wkrotce w jaki sposob idee te zostaly podjete
przez Poinsota, a w jaki skrytykowane przez Lagrange’a.

Dowod Ampére’a. Jest on wspolczesny rozprawie Poinsota, lecz Scislej
moéwiac — nieco pOzniejszy”, a poniewaz zawiera uwagi, ktore zdaja si¢
dotyczy¢ pewnych wyborow badz pewnych stosowanych przez Poinsota metod,
by¢ moze nalezaloby przedstawi¢ go zaraz po omowieniu tej rozprawy. Do
uwag tych wkrotce powroce. Jesli zas chodzi o sam dowod, to ujmuje on
uklad w taki sposdb, jak gdyby mial on tylko jeden stopien swobody
(stopien odpowiadajacy przemieszczeniom wirtualnym), a takze rozpatruje
przekaz momentow ruchow danych sit dziatajacych w mechanizmie punktow
zmuszonych do przesuwania si¢ po krzywych; wszystkie sily sa w ten sposob
rownowazne pozostalym zmuszonym do przemieszczania si¢ w tej samej
ilosci po tej samej prostej. Znajdujemy tu co$, co odpowiada jedynemu
ciezarowi, ktory zarowno zdaniem Fouriera, Lagrange’a, jak i Carnota moze
si¢ obnizy¢. Nalezy jednak stwierdziC, ze przedstawione wyliczenia sa nieco
nuzace, a calo$¢ niezbyt oryginalna®.

8. KRYTYKA LAGRANGE’A DOKONANA PRZEZ POINSOTA
ODPOWIEDZ LAGRANGE'A

Bardziej oryginalna jest krytyka, jakiej Poinsot poddat zasade predkosci
wirtualnych oraz zastosowanie jej przez Lagrange’a jako podstawy mechaniki.
Azeby dobrze uchwyci¢ sens tej krytyki, nalezy powroci¢ do tego zastosowania
w Mécanique analytique. Powiem o metodzie mnoznika wytozonej w czwartym
rozdziale pierwszej czesci.

Zalozmy:

Pdp + Qdp + Rdr + ... = 0,

% P.S.de Laplace, Traité de mécanique..., t. 1, s. 37.

% Prace Ampére’a i Poinsota ukazaly si¢ w kwietniu 1806 r. w ,Journal de I’Ecole
Polytechnique”, n° 13; rozprawa Poinsota w jej wersji poczatkowej byla jednak czytana w Akademii
14 stycznia 1805 1., zas rozprawa Ampére’a — 11 lutego tego samego roku.

% Sa to meczace wyliczenia, np. dotyczace znalezienia warunku réwnowazno$ci dwoch sit
dzialajacych na dwa punkty polaczone sztywnym pretem, majace opisa¢ dwie krzywe. Por.
nasze wydanie Théorie générale Poinsota [w:] P. Bailhach e, Louis Poinsot. La théorie générale
de léquilibre et du mouvement des systémes, Paris 1975, s. 182 (wyd. oryginalne w ,Journal
de I’Ecole Polytechnique” 1806, n° 13 oraz (w aneksie do Eléments de statique). Natomiast
Jouguet, przeciwnie, uwaza dowdéd Ampere’a za ,,bardzo oryginalny” (ibidem, s. 309).
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réwnanie zasady predkosci wirtualnych?. 1 zalozmy:

L(X9 Ya Z’ X” yIS Z/’ "') = 0
M, y,z x,y,7,..) =0

oraz to samo w sposob bardziej ogdlny, w postaci rozniczkowej?
dL = 0, dM = 0, ..

rownania ¢ zwiazkéw miedzy punktami n ukladu, dane x, y, z, X, ¥, Z,
. Z tych ¢ rownan mozna by wyprowadzi¢ 3n — ¢ zmiennych niezaleznych,
ktore okreslitoby si¢ nastepnie, zrownujac z 0 wspolczynniki wariacji tych

3n — ¢ zmiennvch w formule zasadv nredl(nqm wirtnalnvch., w ktorei dn

foj 8% LI YRL AVLIARN LAl Y PLAASLL iiiLalilyNis, HKARIN

dq, dr, ... zostalyby wyrazone jedynie w zaleznos01 od tych 3n — ¢ zmlennych.
Rozwiazaloby to problem rownowagi uktadu, a w kazdym razie pozwolitoby
postawi¢ go w sposob analityczny. W perspektywie matematycznej osiaga
sie jednak to samo — jest to metoda mnoznika — gdy do wyrazonej formuly
zasady, wraz ze wszystkimi danymi 3n, dorzuci si¢ sume:

ML + pdM + ...,

gdzie: 4 u, ... sa dowolnymi wspolczynnikami (mnoznikami). Mamy wowczas
trzy rOwnania

op 6q or oL oM B
ox T Qox TRy Tt gy T T =0

wiadome 3n +c:
X’ Ya Z’ X” y,, Z,’ ey i’ H’ i

Lagrange zauwaza ponadto, ze gdy wyraza si¢ site cztondw (§ 5, s. 71)
czlony te moga stanowi¢ momenty sil wigzow:

Sily owe moga wzajemnie zastgpowac rOwnania warunku wyplywajace z natury danego
ukladu; moga je zastgpowaC w taki sposob, iz stosujac sily otrzymamy ciata catkowicie
swobodne i bez zadnych wiezow. Latwo teraz dostrzec racje metafizyczne, ktore thumacza
dlaczego wprowadzenie cztonow AdL + pdM + ... do ogdlnego rownania rownowagi pozwala
nast¢gpnie rownanie to potraktowaé w taki sposob, jak gdyby wszystkie ciala ukladu byly
catkowicie swobodne; do tego wlasnie sprowadza si¢ istota metody omoéwionej w tym rozdziale
(s. 73).

7 Jedli chodzi o statyke, a nie o dynamike, to Lagrange (w Mécanique analytique), a za
nim Poinsot stosuja raczej prosty symbol d, anizeli delt¢ okreslajaca zmiennosc.

% Rozniczki zupelne badz nie; w przypadku tych pierwszych mamy do czynienia z wigzami
holonomicznymi (z grec. olo{ = caly).
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Przypomniawszy to, mozemy przej$¢ do Poinsota”. Pokazuje on wprost,
nie odwolujac si¢ do zasady predkosci wirtualnych, wynik ujecia w rdwnania
metody mnoznika. Z pewnoscia wprost, lecz opierajac si¢ na jakich zasadach
i w jaki sposob? Pytanie to staje si¢ teraz rzeczywistym problemem.

Poinsot mowi po prostu o ,,podstawowych zasadach” mechaniki. W rze-
czywistosci chodzi mu o zasade rozktadu sit i o t¢ zasade, jaka przyjelo
milczaco wielu innych uczonych (Lagrange, Ampére ...), a mianowicie o zasad¢
gloszaca, ze punkt zmuszony do przemieszczania si¢ po powierzchni pozostaje
w stanie rownowagi, gdy oddzialywajaca nan sila jest prostopadia do
powierzchni. Dochodzi do tego rowniez zasada, ktoéra mozna by okreslic
jako ,,zasade czeg$ciowego zestalania si¢”’, polegajaca na tym, ze rownowaga
ukladu nie zostaje naruszona, jesli cze$¢ badz catos¢ jego punktow okreslona
zostaje materialnie. Poinsot, mtody autor Eléments de statique®®, uwaza, iz
zasady te posiadaja naturg rzeczywiscie ,,statyczna”, w przeciwienstwie do
zasady predkosci wirtualnych, o ktoérej sadzi, iz jest niejasna, i ze opiera
sic na kruchych dowodach. Uzasadnienie spoczynku ruchem wirtualnym jest
jego zdaniem bledem logicznym; jest to, jak widzieliémy, stary spor®'; ogranicze
sie jedynie do zwrocenia uwagi, iz w sporze tym Lagrange jest oczywiscie
po przeciwnej stronie niz Poinsot, gdyz zasada predkosci wirtualnych w niczym
mu nie przeszkadza, i ze najbardziej jasne wyrazenie zasady rozkladu sit
opiera sie, jego zdaniem, na ruchu®. Sama ta rdéznica nie moglaby jednak
wyjasni¢ nieporozumienia, jakie Lagrange wykazal wzgledem Poinsota, gdy
Ow ostatni przedlozyl mu wyniki swych badan, zawarte w jego rozprawie.
Na marginesie tej rozprawy Lagrange zamiescil uwagi: notatki te nie
przemawiaja na jego korzys¢.

Z pewnoscia nie bez znaczenia jest tutaj sposdb, w jaki Poinsot prze-
prowadzit dowody swej Théorie générale de ['équilibre et du mouvement des
systémes. Jest ona oryginalna, lecz — w kazdym razie na pierwszy rzut oka
— moze wydac¢ si¢ nieco niedostateczna.

Omowione przed chwila rownania 3n, ktore mozna zapisac:

op oq or 0L M
P6X+Q6X+Rax—..._lax+ ax+...

wyrazaja sposob, w jaki dane sily dzialajace zostaja podzielone na mocy
wiezow miedzy punkty ukladu. To jednak, ze sily wigzOw powinny przyjac
te posta¢, mozna latwo odgadnac badz w pewnej mierze pojaé, lecz o wiele

? Jedli chodzi o szczegdly dotyczace pracy Poinsota, po$wigconej zasadom mechaniki, zob.
P. Bailhache, Louis Poinsot..., supra.

% Eléments de statique ukazaly si¢ w 1803 r.

3 Por. wyzej: przeciwienstwo miedzy dowodami zasady rozkladu sit o charakterze statycznym
(Stevin) lub o charakterze dynamicznym (Nevton).

2J.L.de Lagrange, Mécanique..., § 9, s. 10 i § 14, s. 15-16.



18 Patrice Bailhache

trudniej wykaza¢ z cala Scistoscia. Rozwazmy zatem uklad, bedacy w stanie
rownowagi i poddany tylko jednemu powiazaniu:

Lx, y, z x,y, 7, ..) = 0.

Nie niszczac rOwnowagi mozna wyznaczy¢ wszystkie punkty z wyjatkiem
punktu wspoélrzednych x, y, z. Punkt 6w posiada wowczas jedynie swobode
przemieszczania si¢ po powierzchni o réwnaniu:

L, 5,2 Xp Yo Zp ) = 0

i azeby zachowaC rownowage powinien przeto podlegac sile prostopadiej
do tej powierzchni. Inacze] moéwiac (jest to znane rozwiazanie geometrii
analitycznej), skladowe tej silty powinny byé proporcjonalne do pochodnvch

QALY LU SRIQULDWE U 343 vwillily LUPRILGULRLLL ULLIURLIL YR

czastkowych (,,do pierwszych funkcji”’, jak wéwczas moéwiono):

oL oL JL
ox’ 0x’ o0x’

Jak dotad nie ma tutaj niczego nowego w stosunku do tego, o czym
moOwit Lagrange. Azeby jednak dojs¢ do sformulowania przedstawionych
rownan 3n, nalezy jeszcze pokazaé, ze wspOlczynnik proporcjonalnosci
— ,,mnoznik” — pozostaje ten sam wowczas, gdy przechodzi si¢ od jednego
punktu do drugiego ,,co, stusznie powiada Poinsot, jest istota sprawy’*.

Wilasnie tutaj zaczyna rozwaza¢ odleglosci miedzy cialami uktadu z jednej
strony oraz stopniowo uwzglednia¢ réwnania wigzi z drugiej. W ten sposob
Poinsot rozwaza sukcesywnie:

— uklad, do ktérego mozna zastosowaé tylko jedno rownanie wigzow
w odniesieniu do odlegltosci;

— ukiad, do ktorego mozna zastosowaé wiele rOwnan odnoszacych si¢
do odleglosci;

— uklad z wieloma réwnaniami odnoszacymi si¢ do wspotrzednych.

Zwlaszcza przejscie do ostatniego przypadku, ktory jest przypadkiem
ogolnym, zostaje dokonane za pomoca do$¢ niezwyklego tricku analityczno-
geometrycznego®. Wprowadzenie wzajemnych odlegloéci moze jednak wydaé

3 Jest to traktat, ktory zostal odczytany w Instytucie, a nastepnie opublikowany w: P.
Bailhache, Louis Poinsot..., s. 19 (tekst B). Nalezy rowniez dowies¢, ze dodanie innych
wigzOw nie wplywa na rezultat, co oznacza, ze sily wigzOW lacza si¢ w sposob liniowy. Na
ten zarzut, przedstawiony w szczegdlnosci przez Ampére’a, Poinsot odpowie w bardzo staranny
sposOb w nocie, ktora zostala dotaczona do pozniejszego wydania jego Meémoire, wlaczonego
do Eléments de statique (6sme wydanie, 1842). Zob. P. Bailhache, Louis Poinsot..., s. 89.

3 Zabieg ten polega na dolaczeniu trzech punktéw do uktadu oraz na spowodowaniu, iz
wszystkie wzajemne odleglosci koncza si¢ na nich. Uklad zwiazany jest przeto z przestrzenia
odniesienia i mozna przej$¢ od réwnania odnoszacego si¢ do odlegloéci, do rownania odnoszacego
sie do wspotrzednych.
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sie sztuczne. Rzeczywiscie nie byto ono konieczne; mozna dojs¢ do ogolnego
wyniku nie tylko wychodzac od samych zasad Poinsota i rozwazajac jakies
szczegolnego rodzaju wigzy migdzy dwoma punktami (sztywny drazek uktadu
kierowniczego)®. Wprowadzenie odleglosci jako przedmiotu rozwazan w spra-
wie Poinsota jest prawdopodobnie jakas historycznie uwarunkowana metamor-
fozq. Laplace i Prony nawiazali do tej idei. Poinsot byl pod wplywem tych
dwoch uczonych, zwlaszcza Prony’ego, ktory byl jego bezposrednim nau-
czycielem w Ecole Polytechnique oraz w Ecole des Ponts et Chaussées.

Jest w kazdym razie pewne, ze Lagrange nie zrozumial metody Poinsota
po pierwszej lekturze jego rozprawy. Sposrod tuzina notatek Lagrange’a
poswieconych przedtozonym mu dowodom, przedstawmy — dla przyktadu
— nastgpujaca wymian¢ zdan. Poinsot zajmowal si¢ wtedy tylko réwnaniem
wiezow.

Jesli rozwazymy prosty i sztywny pret, ktory w trzech punktach przyciagany jest przez
pewne sily, zobaczymy, utrzymuje Lagrange, ze w rozwiazaniach tych, ,,to znaczy, przyjmujac
pochodne czastkowe funkcji wigzow”, nie okreslimy warunkow réwnowagi.

Poinsot odpowiada na to w sposob zdecydowany:

Trzy punkty potaczone prostym i sztywnym pregtem stanowia uklad punktow, ktorych
zwigzki sa wyrazone za pomoca trzech rOwnan wyrazajacych fakt, ze trzy wzajemne odleglosci
migdzy tymi punktami sg, jako osobne, niezmienne. Oto6z w rzeczywistosci chodzi tutaj o jeden
uklad punktéw opisanych co do ich wzajemnych odlegloéci tylko przez jedno réwnanie®.

Pozostaje wreszcie zagadnienie, do ktorego stosuje si¢ jeszcze krytyka
Poinsota, a mianowicie zastosowanie zasady d’Alemberta. Jak widzieliSmy,
zasada ta, zdaniem Lagrange’a, pozwala w swej istocie przejs¢ od statyki
do dynamiki, gdyz uktad ruchow wymuszonych bez ruchéw ujetych utrzymuje
system w roOwnowadze (a mozna zastosowac zasad¢ predkoséci wirtualnych
do tej calosci). Zobaczymy jednak, co mysli Poinsot o tym poddaniu dynamiki
dedukcyjnym rygorom.

Widzimy jeszcze, ze na prozno przywolalismy stynna zasade d’Alemberta sprowadzajaca
dynamike do statyki. Jesli rozklada si¢ kazdy ruch wymuszony na dwa inne, z ktorych pierwszy
bylby ruchem uzyskanym przez cialo, to na mocy owej zasady wszystkie nastgpne ruchy
powinny ustanowi¢ rownowage migdzy soba [...]. Jest to jednak catkowicie rownoznaczne
z tym, o czym przed chwila mowiliSmy, a mianowicie z tym, Ze rzeczywisty ruch kazdego
punktu jest rezultatem ruchu wymuszonego, jak rowniez oporu, na jaki napotyka z racji swoich
wigzOw z innymi punktami; jest to jasne samo przez sie¢ [...]%".

Nalezy z pewnoscia uznal, ze wychodzac od momentu, w ktérym
odnalezliSmy mozliwo$¢ wyrazania sit wiezow za pomoca pochodnych

% Por. P. Bailhache, Louis Poinsot..., s. 183 i n.
5% Ibidem, s. 43.
3 Ibidem, s. 72-74.
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czastkowych rownan wigzow, zasada d’Alemberta nie jest juz do niczego
przydatna, czy tez raczej staje si¢ zwykta tautologia (poprzednio miata ona
jednak rzeczywista tres¢). W ten sposob teoria Poinsota eliminuje rowniez
te zasade.

9. ,OSTATNIE SLOWO” LAGRANGE’A
W KWESTII INTERESUJACEGO NAS ZAGADNIENIA

Po to jednak, by oceni¢ w calej ich doniostosci konsekwencje krytyki
Poinsota, nalezy powroci¢ do Lagrange’a i porownac § 206-210 pierwszego
i drugiego wydania Théorie des functions analytiques (1797 i 1813), do ktérego
odnosza si¢ noty zamieszczone na marginesie rozprawy Poinsota.

W tekscie pierwotnym Lagrenge stwierdza najpierw, ze jedyny punkt
znajdujacy si¢ w rownowadze na powierzchni o roOwnaniu (%, y, z) = 0 winien
podlegac sile, ktorej sktadowe sa proporcjonalne do czastkowych pochodnych
funkcji f. Nastepnie rozwaza uklad dwoch punktow®® i stwierdza, ze
teoremat jest jeszcze wazny dla kazdego z tych punktow. W koncu,
w odniesieniu do ukladu o dowolnej liczbie punktéow nie dzialajacych
w sposob konieczny stosownie do ich odleglosci, Lagrange, zauwazywszy
trudno$¢ w udowodnieniu réwnosci wspolczynnikow pochodnych czastkowych
dla dwoch punktéw, rozpatruje przypadek ogélny wychodzqc od zasady
predkosci wirtualnych (§ 210)%.

W drugim wydaniu Théorie des fonctions paragrafy 208-210 zostaja
gruntownie przerobione. Lagrange rozwaza w nich systematycznie, poprzez
analize:

— ukfad dwoch ciat zwiazanych koncami nierozciagliwa nicia przechodzaca
przez stale kolo pasowe;

— uklad dwéch cial oraz dwoch stalych két pasowych wraz ze sznurkiem
przeciagnietym m razy przez jedno z cial oraz jedno z két pasowych; n razy
za$ przez dwa inne elementy;

— uklad kot pasowych praktycznie identyczny z uktadem przedstawionym
w drugim wydaniu Mécanique analytique, gdzie Lagrange przedstawia swoj

% Lagrange stwierdza, iz ,przyciagaja si¢ one lub odpychaja dzigki silom wewnetrznym,
badz dzigki dziataniom sprezyn” (§ 209); przyjmuje jednak funkcje: f = v[(x — x)2 — (y — ¥)?
+ (z - 2) - d, ktora wyraza jedynie stala odleglo§¢ migdzy dwoma punktami. Dzialanie
sprezyn winno byé¢ zreszta wykluczone ze wzgledu na wlasciwe zastosowanie zasady predkosci
wirtualnych, przynajmniej do wigzow ukladu (lecz nie koniecznie ze wzgledu na konkretyzacje
danych sit dziatajacych).

% Zob. jego note na marginesie Théorie Poinsota: ,[...] w innych przypadkach rzecz nie
wydata mi si¢ jasna i sadzilem, ze mozna bylo udowodni¢ teoremat ogdlny jedynie za pomoca
teorematu predkosci wirtualnych” (P. Bailhache, Louis Poinsot..., s. 50).
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dowod na zasade predkosci wirtualnych. Mechanicznej rownowaznosci takiego
uktadu z uktadem podlegajacym pewnym danym silom dzialajacym odpowiada
rownowaznos$C analityczna, a mianowicie rownowazno$¢ jednostkowego
rownania wiezéw, wlasciwego dla uktadu kot pasowych i rownania jakiejkol-
wiek innej wigzi. Lagrange pokazuje, ze sily wigzoOw powstale na skutek
dzialania danych sit dzialajacych na jakiekolwiek wiezy mozna rozwazaé
w taki sposob, jak gdyby wiezy konstytuowane byly przez calo$¢ zastosowanych
kot pasowych®. Metoda ta jest z pewnoscia bardzo pomystowa, a ostatecznie
wszystko to rdwnoznaczne jest z udowodnieniem metody mnoznikoéw predkoscei,
wychodzac od ,,zasady kot pasowych” (zasady opisanej w Mécanique analytique)
i nie odwolujac si¢ od zasady predkosci wirtualnych; to wlasnie w sposob
odmienny uczynil Poinsot w swej Théorie générale!

Mozna dziwi¢ si¢, powiada Joseph Bertrand, Ze stynny autor, zazwyczaj tak troskliwy
o podanie zrodet przedstawionych idei, tym razem nie poshuzyt si¢ zadnym cytatem®*.

I tak Bertrand uznaje pierwszenstwo Poinsota w tej kwestii. Wplyw
Poinsota na Lagrange’a jest niezaprzeczalny.

10. KONKLUZJE

Z pewnoscia do$¢ trudno jest skonkludowaé trafnie temat tak obszerny,
jak ten podjety obecnie przeze mnie. Wydaje mi si¢, ze poszukiwanie mozliwie
najmniejszej liczby zasad jako podstawy mechaniki jest przedsiewzigciem
uzasadnionym — powiodlo si¢ ono dopiero Langrange’owi. Stanowi to jednak
jedynie cze$¢ mozliwych do postawienia problemow. Pozostala czgs¢ — bardziej
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filozoficzna — dotyczylaby w mniejszym lub wigkszym stopniu empirycznej

% Te paragrafy Théorie des fonctions analytiques zostaly umieszczone jako objasnienia w:
J. L. de Lagrange, Mécanigue..., t. 2, s. 365 i n.

4 Nalezy wzia¢ pod uwage, ze ten sam uklad kot pasowych powinien by¢ rozumiany na
dwa sposoby, tj. inaczej, kiedy mowa o dowodzie predkosci wirtualnych sformulowanym przez
Lagrange’a oraz zupetnie inaczej w Théorie des fonctions analytiques (w Théorie nie ma cigzarow,
lecz jedynie zawigzania sznurka). W pierwszym przypadku kola pasowe urzeczywistniaja faktycznie
dane sily dzialajace, lecz w drugim same stanowia wiezy ukladu. Uklad zlozony z m koncow
sznurka na dwoch kotach pasowych, z n koficow na dwoch innych etc., odpowiada réwnaniu
wiezow: f = mv[(x —a)? + (y - b)> + Z -] + nv[x —a)’ + (¥ - b)2 + (Z - ¢)?
+ .. —d = 0. Niezaleznic od problemu wspotmiernosci stalych m, n ..., z wyjatkiem
poszczegblnych przypadkow, mozna zawsze znalezé m, n ... takie, ze pochodne czastkowe
ofjox, ofjoy, of/oz, ofjox’, ofjdy’, offoz, ... sa wszystkie rOwne pochodnym czastkowym OF/0x,
0F/dy, 0F/oz, 0F/0x’, 0F/dy’, 0F/oZ, ... o jakiejkolwiek funkcji wigzow. Lagrange, pokazawszy,
ze sity wigzow uktadu kot pasowych sa proporcjonalne do pochodnych czastkowych f, wnioskuje
z tego, ze sily wiezOw danego ukladu — ktore sa takie same na mocy hipotezy — sa proporcjonalne
do pochodnych czastkowych f, czyli F. Zrownujac sily dane z tak uzyskanymi silami wiezow,
znajduje natychmiast rOwnanie stanowiace wynik metody mnoznikow.
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natury mechaniki, jej koniecznego badz przypadkowego charakteru. Poprawna
odpowiedz, moim zdaniem, mozna odnalez¢ juz w caloSci u Archimedesa,
wedlug ktorego, mechanika wymaga (przyjecia) nie dajacych si¢ dowies¢
(zatem empirycznych) postulatow; niezaleznie od tego mechanika ta winna
by¢ rozwijana dalej na wzdér matematyki. Liczne i réznorodne metafizyki,
budowane na bazie nauki o ruchu (Arystoteles, Descartes, Leibniz), zagmatwaty
pozniej caly problem. Tacy uczeni jak d’Alembert i Carnot usitowali usunaé
catkowicie pojecie sity*?; nalezy wszakze zauwazy¢, ze nie uwazali oni mechaniki
za nauke przypadkowa, a wrecz przeciwnie®. Ernst Mach wyznawal Scisty
pozytywizm, zgodnie z ktérym mechanika powinna posiada¢ charakter czysto
empiryczny. Jednakowoz nie przekonal wszystkich, wrecz przeciwnie, takze
caly 6w spor o charakterze zasadniczo filozoficznym pozostanie dlugo jeszcze
otwarty.
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Patrice Bailhache

WHAT ARE THE GROUNDS OF CLASSICAL MECHANICS?
— THE REPLY OF THE HISTORY OF SCIENCE

The author tries to give an answer to the question posed in the title of the paper by
referring to those analyses and arguments which have been found most important by the
history of science (laws of Stevin, d’Alembert, Lagrange, arguments of Lazure Carnot, Prony,
Ampeére, Laplace...). In his opinion the only possible philosophy of mechanics must have the
empirical nature. The problem was perceived already by Archimedes, though it was later
obscured by numerous metaphysics. Yet, it is only the solution of Lagrange which can be
said to be approaching the ideal. However, the philosophical part of the arguments still
remains unsettled.

“2J. L. de Lagrange, Mécanique..., t. 2, s. 371.

“J. Le Rond D’Alembert, Traité de dynamique..., s. XXVI i dalej: ,,To wszystko,
co widzimy wyraznie w ruchu jednego ciala, to to, ze przemierza ono pewna przestrzen, i ze
potrzebuje pewnego czasu na jej przemierzenie [...] tymczasem ja odwrocitem, ze tak powiem,
wzrok od przyczyn wprawiajacych w ruch, azeby widzie¢ jedynie ruch, ktory one wytwarzaja;
[...] wykluczylem calkowicie wewngtrzne sily ciala znajdujacego si¢ w ruchu, byty niejasne
i metafizyczne, mogace jedynie zaciemni¢ jasna ze swej natury Nauke¢”. Por. tez J. L. de
Lagrange, Mécanique..., s. 1: ,,W stanie rownowagi sila nie moze zosta¢ urzeczywistniona;
istnieje ona jedynie jako proste dazenie do ruchu; powinno si¢ jednak zawsze mierzy¢ ja
skutkiem jaki wywolalaby, gdyby nie zostala zatrzymana”.



