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ABSTRACT

O. Hryniewicz. Statistical process control for stochastically dependent data — pitfalls of using standard
solution. Folia Oeconomica Cracoviensia 2013, 54: 93-106.

Shewhart control charts are the most frequently used tools of statistical process control. In their
standard form they are designed under the assumption that consecutive observations are statis-
tically independent and described by the normal distribution. When these assumptions are not
fulfilled statistical properties of the Shewhart control charts are different from those assumed for
the design purposes. When consecutive observations are not independent the properties of some
Shewhart control charts have been investigated only in the case of classic autoregression pro-
cesses. Hryniewicz (2012) considered the influence of the type of dependence, described in terms
of copulas, on the properties of the Shewhart charts for monitoring the mean value of the process.
In this paper some results from Hryniewicz (2012) have been recalled. Some new results, obtained
for the R-chart used for the control of the variability of a process, have been presented.

STRESZCZENIE

Karty kontrolne Shewharta sg najczesciej stosowanym narzedziem statystycznego sterowania
procesami. W swojej podstawowej postaci s one projektowane przy zatozeniu, ze kolejne obser-
wacje procesu sg statystycznie niezalezne, i ze sg opisane rozktadem normalnym. Jesli powyzsze
zatozenia nie sg spetnione, to wiasnosci statystyczne kart kontrolnych Shewharta réznig sie od
tych, ktére zaktada sie w procesie projektowania. Gdy kolejne obserwacje nie sg niezalezne,
wiasnosci niektérych kart kontrolnych Shewharta zostaty zbadane dla przypadku klasycznych
procesdw autoregresji. Hryniewicz (2012) rozpatrywat wptyw typu zaleznosci pomiedzy obser-
wacjami, opisanego za pomoca pojecia kopuli, na wtasnosci karty Shewharta stuzacej do moni-
torowania warto$ci $redniej procesu. Niektdre z wiasnosci karty Shewharta omawiane w tamtej
pracy zostaty przypomniane w niniejszym opracowaniu, ktére zawiera ponadto nowe wyniki
dotyczace analogicznego zagadnienia w odniesieniu do karty kontrolnej R, stuzacej do sterowania
zmienno$cig monitorowanych proceséw.
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1. WPROWADZENIE

Statystyczne sterowanie procesami (Statistical Process Control — SPC) zostato za-
proponowane przez Waltera Shewharta w latach dwudziestych ubiegtego wieku.
Przez wiele lat stanowito mato popularny dziat statystycznego sterowania ja-
koscig (Statistical Quality Control — SQC), zwanego tradycyjnie w Polsce staty-
styczna kontrola jakosci (SKJ). Przez wiele lat procedury statystycznej kontroli
odbiorczej stanowity podstawowe narzedzia SQC, co — moim zdaniem — w
petni uzasadniato tradycyjng wersje polskiego ttumaczenia angielskiego terminu
SQC. Dopiero wprowadzenie do repertuaru narzedzi SPC statystycznych metod
sekwencyjnych takich jak karty kontrolne sum skumulowanych (CUSUM) spo-
wodowato, ze zagadnieniami SPC zaczeto zajmowac sie na Swiecie wielu bada-
czy. Jezeli dodamy, ze praktyka produkcyjna wymusita zwiekszenie wagi narze-
dzi SPC wzgledem wagi narzedzi statystycznej kontroli odbiorczej, to stanie sie
jasne, ze obecnie statystyczne sterowanie procesami (SPC) stanowi gtowny dziat
statystycznego sterowania jakosScig, a przez wielu praktykéw jest z nim po prostu
utozsamiane.

Statystyczna kontrola jakosci, rozumiana w zasadzie jako statystyczna kon-
trola odbiorcza, byta przedmiotem zainteresowania polskich naukowcéw (Obal-
ski, Oderfeld, Steinhaus) od poczatku lat piecdziesigtych ubiegtego wieku.
W tym czasie powstato wiele polskich norm statystycznej kontroli odbiorczej,
ktére wyrozniaty sie na Swiecie swojg oryginalnosciag. Natomiast problemami
SPC zajmowato sie w Polsce niewielu praktykéw, nie wykraczajagc poza zasto-
sowanie znanych na catym Swiecie (i stosowanych powszechnie do dzisiaj) kart
kontrolnych Shewharta. Sp. Profesor Andrzej Iwasiewicz, pamieci ktérego po-
Swiecone jest niniejsze wydawnictwo, byt pierwszym polskim naukowcem, ktory
prowadzit badania naukowe nad nowymi narzedziami SPC, a takze wprowadzat
je do praktyki. Najwazniejszym owocem jego prac w tym zakresie byta wydana
przez PWN oryginalna monografia Statystyczna kontrola jakosci w toku produkcji:
systemy i procedury — lwasiewicz (1985). Mozna wiec przyjac, ze byt On w Pol-
sce prekursorem badan nad nowoczesnymi metodami statystycznego sterowania
procesami.

Od okresu pionierskiego w zakresie badan nad procedurami SPC uptyneto
juz wiele lat. W miedzyczasie powstato wiele prac naukowych napisanych przez
wybitnych naukowcédw i posSwieconych temu zagadnieniu. Dla potrzeb staty-
stycznego sterowania procesami zaproponowano wykorzystanie zaawansowa-
nych metod statystycznych, czesto powstatych w innych obszarach zastosowan
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statystyki matematycznej. Powstato tez wiele prac, w ktérych zaproponowano
rézne metody pozwalajgce odejs¢ od podstawowego paradygmatu tradycyjnego
SPC, jakim jest przyjecie niezaleznosci wynikoOw pomiardéw opisujgcych te procesy
charakterystyk jakosciowych. Zostaty zaproponowane nowe statystyczne proce-
dury kontrolne, ktére odznaczaty sie jednak duzym (w ocenie praktykow) stop-
niem skomplikowania. W pracach tych przyjmowano pewne popularne modele
zaleznosci pomiedzy wynikami kolejnych pomiaréw, nie wykraczajac przy tym
poza opis procesu wykorzystujacy pojecie wielowymiarowego rozktadu normal-
nego.

W pionierskiej pracy — Hryniewicz i Szediw (2010) pokazano, ze w przy-
padku wystepowania innych typdw zaleznosci stochastycznej oraz réznigcych
sie od normalnego rozktadéw wartosci charakterystyk jakosciowych, stosowa-
nie zaproponowanych dotychczas procedur moze prowadzié do btednych decy-
zji. Sytuacja staje sie wrecz dramatyczna, gdy do sterowania jakoscig procesow
0 nietypowo zaleznych obserwacjach wykorzystamy tradycyjne metody SPC,
jakimi sg karty kontrolne Shewharta. Po raz pierwszy zwr6cono na to uwage
w pracy Hryniewicza (2012).

Niniejszy artykut mozna traktowaé¢ jako pewne uzupeinienie wymienio-
nych powyzej prac. Pokazano w nim putapki, z jakimi mogga spotkac sie prak-
tycy, ktorzy stosujg powszechnie znane (standardowe) metody statystyczne do
sterowania procesami o obserwacjach zaleznych. W kolejnych sekcjach artykutu
przedstawiony zostanie w duzym skrocie zarys metodologii SPC dla proceséw
0 zaleznych obserwacjach. Nastepnie zostang omowione problemy z praktyczng
oceng sity zaleznosci pomiedzy takimi obserwacjami. Na zakonczenie przedsta-
wione zostang przyktady pokazujace potencjalne niebezpieczenstwa zwigzane
z zastosowaniem klasycznych kart kontrolnych Shewharta w przypadku staty-
stycznego sterowania procesami o danych zaleznych.

2. STATYSTYCZNE STEROWANIE PROCESAMI (SPC)
W PRZYPADKU DANYCH ZALEZNYCH

Podstawowym zatozeniem, jakie przyjmuje sie konstruujgc standardowe karty
kontrolne (Shewharta, CUSUM, EWMA) jest wzajemna niezalezno$¢ kolejnych
obserwacji kontrolowanego procesu. W przypadku klasycznej karty Shewharta
przektada sie to na niezalezno$¢ kolejnych punktow wykreslanych na karcie kon-
trolnej, co oczywiscie nie jest prawdag w przypadku bardziej skomplikowanych
procedur takich jak karty CUSUM lub EWMA. Drugim, stosowanym np. w nor-
mach zatozeniem jest przyjecie rozktadu normalnego jako probabilistycznego
modelu opisujgcego wyniki pomiaréw. Nieadekwatno$¢ pierwszego z tych zato-
zen w przypadku wielu procesow (zwiaszcza procesdw ciggtych, jak np. procesy
chemiczne) wykazano w wielu pracach takich jak np. Wardell i in. (1994) oraz
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Alwan i Roberts (1995). W tej sytuacji starano sie zaproponowac rozwigzania,
ktére pozwolityby na korzystanie z metod SPC w przypadku sterowania proce-
sami o zaleznych obserwacjach.

Pierwsze prace poswiecone kartom kontrolnym (gtéwnie kartom Shewharta)
pojawity sie w latach siedemdziesigtych ubiegtego stulecia. Nalezg do nich prace:
Johnson i Bagshaw (1974) oraz Vasilopoulos i Stamboulis (1978). Mozna je trak-
towac jako prekursorow catego nurtu prac zwigzanych z nazwiskami Lu, Rey-
noldsa Jr. oraz Schmida, w ktérych proponowano rézne modyfikacje klasycz-
nych kart kontrolnych, uwzgledniajgce okre$lone rodzaje zaleznosci pomiedzy
obserwacjami proceséw. Inny nurt zostat zainicjowany pracg — Alwan i Roberts
(1988), w ktorej do sterowania procesami o danych zaleznych zaproponowano
zastosowanie klasycznych kart kontrolnych, ale wykorzystanych do analizy resi-
dudw, a nie do oryginalnych pomiardw. Istnieje tez trzeci nurt zapoczatkowany
praca: Yourstone i Montgomery (1989), w ktéorym do monitorowania procesow
0 danych zaleznych zaproponowano karte kontrolng wspoétczynnika autokore-
lacji. Szersze oméwienie tych podejs¢ mozna znalez¢ w niepublikowanej rozpra-
wie doktorskiej, zob. Olwert (2012).

3. BADANIE ZALEZNOSCI W PROCESACH

Zagadnienie badania zalezno$ci pomiedzy kolejnymi obserwacjami procesu jest
szczegblnym przypadkiem jednego z najwazniejszych zadan statystyki, jakim
jest badanie zalezno$ci pomiedzy zmiennymi losowymi. Zagadnieniem tym sta-
tystycy zajmujg sie co najmniej od XIX wieku, a poSwiecona temu literatura jest
niezwykle bogata. W praktyce najczesciej spotykang miarg zaleznosci pomie-
dzy obserwacjami w procesie jest wspdtczynnik autokorelacji (rzedu k) bedacy
wspotczynnikiem korelacji liniowej Pearsona pomiedzy ciggiem obserwacji a tym
samym ciggiem przesunietym o k jednostek i w wersji populacyjnej zdefinio-
wany dla proceséw stacjonarnych jako:

n E[(Xt-fi)(Xt_k-fi)]
«fc - ~2 , Q)

gdzie m jest wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X, a s2jej wariancja, przy
czym zatozona stacjonarno$¢ obserwowanego procesu pocigga za sobg statos$é
tych dwu parametréw w czasie.

Wspédtczynnik autokorelacji Rk jest, jako szczegdlny przypadek wspotczyn-
nika korelacji Pearsona, miernikiem zaleznosci liniowej. O jego ograniczonej
przydatnosci do oceny zaleznosci w przypadkach nieliniowych, np. nielinio-
wych zaleznosciach regresyjnych, mozna przeczyta¢ w kazdym podreczniku
statystyki. Jest jednak rzeczg znang mniej powszechnie, ze jest on dobrg miarg
zaleznoSci pomiedzy dwiema zmiennymi losowymi wytgcznie wtedy, gdy ich



taczny rozktad nalezy do rodziny tzw. rozktadéw elipsoidalnych, przy czym
whniosek odwrotny nie jest juz uprawniony. W praktyce statystycznej oznacza
to, ze wspoOiczynnik korelacji liniowej Pearsona jest dobrg miarg zaleznosci tylko
w przypadku, gdy badane zmienne losowe opisane sg tgcznym dwuwymiaro-
wym rozktadem normalnym.

W celu poszukania bardziej uniwersalnej miary zaleznosci pomiedzy zmien-
nymi losowymi rozpatrzmy przypadek najbardziej og6lny. Z fundamentalnego
twierdzenia Sklara (1959) wynika, ze tgczny rozktad prawdopodobienstwa F(x,y)
dowolnych zmiennych losowych X i Y jest w sposob jednoznaczny opisany
funkcjg C zwang kopulg

F(x.y) = C(F(x), G(Y)), &)

przy czym funkcje F(x) oraz G(y) sa, odpowiednio, dystrybuantami rozktadéw
brzegowych zmiennych losowych X oraz Y, a funkcje C definiuje sie jako:

C:[0,1]12~ [01], ©)
spetniajaca warunki:

Vu,v 6 (0,1) C(0,v) = 0,C(u,0) =0,

Vu,v 6 (0,1) C(1,v) =v,C(u,1) =u,

Vuv u2,vlv2 £ (0,1),ul<u2vl

A

V2,

C(ut,v2) + C(u2,vx) < C(ut,vt) +C(u2,v2).

Jak tatwo zauwazyé¢, miary zaleznosci pomiedzy zmiennymi losowymi, ktdrych
taczny rozkitad opisany jest kopulg, powinny zaleze¢ wytgcznie od typu kopuli
i jej parametrow. Tymczasem, wspotczynnik korelacji Pearsona zalezy (0 czym
wiadomo od bardzo dawna) od postaci rozktaddw brzegowych.

Dla dowolnej kopuli dwuwymiarowej stuszne sg nieréwnosci znane w teorii
prawdopodobienstwa (i wyznaczone przed wprowadzeniem pojecia kopuli) jako
nierownosci Frecheta-Hoeffdinga

max(0,u +v —1) < C(u, v) < min(u, V). @

Granice Frecheta-Hoeffdinga odpowiadajg przypadkom minimalnej i maksymal-
nej sile zaleznosci pomiedzy zmiennymi losowymi. W pracy Hryniewicza i Kar-
pinskiego (2012) wykorzystano je w celu wykazania istnienia nastepujgcych wtia-
snosci wspdtczynnika korelacji liniowej Pearsona.
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Wiasnos¢ 1: Jesli rozktady prawdopodobienstwa zmiennych losowych X oraz
Y majg ten sam ksztatt, woéwczas maksymalna warto$¢ wspoétczynnika korelacji
Pearsona jestréwna 1 (rmex = 1).

Wiasnos$¢ 2: Jesli rozktady prawdopodobiefAstwa zmiennych losowych X oraz
Y sg symetryczne wzgledem zera i majg ten sam ksztat, wowczas minimalna
warto$¢ wspotczynnika korelacji Pearsona jest rdwna -1 (rmn = -1).

Whasno$é 3: Jesli przynajmniej jedna ze zmiennych losowych X oraz Y ma roz-
ktad symetryczny, wowczas rmin = -rmex.

Przyktad: Niech zmienne losowe X oraz Y majg ten sam wyktadniczy rozktad
prawdopodobieristwa o wartosci oczekiwanej rdwnej 1. Wowczas mamy:

(X,Y)=3"(x- D-Inl - e x]}-1>xdx =1 = -0,644934. (5)

Catka w (5) zostata wyznaczona z wykorzystaniem obliczed symbolicznych i nu-
merycznych wykonanych za pomocag pakietu matematycznego MATHEMA-
TICA™,

Jak wida¢, zastosowanie wspotczynnika korelacji Pearsona do oceny sity za-
leznosci pomiedzy zmiennymi losowymi moze prowadzi¢ do zupetnie btednych
wnioskéw, zwtaszcza, gdy zmienne te majg niesymetryczne rozktady prawdo-
podobienstwa i odznaczajg sie ujemng zaleznosciag. W zwigzku z tym, do oceny
sity zaleznosci pomiedzy warto$ciami kolejnych obserwacji procesu lepiej wyko-
rzystywac nieparametryczne miary zaleznosci nie majace niepozadanych wiasci-
wosci wspotczynnika korelacji Pearsona. Jedng z nich jest wspotczynnik korelacji
rangowej t Kendalla.

Wspotczynnik korelacji rangowej t Kendalla zostat zaproponowany w roku
1938 i wykorzystuje pojecie zgodnych i niezgodnych par obserwacji. Para wekto-
rowych obserwacji (x,,yi) (x,yj) ciagtych zmiennych losowych (X)Y) jest zgodna,
jesli odpowiadajace sobie rangi sktadowych obu wektoréw sg zgodne, tzn. albo
Ri > Rj oraz Si > Sjalbo R(< Rj oraz S(< §. W przeciwnym wypadku takg pare
nazywamy niezgodng. Probkowy wspétczynnik korelacji Kendalla t jest definio-
wany jako

liczba par zgodnych - liczba par niezgodnych

(©)

Wygodna reprezentacja t zostata zaproponowana w pracy Genesta i Rivesta
(1993) w nastepujacej postaci:

0
gdzie

WVt =card{(Xj,Yj): Xj <X,,Yj <Yt}{(«- 1,i=1,..,n. (8)
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Populacyjna wersja t Kendalla zostata podana w monografii, zob. Nelsen
(2006). Dla dowolnej kopuli warto$¢ t wyznaczana jest z zaleznosci:

©)

Warto zauwazy¢, ze w przypadku zmiennych opisanych dwuwymiarowym
rozktadem normalnym istnieje nastepujgca zalezno$¢ pomiedzy wspoétczynni-
kiem korelacji r Pearsona i wspotczynnikiem korelacji t Kendalla:

t = arcsmi (10)

Dlainnych rozktadéw wielowymiarowych takiej zaleznosci nie da sie prosto wy-
znaczyc.

Powszechnie znany wsp6tczynnik korelacji rangowej p Spearmana moze by¢
réwniez wyznaczony dla dowolnej kopuli, jednakze dla najczesciej stosowanych
kopul nie istniejg jawne wzory pozwalajgce przeprowadza¢ odpowiednie obli-
czenia.

W przypadku gdy n kolejnych obserwacji procesu tworzy pewien szereg
czasowy Z1,7Z2 ..., Zn, do analizy ich wzajemnej zalezno$ci mozna wykorzy-
sta¢ wspotczynnik korelacji t Kendalla przyjmujac, ze sktadowe wektora (Xi, Yi)
wyznacza sie z zalezno$ci: Xi= Zioraz Yi=Zitl dlai=1,...,n- L Oznaczmy
przez M losowg liczbe niezgodnosci, tzn. liczbe par wektoréow (Zi, Zi+l) i (Zj, Zj+1),
w przypadku ktérych mamy albo Zi< Zji Zi+l1> Zj+1, albo Zi> Zji Zi+l< Zj+1
Wspéiczynnik korelacji (a w zasadzie autokorelacji) t Kendalla wyznaczany jest
teraz ze wzoru:

s —— (12)

gdzie
(12)

a I(A) jest funkcjg wskaznikowg zbioru A.

W przypadku klasycznej statystyki t Kendalla danej wzorem (7), jej roz-
ktad w przypadku wzajemnej niezaleznosci zmiennych X oraz Y znany jest od
dawna. Jezeli jednak mamy do czynienia z kolejnymi obserwacjami procesu, to
nawet przy niezaleznych obserwacjach ZifZi+1l, odpowiednie pary wektoréw
definiujgcych t Kendalla nie sg niezalezne. Rozktad statystyki t Kendalla zostat
w tym przypadku wyznaczony dopiero w pracy Fergusona i in., (2000). W pracy
Hryniewicza i Szediw (2010) skorzystano z tego wyniku do konstrukcji karty
kontrolnej pozwalajacej monitorowa¢ wystepowanie zaleznosci pomiedzy kolej-
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nymi obserwacjami procesu. Karta ta ma o wiele lepsze witasciwosci w poréwna-
niu do wspomnianej juz karty kontrolnej wspotczynnika autokorelacji zapropo-
nowanej w pracy: Yourstone i Montgomery (1989).

4. WPLYW SILY | TYPU ZALEZNOSCI NA WLASNOSCI KARTY
KONTROLNEJ SHEWHARTA

Jak juz wspomniano we Wstepie, wiasnosci kart kontrolnych Shewharta dla
przypadku, gdy zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami procesu majg Kkla-
syczny charakter regresyjny (autoregresyjny), byty badane przez wielu autorow.
Przyjmowane w tych pracach zatozenia, rozpatrywane w terminach teorii kopul,
sprowadzajg sie do przyjecia jako modelu zaleznosci kopuli gaussowskiej (nor-
malnej) danej zaleznoscia:

cn(«¢,M "n u\» r), (13)

gdzie ®N(x,y;r) jest dystrybuantg dwuwymiarowego standaryzowanego roz-
ktadu normalnego o wspotczynniku korelacji r, zas O-1(x) jest funkcjg odwrotng
do dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnego (funkcjg kwanty-
lowg). W pracy Hryniewicza (2012) postawiono pytanie o witasnosci karty She-
wharta, gdy zalezno$¢ pomiedzy kolejnymi obserwacjami moze by¢ opisana inng
kopulg, na przyktad:

a) kopulg Claytona, zob. Clayton (1978)

C(x,y)=[F-*(x)+ G~e- ITA 6 e {(-1,0>)\ {0 (14)
b) kopulg Franka, zob. Frank (1979)

1 f (»-°F(x) (y) 1Y\
C(xy)=- hlnl 1+n . " l, 0e{(-tt,»)\{o}}" (15

c) oraz kopulg Gumbela, zob. Gumbel (1960)

Cxy)=exp(™[(-InF(x))e+(-InG(y))e]/S 6>0. (16)

Proba odpowiedzi na to pytanie zostata dokonana z wykorzystaniem metod
symulacyjnych (Monte Carlo). Skorzystano tu ze znanych zwigzkéw pomiedzy
postaciami w/w kopul a wspotczynnikiem t Kendalla, a takze znanych metod ge-
nerowania zmiennych wektoréw losowych opisanych wymienionymi powyzej
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kopulami. W symulacjach opisanych w pracy Hryniewicza (2012) przyjeto za-
tozenie, ze rozktady brzegowe we wszystkich rozpatrywanych przypadkach sg
rozktadami normalnymi.

Podstawowga charakterystyka kazdej karty kontrolnej jest oczekiwana liczba
kontroli pomiedzy kolejnymi alarmami ARL (Average Run Length). Jezeli proces
znajduje sie w stanie ustabilizowanym, warto$¢ ARL okreslana woéwczas jako
ARLO oznacza oczekiwany czas pomiedzy fatszywymi alarmami (oczekiwany
czas do wystapienia fatszywego alarmu). W Tablicy 1, opracowanej na podstawie
wynikow opublikowanych w pracy Hryniewicza (2012) podano, jak zmienia sie
wartos¢ ARLO dla karty X-$rednie Shewharta w zaleznosci od mierzonej wsp6t-
czynnikiem korelacji Kendalla t sity zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwa-
cjami procesu oraz od typu kopuli opisujace]j takg zaleznosé.

Z danych przedstawionych w Tablicy 1 wynika, ze wystepowanie zaleznosci
pomiedzy kolejnymi obserwacjami procesu wydtuza oczekiwany czas do wystga-
pienia fatlszywego alarmu, co jest cechg pozgdang. Wielko$¢ takiego wydtuzenia
zalezy jednak zdecydowanie od typu zaleznosci. W przypadku kopuli gaussow-
skiej (klasyczny proces autoregresji) wzrost jest z poczatku wolny, ale w przy-
padku wystepowania silnych zaleznos$ci, wartosci ARLO stajg sie bardzo duze.
Mozna tez zauwazy¢ symetrie funkcji ARLO(t) wzgledem zera. Taka sama syme-
tria wystepuje w przypadku kopuli Franka, ale zwiekszenie warto$ci ARLO jest
tu zdecydowanie mniejsze. W przypadku kopuli Claytona funkcja ARLO(t) jest
wyraznie niesymetryczna wzgledem zera. Z kolei, w przypadku kopuli Gumbela,
dla ktorej zaleznosci mogg by¢ tylko dodatnie, juz dla matych wartosci t wyste-
puje bardzo silny wzrost wartosci ARLO.

Tablica 1
Wartosci ARLO dla karty X — $rednie Shewharta

t Kendalla Gauss Clayton Frank Gumbel
0,8 1391,0 759,3 385,4 1301,8
0,5 466,8 622,4 373,1 633,6
0,3 389,0 496,0 3734 528,6
0,1 371,1 384,4 370,5 456,4

0 370,5 370,5 370,5 370,5

-0,1 371,3 370,6 371,2
-0,3 390,0 384,3 374,1 X
-0,5 468,4 4339 375,0 X
-0,8 1379,4 898,6 384,0 X
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Tablica 2
Wartosci ARL dla karty X — $rednie Shewharta — przesuniecie o 10
t Kendalla Gauss Clayton Frank Gumbel

0,8 273,2 90,3 86,7 653,0
0,5 71,9 48,6 54,2 126,7
0,3 52,3 45,2 47,7 73,1
0,1 45,1 43,7 45,4 50,4

0 438 43,8 438 438
-0,1 43,6 43,7 44,8 X
-0,3 44,4 44,6 44,5 X
-0,5 51,0 50,2 455 X
-0,8 135,2 101,0 52,4 X

Oznaczmy przez o odchylenie standardowe statystyki wykreslanej na karcie
Shewharta. Zobaczmy teraz jak reaguje karta Shewharta na przesuniecie warto-
§ci oczekiwanej o warto$¢ ko. W Tablicy 2 na podstawie wynikow opublikowa-
nych w pracy Hryniewicza (2012) podano warto$ci ARL w przypadku, gdy k = 1,
co odpowiada przypadkowi stosunkowo niewielkiego rozregulowania kontrolo-
wanego procesu. Z kolei, w Tablicy 3 podano wartosci ARL w przypadku, gdy
k = 3, co odpowiada przypadkowi bardzo silnego rozregulowania kontrolowa-
nego procesu.

Tablica 3
Wartosci ARL dla karty X — $rednie Shewharta — przesuniecie 0 30
t Kendalla Gauss Clayton Frank Gumbel

0,8 10,6 24,9 9,8 91
0,5 3.2 41 45 3,2
0,3 2,5 2,6 3,6 2,4
0,1 2,1 2,1 31 2,1

0 2,0 2,0 2,0 2,0
-0,1 19 19 29
-0,3 1,8 18 28 X
-0,5 1,7 18 2,7 X
-0,8 1,6 1,7 2,6 X
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Z danych przedstawionych w Tablicach 2 oraz 3 wynika, ze wystepowanie
dodatnich zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami procesu w ujemny spo-
séb wpltywa na zdolnos$¢ karty X-$rednie Shewharta do wykrywania rozregulo-
wania procesu. Dla zaleznosci o matej lub umiarkowanej sile pogorszenie to jest
stosunkowo niewielkie (z wyjatkiem przypadku kopuli Franka dla przypadku
k = 3). Jednakze w przypadku silnych dodatnich zaleznosci, wiasnosci detek-
cyjne karty stajg sie bardzo stabe. Dotyczy to zwitaszcza przypadku kopul Gaussa
i Gumbela dla k = 1 oraz kopuli Claytona dla k = 3. Podobne pogorszenie wta-
snosci detekcyjnych karty obserwowane jest rowniez w przypadku zaleznosci
ujemnych, ale wytacznie dla stabych rozregulowan procesu. Dla silnych rozre-
gulowan (k = 3) wartosci detekcyjne ulegajg poprawie (z wyjatkiem przypadku
kopuli Franka).

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze zaréwno sita i kierunek zalezno-
Sci (czego mozna byto sie spodziewac), jak i opisany kopulg rodzaj zaleznosci,
w sposOb istotny wptywajg na wiasnosci karty X-$rednie Shewharta. Okazuje
sie, ze stwierdzenie takiego samego rozktadu obserwowanych wartosci procesu
oraz takiej samej sity zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami procesu nie
wystarcza, by przewidzie¢ zdolnosci detekcyjne karty kontrolnej. Nalezy dodat-
kowo uwzgledni¢ rodzaj zaleznos$ci, co do momentu opublikowania pracy nie
byto zauwazone, zob. Hryniewicz (2012).

Wplyw wzajemnej zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami kontro-
lowanego procesu na wiasnosci kart stuzacych do kontroli wartosci $redniej
procesu byt — jak wspomniano powyzej — przedmiotem badan od wielu lat.
W praktyce SPC stosuje sie takze karty kontrolne stuzgce do kontroli zmienno-
§ci procesu, takie jak np. karta odchylenia standardowego (karta s) Shewharta
lub karta rozstepu (karta R) Shewharta. Ich wiasnosci zostalty dobrze zbadane
w przypadku, gdy kolejne obserwacje opisane sg niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o rozktadach normalnych. Odejscie od tych zatozen powoduje, ze
analiza wiasnosci tych kart kontrolnych napotyka na olbrzymie trudnosci.
W przeciwienstwie do kart stuzacych do kontroli wartosci $rednich zmiennych
0 rozktadzie normalnym, rozktady prawdopodobieristwa mierzonych zmien-
nych losowych oraz rozktady prawdopodobienstwa wyznaczanych statystyk
majg rozng postac. Jesli, na dodatek, chcieliby$Smy uwzgledni¢ wzajemne zalez-
nosci pomiedzy wykreslanymi na karcie statystykami, powstajg nowe problemy
utrudniajace okreslenie whasnosci kart kontrolnych nawet metodami symulacyj-
nymi. Z tego tez powodu prace poswiecone wptywowi zaleznosci w kontrolo-
wanych procesach na witasnosci kart kontrolnych stuzacych do kontrolowania
zmiennoSci procesu praktycznie nie istnieja.

W celu zbadania wiasnosci przyktadowej karty stuzacej do kontroli zmien-
nosci procesu, jaka jest karta rozstepu R zalézmy, ze obserwowane wartosci
rozpatrywanej charakterystyki jakosciowej opisane sg rozktadem normalnym,
aponadto ich wzajemna zaleznos$¢ opisana jest jedng z wymienionych juz kopul.
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Przyjmujemy tez dodatkowe zatozenie upraszczajgce, zgodnie z ktorym zalez-
no$¢ pomiedzy ostatnig obserwacjg z danej prébki losowej a pierwszg obser-
wacjg kolejnej probki losowej jest taka sama jak zalezno$¢ pomiedzy kolejnymi
obserwacjami w prébce (traktujemy wiec kolejne prébki jako kolejne segmenty
kontrolowanego procesu). Dla tak opisanego procesu przeanalizowaliSmy wptyw
sity i rodzaju istniejgcych zaleznosci na wystepowanie fatszywych alarméw na
karcie kontrolnej R.

Tablica 4
Wartos$ci ARLO dla karty R Shewharta
t Kendalla Gauss Clayton Frank Gumbel
0,8 1180000 >1500000 401824 >10000000
0,5 11670 9770 1724 92669
0,3 1056 1474 501 4316
01 344 332 260 984
0 218 218 218 218
-0,1 151 147 180 X
-0,3 76 7 137 X
-0,5 53 55 96 X
-0,8 105 71 51 X

Wartosci przedstawione w Tablicy 4 zostaty wyznaczone metodami symu-
lacyjnymi przy stosunkowo matych liczbach wykonanych przebiegéw procesu
symulacji. Nie sg to wiec oszacowania doktadne, cho¢ ich analiza pozwala wy-
snu¢ kilka waznych wnioskow o charakterze praktycznym. Po pierwsze, widaé
bardzo szybki wzrost wartosci parametru ARLO wraz ze wzrostem sity dodatniej
zaleznos$ci pomiedzy kolejnymi obserwacjami kontrolowanego procesu. ARLO ro-
$nie najszybciej, gdy zalezno$¢ opisana jest kopulg Gumbela, a najwolniej, gdy
zalezno$¢ opisana jest kopulg Franka. Poniewaz warto$¢ ARLO jest miarg oczeki-
wanego czasu do wystapienia ,fatszywego alarmu", tak duze wartosci mogtyby
wydawac sie korzystne. Nalezy jednak pamietaé, ze sg one konsekwencjg zbyt
szerokich (w stosunku do zmiennosci kontrolowanego procesu) przedziatow
pomiedzy granicami kontrolnymi. W rezultacie znacznemu wzrostowi ulegng
réwniez oczekiwane czasy do wystgpienia ,,prawdziwych alarmoéw", co jest zja-
wiskiem zdecydowanie niekorzystnym. W przypadku wystepowania pomiedzy
kolejnymi obserwacjami zalezno$ci ujemnej, sytuacja jest niejako odwrotna.
Wraz ze wzrostem sity ujemnej zaleznosci warto$¢ ARLO najpierw maleje, a poz-
niej rosnie (dla kopuli Franka dla wartosci t mniejszych od -0,8). Oznacza to cze-
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ste wystepowanie ,falszywych alarméw", co jest konsekwencjg zbyt waskich
(w stosunku do zmiennos$ci kontrolowanego procesu) przedziatbw pomiedzy
granicami kontrolnymi. Nie jest to sytuacja korzystna. Z drugiej jednak strony
oznacza to, ze w przypadku rozregulowania kontrolowanego procesu, ktére ma
charakter wzrostu jego zmiennosci, alarmy pojawig sie szybciej niz w przypadku
procesow o niezaleznych obserwacjach.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione w niniejszej pracy wyniki badan pokazujg w spos6b catkowicie
jednoznaczny, ze wystepowanie zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami
kontrolowanego procesu w spos6b istotny zmienia charakterystyki podstawo-
wych narzedzi statystycznego sterowania procesami, jakimi sg karty kontrolne
Shewharta. Wniosek ten nie jest nowy i znalazt potwierdzenie w wielu pracach
poSwieconych analizie proces6w opisanych klasycznymi (normalnymi) proce-
sami autoregresji. Nowoscia, zwtaszcza w przypadku zastosowan karty kontrol-
nej R, stuzacej do monitorowania zmiennosci procesu, jest zauwazenie istotnego
wptywu rodzaju zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami na charaktery-
styki kart kontrolnych. Okazuje sie, ze w przypadku takich samych (normal-
nych) rozktadéw obserwowanych wartosci i takiej samej, mierzonej za pomoca
wspotczynnika t Kendalla sity zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami pro-
cesu, statystyczne charakterystyki kart kontrolnych Shewharta mogg by¢ zasad-
niczo rézne, w zaleznosci od typu kopuli opisujacej zaleznos¢ kolejnych obser-
wacji.
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