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KRYTERIA WYBORU LICZBY SKUPIEN
W BINARNYM MODELU KLAS UKRYTYCH - ANALIZA SYMULACYJNA

1. ZARYS PROBLEMU

Analiza klas ukrytych (LCA) pozwala na zidentyfikowanie wzajemnie wylgczajacych
sie klas (skupien), ktére wyjasniaja rozktad przypadkéw pojawiajacych sie w wielo-
wymiarowej tabeli kontyngencji [23], [15], [16]. Jesli X; = (X;1, X;2, ..., X;)T bedzie
wektorem losowym, natomiast X; = (xj;, X5, .., X;;) jego realizacja, wtedy w binarnym
modelu LCA, x:; przyjmuje warto$¢ 0 lub 1 dla obserwacji i oraz zmiennej j.

Z podzialem na skupienia zwigzana jest zmienna ukryta Y;, ktérej obecnos¢ sprawia,
ze zbiér zmiennych binarnych jest juz niezalezny, a ona wyjasnia istote ewentualnych
zwigzkéw (por. [16]). Przy takich zatozeniach rozktad warunkowy ma postac:

Pr(X, = x; V= s) 1= Pr(x, = xp v = 5)] T

i

J
Y, = s) = JEPr(XU = x:;

natomiast rozktad brzegowy, przy uwzglednieniu prawdopodobiefistwa przynaleznosci
do klasy s(s = 1, ..., S), mozna zapisac:

Pr(X,=x;)= ZS:Pr(Yi = 5)Pr(X; = x;

1 1

Y, = s).

s=1

Dla tak sformutowanego modelu, na etapie estymacji parametréw, nalezy przyjaé
liczbe klas. Zazwyczaj nie wiadomo, ile ma ich byé. Z tego tez wzgledu szacuje sie
parametry dla kilku modeli i sposréd nich dokonuje wyboru. Pojawia sie tutaj pokusa
wykorzystania testu opartego na ilorazie wiarygodnosci. Niestety, wobec niespelnienia
warunkéw regularnosci, co w konsekwencji prowadzi do nieznajomosci rozktadu sta-
tystyki testowej, takie podejScie jest niewlasciwe (por. [24]). Mozna probowaé aprok-
symowacé ten rozktad wykorzystujgc podejScie bootstrapowe [25], lecz czasochtonnosé
obliczen sprawia, ze poszukuje sie innych rozwigzan.

Kryteria informacyjne sa najczesSciej wykorzystywane w modelach opartych na
mieszankach rozktadéw. Pozwalaja one wybraé ten model sposréd rozwazanych, dla
ktérego warto$¢ danego kryterium jest najmniejsza. Trudno$¢ pojawia sie w momencie,
gdy rézne kryteria wskazujg na rézng liczbe klas. Z tego tez wzgledu prowadzi sig
badania symulacyjne majace rozstrzygnaé, ktére kryteria sa najbardziej wiarygodne.
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Takie badania sg potrzebne, gdyz po pierwsze — podstawa koncepcyjna wielu kryteriow
jest rézna. Przyktadowo, punktem wyjScia moze by¢ informacja Kulbacka — Leiblera
lub czynnik bayesowski. Po drugie — w praktyce wykorzystuje sie aproksymacje tych
kryteriéw, co dodatkowo moze by¢ obarczone btedem. Po trzecie wreszcie — popraw-
no$¢ kryteriow we wskazaniu wlasciwego modelu moze si¢ zmienia¢ w zaleznosci od
wykorzystywanej klasy modeli. Przyktadowo, w wielomianowym modelu logitowym
opartym na mieszkankach rozktadéw kryterium informacyjne Akaike jest bardziej wia-
rygodne od kryterium bayesowskiego BIC [3], natomiast dla mieszkanek rozktadéw
normalnych jest odwrotnie [24].

Majac na wzgledzie fakt, ze badania symulacyjne nad wyborem liczby klas skupiajg
sie gléwnie na mieszankach rozktadéw normalnych, niniejsze opracowanie jest probg
rozszerzenia tych badan o analize klas ukrytych. Dlatego w punkcie drugim przed-
stawiono typologie kryteriéw informacyjnych oraz ich koncepcje. Zwrécono réwniez
uwage na ich wlasnosci. W punkcie trzecim opisano eksperyment oraz czynniki, ktére
mogg mie¢ decydujacy wplyw na wartoSci rozwazanych kryteriéw. Ostatni punkt odnosi
sie do wnioskéw plynacych z eksperymentu oraz rekomendacji dotyczacych wyboru
kryteriéw, ktére najtrafniej wskazujg wlasciwg liczbe klas ukrytych.

2. KRYTERIA WYBORU SKUPIEN

KRYTERIA ZE SZKOLY AKAIKE

Pierwsza grupa kryteriow wywodzi sie z tzw. szkoly Akaike. Ich podstawg jest
informacja Kulbacka — Leiblera, ktéra méwi o przeci¢tnym stopniu rozbiezno$ci miedzy
prawdziwg gestoScig g (x) a gestoScig f (x|®) bedaca jej aproksymacija ([22], [12]):

(g(x), (x| @)) = EG[logg(x) — log f(x]| @)]

Stosujac zasade minimalizacji tej informacji, z grupy konkurencyjnych modeli
wybiera sie ten, dla ktérego obliczona informacja K-L przyjmuje najmniejszg warto$¢.
Poniewaz warto$¢ oczekiwana z log g (x) nie zalezy od Zadnego modelu, wiec przy
poréwnaniach nie bierze jej sie pod uwage.

Pominiecie wspomnianej wartos$ci oczekiwanej nie rozwigzuje problemu, bo i tak
informacja K-L nie jest bezposrednio obserwowana, gdyz zalezy od prawdziwego roz-
ktadu oraz nieznanych parametréow. Z tego tez wzgledu nieznang, prawdziwg dystry-
buante G (x) zastepuje sie jej dystrybuantg empiryczng otrzymujac nastepujace osza-
cowanie (por. [9], [20]).

Eol1oas(x10)] = [ 10a/(x| 0)at(x) = & 2 togs(x,|6).

i=1

Nalezy zauwazy¢, ze ten sam zbiér danych zostal wykorzystany do oszacowania
wektora nieznanych parametréw oraz wyznaczenia dystrybuanty empirycznej, co skut-
kuje obcigzeniem estymatora. Okazuje sie jednak, ze w wielu wypadkach wyznaczenie
doktadnej wartosci tego obcigzenia jest praktycznie niemozliwe i stad pojawiajg sie
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rézne jego aproksymacje prowadzace do réznych kryteriow. Kryterium informacyjne,
w ktérym wykorzystuje sie asymptotyczne obcigzenie b ma postaé (por. [19], [20]):

IC =—2N

N
+ Dlogf(x,|©) - ]{,b] =—210gZ(®]x) + 2b.

i=1
Takeuchi (1976) zaproponowal, aby za obcigzenie przyja¢ b = tr (J-11I) gdzie

azlogL(@)‘x)
00007

0 logL(®|x) 0 logL(®|x)
00 007 i

J:— A I1=F

a odpowiednie pochodne czastkowe obliczane sg w punkcie mody funkcji wiarygodnosci.
Cho¢ obliczenie wartosci oczekiwanych moze by¢ klopotliwe, to jednak dla duzej préby
- co wynika z mocnego prawa wielkich liczb — mozna je zastapi¢ $rednig z proby.
Biorac to pod uwage kryterium informacyjne Takeuchi mozna zapisaé (por. [27]):

71C =—2L(0 | x) + 20e(311). (1)

Wazng cechg tego kryterium jest to, ze przy jego wyprowadzeniu nie zaktada sie
przynalezno$ci nieznanego rozktadu g(x) do rodziny rozwazanych modeli {f (x|0);
0O € P}. Dlatego moze ono réwniez postuzy¢ do rozstrzygniecia, czy wiasciwie zdefi-
niowano model, bo jak wiadomo, gdy g (x) € {f (x|®); @ € P} wtedy dwie macierze
informacji sg sobie rowne (J = I) i tym samym obcigzenie réwne jest liczbie para-
metréw r: b = tr (J-1I) = r (por. [21]).

Wiasnie takie zalozenie odno$nie nieznanej gestoSci przyjal Akaike [2] otrzymujac
nastepujgce kryterium:

AIC =—2L(0 |x) + 2r. )

W przeciwienistwie do TIC jest to jedno z najczesciej wykorzystywanych kryteriéw
poréwnawczych. Pojawiajg sie jednak zarzuty, ze ma ono tendencje do wskazywania
na modele nazbyt rozbudowane nawet wtedy, gdy préba jest duza. Jest to wynik braku
zaleznoSci kary (2r) od liczebnosci préby. To powoduje réwniez, Ze estymator ten nie
jest zgodny. Cho¢ nie nalezy tego przeceniaé¢ — gdyz przy poréwnaniach bazujemy na
skoniczonych prébach, a zgodnosé¢ jest asymptotyczng wtasnoscig [9] — to w literaturze
proponuje si¢ pewnag modyfikacje AIC. Bozdogan [7] wprowadza zgodne kryterium
informacyjne Akaike (CAIC - consistent AIC):

CAIC = —2L(@ ] x) + r(logN + 1). 3)

Pewng modyfikacja kryterium AIC jest zastapienie wystepujacej w karze dwdojki
- tréjka. Koncepcja ta jest konsekwencjg propozycji aproksymacji statystyki opartej na
ilorazie wiarygodnosci ([7], [30]). Cho¢ jest ona kwestionowana, to jednak symulacje
pokazuja, ze daje dos¢ dobre wyniki przy wyborze wtasciwego modelu ([11]). Z tego
tez wzgledu warto jg wlaczyé do eksperymentu:
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AIC3 =—21(0 | x) + 3r. (4)

Rozwazane do tej pory kryteria sg do siebie podobne w tym sensie, ze nakladajg
tym wiekszg kare na logarytm funkcji wiarygodnos$ci, im wigksza jest liczba estymowa-
nych parametréw. Mozna wiec powiedzie¢: za zwiekszong zlozono$¢ modelu ptaci sie
wiekszg karg. O ztozono$ci mozna réwniez méwi¢ w kontekscie trudno$ci zwigzanych
z estymacja odwrotnej macierzy Fishera. Propozycje takiego kryterium przedstawit
Bozdogan ([8], [10]):

ICOMP =—2L(@)‘x)+rlog[¢[l)]—log’j_l‘. (5)

Owa trudno$¢ pojawi sie wtedy, gdy wystgpia silne zalezno$ci miedzy estymowa-
nymi parametrami modelu bedace konsekwencja tego, ze jest ich zbyt wiele. Wtedy
wyznacznik odwrotnej macierzy Fishera bedzie bliski zeru, co w konsekwencji natozy
bardzo duza kare na logarytm funkcji wiarygodnos$ci. Warto nadmienic, ze kara bedzie
rOéwniez wzrastaé, wraz ze wzrostem btedéw szacunku parametréw — odpowiada za
to drugi sktadnik prawej strony wzoru (5).

KRYTERIUM BAYESOWSKIE

W podejéciu bayesowskim wybiera sie ten model, ktéry jest najbardziej prawdo-
podobny, biorac pod uwage rozktad a posteriori. Poréwnujac dwa modele ny i g
- majac dane rozktady warunkowe f (x|mg) i f (x|m) oraz rozktady a priori ¢ (mg)
igp(my) = 1 - ¢ (mgy) — wygodnie jest wyznaczy¢ iloraz szans a posteriori:

f(mo|X) B f(X|m0) (’b(mo) B |
f(my|x) — f(x|my) d(my) BF X (iloraz szans).

Pierwszy sktadnik prawej strony wzoru nazywa si¢ czynnikiem bayesowskim (BF),
drugi natomiast to iloraz szans a priori. Gdy nie ma zadnych preferencji co do wyboru
modelu, wtedy ¢ (mg) = ¢ (m1) 1 czynnik bayesowski réwny jest ilorazowi a posteriori
(por. [18]).

Kluczowg kwestig w obliczeniu czynnika bayesowskiego jest znalezienie rozktadu
a posteriori kazdego modelu:

(x| mo) = [ (x| 00m)p(8 | m,)d®,

w ktérym parametry reprezentowane sa przez wektor 0g; natomiast p (@g|m1g) jest roz-
ktadem a priori odzwierciedlajacym opinie lub wiedze badacza o parametrach modelu,
zanim proba zostanie pobrana. Z rozkladem tym wigza sie dwa problemy. Pierwszy
dotyczy przyjecia jego postaci. Szczegdlnie ucigzliwe jest to wtedy, gdy nie ma zadnych
informacji. Drugi problem polega na trudnosci w obliczeniu catki. W tej sytuacji, jako
remedium, proponuje sie wykorzysta¢ przyblizenie rozktadu a posteriori.
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Takim przyblizeniem jest aproksymacja Laplace’a w punkcie mody. Jednak trud-
nos$ci w znalezieniu warto$ci modalnej powodujg, ze zostaje ona zastgpiona estyma-
torami najwiekszej wiarygodnosci. W konsekwencji przyblizenie rozkladu a posteriori
ma postaé [25]:

1ogf(x | mo) = L(@ | x) + logp(é)) - %1og| H(O) |+ %10g(27r).

Pewng aproksymacjg powyzszego przyblizenia jest tzw. kryterium Szwarza, ktore
czedciej pojawia sie jako bayesowskie kryterium informacyjne (BIC):

BIC =—2L(0]x) + rlogN. (6)

Kryterium to zaktada pewien szczegdlny rozktad a priori parametréw — rozktad,
ktéry zawiera tyle samo informacji co pojedyncza obserwacja. Prowadzi to do ptaskiego
rozktadu (spread out), co niektérzy uznaja to za wade [28]. Z drugiej jednak strony,
jesli brak jest informacji (wiedzy) o rozktadach a priori, to przyjecie takiego rozktadu
wydaje si¢ by¢ rozsgdnym rozwigzaniem (por. [25]).

KRYTERIA KLASYFIKACYJNE

Uzupelnieniem powyzszych kryteriéw sg kryteria klasyfikacyjne. Ich podstawa jest
entropia, ktérej estymator ma postaé:

EN(%) = —ZZ T,.log 7.
1 c

Jesli podzial na skupienia jest jednoznaczny i oszacowane prawdopodobiefistwo
a posteriori przynalezno$ci do danej klasy dazy do 1, wtedy entropia bedzie zblizala
sie do 0. Im warto$¢ entropii mniejsza, tym wieksza trudno$¢ w wydzieleniu skupien.
Nalezy odnotowadé, ze sama entropia nie moze by¢ podstawg poréwnan modeli o réznej
liczbie klas, gdyz zawsze przyjmie warto$¢ wigksza dla tego z modeli, ktéry ma ich
wiecej. Dlatego Celeux i Soromenho [13] proponujg normalizacje (NEC):

EN(%)
logL ((:) ‘ x) —logL, ((:) ‘ X

NEC = i s=2,...,85. (7)

Jako punkt odniesienia przyjeto réznice miedzy logarytmami funkeji wiarygodno-
$ci dla modelu z s i jedng klasg. Jesli w poréwnaniach bierze udzial model z jedng
klasa, to wtedy kryterium (7) nie mozna wykorzysta¢. Biernacki i in. [4] proponujg,
aby w tym wypadku przyjac¢ nastepujaca zasade: jesli NEC dla kazdego modelu (s > 1)
jest wieksze od 1, wtedy model z jedna klasg nalezy wybrac.

Kolejnym kryterium, ktére zostanie wykorzystane to CLC (classification likelihood
information). Entropia pelni tutaj role kary natozonej na logarytm wiarygodnosci ([24]):

CLC =—21og L(O | x) + 2EN(%). (8)



Kryteria wyboru liczby skupieri w binarnym modelu klas ukrytych... 71

Kryterium CLC daje dobre wyniki, jesli wielkosci klas sg takie same. Ma jednak
tendencje do przeszacowywania prawdziwej liczby klas, jesli nie natozy sie ograniczenia
odnosnie ich wielkosci ([5], [6]).

Modele nazbyt rozbudowane, a wiec posiadajace duzg liczbe parametréw, nie sg
za to karane, tak jak w przypadku kryterium BIC. Dlatego proponuje si¢ kryterium
ICL BIC, ktére tgczy kryterium bayesowskie i klasyfikacyjne ([24]):

ICL BIC =—210g L(© | x) + 2EN(%) + rlog .

3. OPIS EKSPERYMENTU

W eksperymencie wyrézniono pi¢é¢ czynnikéw, ktére moga mieé istotny wplyw
na wartosci rozwazanych kryteriow informacyjnych: wielko$¢ préby (mata, srednia),
liczba zmiennych (mata, $rednia), podobienstwo klas (male, Srednie, duze), liczba klas
(2, 3) oraz ich wielko$¢ (réwna, rézna). Specyfika analizy klas ukrytych powoduje, ze
poszczegllne sktadowe sg zalezne. W najwiekszym stopniu to liczba klas determinuje
warto$ci, jakie przyjmuja pozostate sktadowe. Wielko$¢ proby dla modelu z dwoma
klasami rozumiana jako mata to 500 obserwacji, duza natomiast to 1000. Inaczej jest
w wypadku trzech klas, gdyz préby wynosza odpowiednio 1000 i 2000 obserwacji. Ta
réznica spowodowana jest przyjetg strategig eksperymentu, zgodnie z ktérg szacowane
sg parametry modelu wzorcowego (2 lub 3 klasy) oraz modeli z jedna klasa wiecej
ijedna klasg mniej w odniesieniu do tego modelu. Przy zbyt malej liczebnosci préby
(500 obserwacji) oraz $redniej liczbie zmiennych (8) pojawitoby sie wiele zerowych
liczebnosci w tabeli kontyngencji, co by utrudnito oszacowanie parametréw modelu
z czterema klasami (tab. 1).

Podobnie jest z liczbg zmiennych. Dla modelu z czterema klasami liczba stopni
swobody bytaby relatywnie niska przy pieciu zmiennych. Dlatego dla modelu wzorco-
wego z trzema klasami za malg liczbe zmiennych przyjeto sze$é, natomiast w wypadku
modelu z dwoma klasami ustalono liczbe zmiennych na poziomie pieciu. Srednia liczba
zmiennych jest taka sama i wynosi osiem (tab. 1).

Wazng sktadowg eksperymentu jest podobienstwo miedzy klasami. Jesli prawdo-
podobienstwa warunkowe w dwoch klasach sg takie same, wtedy jedna z klas jest
zbedna. Ogélnie, im réznica w prawdopodobiefistwach warunkowych 6 dla odpowied-
nich zmiennych powieksza sie, tym podobiefistwo miedzy klasami sie zmniejsza. Jako
miare podobienstwa przyjeto uSredniong sume odleglosci euklidesowej miedzy klasami
¢ i s. Dla ustalonej liczby zmiennych J miara podobiefistwa ma postac:

PK

1 ~ ~

., Z={(s.c):s>cNs,c=1,...5}.

Jesli Srednia warto$¢ podobienistwa miedzy klasami wynosi 0.1, wtedy podobienstwo
traktowane jest jako duze. Przy wartosciach 0.15 i 0.2 podobienistwo jest odpowiednio
$rednie 1 male (tab. 1).



72

Robert Kapton

Tabela 1

Sktadowe eksperymentu

2 klasy

3 klasy

Préba (500, 1000)

Préba (1000, 2000)

Liczba zmiennych (5, 8)

Liczba zmiennych (6, 8)

Podobienstwo (0.1, 0.15, 0.2)

Podobienstwo (0.1, 0.15, 0.2)

Wielkos¢ klas (0.35, 0.35, 0.3), (0.7, 0.15, 0.15),

Wielkosé klas (0.5, 0.5), (0.8, 0.2)
(0.45, 0.4, 0.15)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ostatnim, wyszczegdlnionym czynnikiem jest wielko$¢ klas. Jesli jest ona rézna,
to przy trzech klasach przyjeto dwie mozliwosci — jedna klasa wieksza i dwie klasy
mniejsze (0.7, 0.15, 0.15) lub dwie klasy wigksze i jedna mniejsza (0.45, 0.4, 0.15).
W wypadku modelu z dwoma klasami wielko$ci sg nastepujace: 0.8 i 0.2.

Dla tak ustalonych sktadowych eksperymentu, na podstawie kazdego z 60 modeli
wzorcowych (24 i 36 dla dwéch i trzech klas odpowiednio), wygenerowano prawdo-
podobienistwa warunkowe z rozktadu jednostajnego na przedziale (0,1). Procedure
powtérzono 50 razy. Aby przyblizy¢ ten etap eksperymentu, dla przyktadu, niech jego
sktadowe bedg nastepujace (por. tab. 1): liczebno$¢ proby — 500 obserwacji, liczba
zmiennych - 5, podobiefistwo miedzy klasami - 0.1, liczba klas — 2 oraz wielko$¢ kazdej
klasy — 0.5. Model jaki powstanie po wygenerowaniu prawdopodobienstw warunkowych
na podstawie powyzszych informacji zostanie nazwany modelem wzorcowym - znana
jest jego liczba klas ukrytych.

Nastepny krok polega na oszacowaniu 2/ (w przyktadzie 25) liczebnoéci w tabeli
kontyngencji przy znanych prawdopodobiefistwach warunkowych, prawdopodobien-
stwach przynaleznosci do klas oraz liczebno$ci préby. Ostatecznie tak otrzymane liczeb-
nosci staja si¢ podstawa estymacji parametréw — modelu wzorcowego (w przykladzie
2 klasy) oraz modeli o jedng klase wiecej i jedng klase mniej w stosunku do tego
modelu - algorytmem EM (por. [14]).

Dla kazdego z 9000 modeli obliczono kryteria informacyjne, ktérych wartosci
poréwnano (dla odpowiednich modeli) miedzy klasami. Wybér dotyczacy liczby klas
dokonywany byl w oparciu o najmniejsza warto$¢ kryterium informacyjnego. Obliczenia
przeprowadzono wykorzystujac Srodowisko do obliczen statystycznych R [26].

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze wybér modelu wzorcowego o 2 i 3 klasach
podyktowany byl wzgledami praktycznych zastosowan LCA. Wynika z nich, ze do&é
czesto nie potrzeba wiekszej liczby klas do opisania zwigzkéw w tabeli kontyngencji
(por. modele w [23]). Oczywiscie, nie zmienia to faktu, ze mozliwe jest rozszerzenie
(zaproponowanie) eksperymentu o modele wzorcowe posiadajgce wiecej niz 3 klasy.
Podobna uwaga dotyczy przebiegéw symulacyjnych, ktére mozna zwickszy¢ i otrzymad
wiekszg doktadnosé. Jednak dodatkowe badania autora pokazaly (nie przedstawiono
ich tutaj), ze zwiekszenie liczby przebiegéw do 100, nie wplyneto w istotny sposéb na
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otrzymane wyniki i p6Zniejsze wnioski. Z tego wzgledu redukcja do 50 przebiegéw
wydaje si¢ by¢ uzasadniona, gdyz znacznie skraca czas eksperymentu.

4. WYNIKI EKSPERYMENTU

W ujeciu sumarycznym, najgorzej sprawdzily sie kryteria klasyfikacyjne. Gdy model
wzorcowy posiadat 2 klasy, wtedy CLC i ICL BIC wskazaly na 27% poprawnych modeli,
a kryterium NEC o 1% wiecej (rys. 1). Gdy nalezalo wskazaé¢ na model z 3 klasami,
owe kryteria wypadly jeszcze gorzej, gdyz odsetek poprawnych wskazan spadl odpo-
wiednio do 7%, 4% i 19% (rys. 2).

13 klasy [ 2 klasy [O1 klasa
Aic
Aic3]
Bic- [ 24% |
CAicH [27%]
CLCH [ 70% |
ICL.Bic [74%)
ICOMPA |
NECH [70%] [ |
Tie
0% 20% 40% 60% 80% 100%

Rysunek 1. Ujecie procentowe wyboru modelu dla kazdego kryterium — model wzorcowy ma 2 klasy

Zrodlo: opracowanie wihasne.

Zdecydowanie najlepiej wypadly kryteria informacyjne ze szkoty Akaike'a. Wsréd
nich kryterium najczeSciej wykorzystywane przy poréwnaniach modeli — AIC, poprawnie
wskazalo na 90% i 52% modeli (rys. 1 i 2). W konfrontacji z bayesowskim kryterium
BIC (réwnie czesto stosowanym), ktére odnotowalo 76% i 18% skutecznosci, to raczej
kryterium Akaike powinno by¢ brane pod uwage przy wyborze modeli.

Okazato sie réwniez, ze bardziej ogélne kryterium TIC wypadio gorzej niz AIC.
Oznacza to, ze macierze informacji — o ktérych wspominano w punkcie 2 — nie sg
réwne.

Najwiecej zaufania wzbudza kryterium ICOMP, gdyz niezaleznie od liczby klas
modelu wzorcowego ma najwicksza skuteczno$é¢ osiggajac odpowiednio 93% i 60%
(por. rys. 1 i 2). Sprawdza sie tutaj koncepcja, ze im wieksza zlozono$¢ modelu,
mierzona trudno$cig estymacji odwrotnej macierzy Fishera, tym wieksza kare nalezy
natozy¢é. W konsekwencji wykluczone zostaja modele, w ktérych parametry wykazujg
silng zalezno$¢, a bledy ich szacunku sg duze.
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04 klasy 33 klasy 02 klasy
- ]
Aic3 [59%]
Bic [82%] s
CAicH [ 86% |
CLCH [ 90%| 7%
ICL.BicH [ 949 | 4%
ICOMP-| [ 36%| 4%
NEC- [66%] o 5%
Tie [60% ]
0% 20% 40% 60% 80% 100%

Rysunek 2. Ujecie procentowe wyboru modelu dla kazdego kryterium — model wzorcowy ma 3 klasy

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Analiza tabeli 2 i 3 pokazuje, ze pewne charakterystyki modeli przyczyniaja si¢ do
mniejszej poprawno$ci wskazan modelu wzorcowego. Dla modelu z 2 klasami czynnik,
jakim jest wielko$¢ klasy, okazal sie nieistotnie wplywaé na przecietng poprawno$é
wskazan w wypadku wszystkich kryteriéw!. Z kolei podobna analiza liczby zmiennych
pokazala, Zze gorsze rezultaty, i to istotne statystycznie, osiagnieto dla 5 zmiennych.
Zauwazono réwniez, ze przy tak samo licznej prébie (1000), lepsze rezultaty pojawily
sie, gdy tych zmiennych byto 8. Jednak tylko w wypadku wszystkich kryteriéw klasy-
fikacyjnych oraz kryterium TIC réznica ta okazala sie statystycznie istotna. To moze
zastanawia¢, gdyz wydawaloby sie, ze jesli liczba obserwacji przypadajacych na jedng
zmienng ro$nie, wtedy poprawno$¢ wskazan nie powinna maleé. Postanowiono wiec
zweryfikowaé hipoteze, o korelacji miedzy liczbg obserwacji przypadajacych na jedng
zmienng a liczbg poprawnych wskazan. Poniewaz stworzona w tym celu zmienna jest
porzadkowa (ma 4 poziomy), wiec wykorzystano wspétczynnik korelacji p Spearmana.
Istotne korelacje na poziomie istotnosci 0.05 odnotowano dla kryteriéw: AIC - 0.49,
AIC3 - 0.51, ICOMP - 0.59. Okazuje sie, ze wraz ze wzrostem obserwacji przypada-
jacych na jedng zmienng wzrasta rowniez liczba poprawnych wskazan — przynajmnie;j
dla niektérych kryteriow.

Podobienstwo miedzy klasami wydaje sic waznym elementem decydujgcym o sku-
teczno$ci. Obliczony wspoétezynnik korelacji p Spearmana potwierdzit to przypuszcze-
nie: wzrost podobienstwa miedzy klasami obniza trafno$¢ wyboru modelu z 2 klasami
(wzorcowego). Cho¢ odnotowane warto$ci nie dla wszystkich kryteriow okazaly sie
istotne statystycznie: AIC — -0.128 (0.55), AIC3 — -0.347 (0.097), BIC - -0.645 (0.001),
CAIC - -0.655 (0.001), CLC - -0.562, (0,004), ICLBIC - -0.546 (0,006), ICOMP -
-0.366 (0.078), NEC - -0.571 (0.004), TIC - 0.352 (0.091), gdzie w nawiasach podano
p-value.

I' W tym celu przeprowadzono test ¢-Studenta. Tutaj, jak i w kolejnych testach za poziom istotnosci
przyjeto warto$¢ 0.1.
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Dla modelu wzorcowego z 3 klasami zmienna dotyczaca wielkosci klas okazata
si¢ nieistotnie wplywa¢ na przecietng trafnoé¢ wynikéw?. Z kolei podobiefistwo miedzy
klasami jest silnie skorelowane z liczbg poprawnych wskazan (p-value): AIC — -0.787
(0.000), AIC3 - -0.766 (0.000), BIC - -0.693 (0.000), CAIC - -0.642 (0.000), CLC
- 0.366 (0.028), ICLBIC - -0.481 (0.003), ICOMP - -0.849 (0.000), NEC - 0.133
(0.439), TIC - -0.726 (0.000). W najwiekszym stopniu ta zalezno$¢ widoczna jest dla
kryteriéw ze szkoly Akaike, ze szczegblnym wskazaniem na ICOMP. Kryteria klasy-
fikacyjne wykazuja stabg lub nawet nieistotng zalezno$¢ w odwrotnym kierunku: im
wicksze podobienistwo miedzy klasami, tym wigksza liczba poprawnych wskazan. Taki
wniosek z oczywistych wzgledéw jest btedny i poddaje w watpliwo$¢ uzytecznosé tej
grupy kryteriéw.

Ostatnig z rozwazanych sktadowych eksperymentu zdefiniowano jako liczbe obser-
wacji przypadajacych na zmienng. Takie ujecie, podobnie jak w modelu wzorcowym
z 2 klasami, pozwolito na obliczenie wspoétczynnika korelacji miedzy tg zmienng a liczbg
poprawnych wskazan (p-value): AIC - 0.244 (0.151), AIC3 - 0.211 (0.217), BIC - 0.279
(0.099), CAIC - 0.308 (0.067), CLC - -0.431 (0.009), ICLBIC - -0.331 (0.049), ICOMP
- 0.226 (0.184), NEC - -0.424 (0.01), TIC - -0.045 (0.792). Tylko dla niektérych kry-
teriéw korelacje okazaly sie istotne statystycznie. Wéréd nich sg kryteria (BIC, CAIC),
dla ktérych wzrost obserwacji w przeliczeniu na jedng zmienng skutkuje nieznacznym
wzrostem poprawnych wskazan — jednak wartosci wspotczynnikéw korelacji sg raczej
niskie. Z kolei dla wszystkich kryteriéw klasyfikacyjnych korelacje okazaly sie istotne,
przy czym kierunek zalezno$ci budzi watpliwosci.

Wspétezynniki korelacji, choé¢ uzyteczne, opisujg site zwigzku liniowego. Z tego
wzgledu, warto opisaé¢ zalezno$¢ (dowolng) miedzy rozwazanymi czynnikami ekspery-
mentu a szansg na wybér modelu wzorcowego z 3 klasami3. W tym celu wykorzystano
koncepcje uogdlnionych modeli liniowych, zgodnie z ktéra przyjeto, Ze zmienna zalezna
ma rozklad dwumianowy, a funkcja wigzgca ma posta¢ kanoniczng (logitowa). Dla
tak zdefiniowanego modelu znany jest w literaturze przedmiotu problem nadmiernego
rozproszenia (overdispersion), ktéry objawia sie tym, ze w rzeczywistoSci wariancja jest
znacznie wieksza niz wynika ona z modelu. W wypadku zgromadzonych danych taka
sytuacja miata miejsce, wiec jako remedium wykorzystano estymacje oparta na quasi
wiarygodnosci [1]. Do estymacji parametru skali uzyto skorygowanej, o liczbe stopni
swobody, wartoéci statystyki y2 Pearsona. Obliczenia przeprowadzono dla kazdego
kryterium (estymacja punktowa i przedzialowa — 95% przedzial ufnosci) i zestawiono
je w tabeli 4. Dla ufatwienia interpretacji warto$ci oszacowanych parametréw pod-
dano transformacji za pomoca funkcji ekspotencjalnej. Poniewaz kryteria klasyfikacyjne
odznaczajg sie bardzo matg skutecznoscig, dlatego pominieto je przy oméwieniu wyni-
koéw, ktore zestawiono w tabeli 4.

2 Wykorzystano analiz¢ wariancji. Poniewaz dla niektérych kryteriéw nie mozna byto utrzymaé zato-
zenia o réwno$ci wariancji, dlatego dodatkowo uzyto tzw. mocnego testu Welsha.

3 Z poglebionej analizy dla modelu wzorcowego z 2 klasami zrezygnowano, gdyz zmiany w liczbie
poprawnych wskazan sg relatywnie niewielkie, co z kolei objawiato sie¢ wystepowaniem osobliwej macierzy
hessianu.
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Najwiekszy wzrost szans wskazania prawidtowego modelu odnotowano dla zmien-
nej podobienistwo. Przyktadowo, dla kryterium AIC3 sg one ponad 68 razy wieksze dla
podobienistwa na poziomie 0.20 niz 0.10. Przy poréwnaniu podobienstwa 0.15 i 0.10
ten iloraz szans jest zdecydowanie mniejszy i wynosi 2.72. Ze wzgledu na do$¢ wysoka
warto$¢ parametru skali — co sugeruje duzy rozrzut wynikéw - przedzial ufnosci jest
szeroki. A wiec mamy 95% zaufanie co do tego, Ze najmniejsze warto$ci, jakie moze
ten iloraz przyjaé¢, wynosza odpowiednio 22.28 i 1.02. W wypadku podobienistwa na
poziomie 0.15 warto$¢ ta jest bliska 1 i tym samym zbliza sie do poziomu, ktéry
pozwala traktowaé oszacowany parametr jako nieistotny statystycznie.

Dla kryterium ICOMP szanse wskazania modelu wzorcowego sg 33 razy wieksze
dla podobiefistwa 0.20 i prawie 6 razy wieksze dla podobienstwa 0.15 w poréwnaniu
z podobienstwem 0.10. Warto odnotowaé, ze ze wzgledu na prawie 3-krotnie nizszg
warto$¢ parametru skali dolna granica przedziatu ufnosci dla podobiefistwa 0.20 wynosi
18.15 i jest zblizona do wartos$ci dla kryterium AIC3. W wypadku pozostatych kryteriéw
oszacowane ilorazy szans sg statystycznie istotne dla podobienistwa 0.20, a tylko dla
kryterium AIC istotno$¢ odnotowano dla podobiefistwa 0.15.

Potwierdzajg si¢ wnioski z przeprowadzonej analizy wariancji, a dotyczacej wielko-
Sci klas i jej wpltywu na poprawno$é wskazan, z jednym wyjatkiem. Ot6z dla kryterium
ICOMP szanse wskazania modelu wzorcowego malejg ponad trzykrotnie jesli klasy
beda réznity sie pod wzgledem wielkosci. Innymi stowy, szanse wskazania modelu
wzorcowego sg ponad trzykrotnie wieksze dla zblizonych co do wielkos$ci klas (poziom
G) w poréwnaniu z modelami o klasach réznych wielkosci (poziom E i F).

Wezesniejsza analiza sktadowej eksperymentu wyrazajacej liczbe obserwacji przy-
padajacych na jedng zmienng pokazala, ze wystepuje nieduza, ale statystycznie istotna
korelacja miedzy tg zmienng a liczbg poprawnych wskazan dla kryteriéw BIC i CAIC.
Okazuje sie jednak, ze jesli rozwaza sie szanse¢ na wskazanie modelu wzorcowego,
wtedy jest ona dodatkowo istotna dla kryteriow AIC, AIC3, ICOMP - szanse wyboru
modelu wzorcowego sg odpowiednio o ponad 3, 6 i 4 razy wieksze dla duzej liczby
obserwacji (poziom A) niz dla matej (poziom D). W wypadku pozostalych pozioméw
zmiennej (B i C) szanse te w poréwnaniu z poziomem D nieistotnie réznig sie od 1.

5. PODSUMOWANIE

Badania symulacyjne przeprowadzone przez Celeux i Soromenho [13], a dotyczace
kryterium klasyfikacyjnego NEC, byly bardzo obiecujgce. We wnioskach stwierdzono, ze
to kryterium nie ma tendencji do przeszacowywania liczby klas jak AIC, jak i réwniez
nie jest tak bardzo konserwatywne jak BIC. Co wiecej, poprawno$¢ wskazan modelu
opartego na mieszaninie rozktadéw normalnych byla zblizona do kryterium ICOMP.
Niestety, wyniki eksperymentu przedstawione w niniejszym opracowaniu pokazuja, ze
NEC jak i pozostate kryteria klasyfikacyjne (CLC, ICLBIC) odznaczaja si¢ bardzo niska
skuteczno$cig we wskazaniu wlasciwego modelu opartego na analizie klas ukrytych
(LCA). Mozna by przypuszczaé, ze to specyfika modelu LCA jest przyczyna tych rozbiez-
nosci. Jednak poglebione symulacje przeprowadzone przez Biernacki i Govaert [6] dla
modelu opartego na mieszaninie wielowymiarowych rozktadéw normalnych sktaniajg
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do tego samego wniosku. Wydaje sie wiec, ze przez wzglad na niskg skutecznosé,
nie powinno sie rekomendowaé kryteriow klasyfikacyjnych jako kryteriéw wyboru.
Przemawia za tym jeszcze jeden argument, a mianowicie zachowanie sie tych kryteriow
w odniesieniu do sktadowych eksperymentu. Eksperyment dla modelu wzorcowego
z 3 klasami pokazatl, ze zalezno$¢ miedzy liczba poprawnych wskazan a podobienstwem
miedzy klasami i liczbg obserwacji przypadajacych na jedng zmienng ma charakter
odwrotny niz w wypadku pozostatych kryteriow.

Kryteria AIC oraz BIC sg najczeSciej wykorzystywane i poréwnywane ze soba.
Z tego wzgledu warto zaznaczyé, ze wieksza skuteczno$é, niezaleznie od liczby klas
modelu wzorcowego, ma kryterium Akaike. Jest ono réwniez bardziej wiarygodne od
kryterium ogélniejszego — TIC. Najlepsze jednak wyniki odnotowano dla kryterium
ICOMP. Z tego wzgledu wtasnie to kryterium powinno by¢ rekomendowane przy wybo-
rze liczby klas modelu LCA.

Warty podsumowania jest wplyw sktadowych eksperymentu na wyniki, szczeg6lnie
dla modelu wzorcowego z 3 klasami. Okazalo sie, ze wzrost podobiefistwa miedzy kla-
sami obniza skuteczno$¢ kryteriéw. Podobnie dzieje si¢ w sytuacji, gdy liczba obserwacji
przypadajacych na zmienng spada. Z kolei wielko$¢ klas nie miata istotnego wplywu,
z wyjatkiem kryterium ICOMP. Dla niego szanse na wskazanie modelu wzorcowego
wzrastajg, jesli wielkosSci klas beda zblizone.

Politechnika Wroctawska, Instytut Organizacji i Zarzqdzania
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KRYTERIA WYBORU LICZBY SKUPIEN W BINARNYM MODELU KLAS UKRYTYCH
— ANALIZA SYMULACYJINA

Wykorzystanie analizy klas ukrytych (LCA) wymaga przyjecia a priori liczby klas. W celu rozstrzygnigcia,

ile ma ich by¢, mozna wykorzystaé kryteria informacyjne. Procedura selekcji sprowadza si¢ do: szacowania
kilku modeli o réznej liczbie klas, obliczenia wartosci kryterium informacyjnego oraz wyboru modelu, dla
ktérego odnotowano najmniejsza wartosé tego kryterium. Poniewaz istnieje wiele kryteriow informacyjnych,
wiec nalezy zadecydowaé, ktére powinno rozstrzygaé. Niestety, nie mozna jednoznacznie wskazaé na kon-
kretne kryterium, gdyz w zalezno$ci od klasy modelu, zmienia si¢ ich wiarygodno$é. Taki wniosek wynika
z badan symulacyjnych. Bioragc pod uwage fakt, ze najczeSciej badania takie dotyczyly mieszanek rozktadow
normalnych, dlatego celem niniejszego opracowania jest rozszerzenie tych badan o analiz¢ klas ukrytych.

Stowa kluczowe: analiza klas ukrytych, liczba skupien, kryteria informacyjne, analiza symulacyjna
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CRITERIA FOR CHOOSING THE NUMBER OF CLUSTERS OF THE BINARY LATENT CLASS MODEL
— SIMULATION ANALYSIS

When using latent class analysis the number of clusters need to be known in advance. In order to
decide on this, one can use information criteria. In such a case selection procedure is as follows: estimating
a few models with different number of classes, computing information criteria and choosing a model for
which a criterion takes the smallest value. Because there are many information criteria one need to deter-
mine which of them ought to be decisive. Unfortunately, by virtue of the differences among these criteria,
their reliability alter depending on model class. Simulations confirm it as well. Taking into account the
fact that simulations mainly concern finite mixtures of normal density functions, therefore in this paper
we broaden research to latent class analysis.

Key words: latent class analysis, the number of clusters, information criteria, simulations



