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1. WSTEP

Niniejsze opracowanie stanowi kontynuacje badan opisanych w pracach [14],
[16], ktérych celem bylo przedstawienie mozliwych rozszerzei metod FDH i DEA2
w ujeciu stochastycznym. Jednym z przedmiotéw analizy jest tu zbiér mozliwosci
produkcyjnych, ktéry wyraza technologi¢ n jednostek produkcyjnych, produkujacych
z p nakladéw q produktéw. W zaleznosci od przyjetych o nim zalozen, proponowano
rézne jego postacie o charakterze deterministycznym (zob. np. [5], [15]). Wspomniane
zatozenia mialy charakter nieparametryczny, co wyrazalo sie brakiem analitycznej
specyfikacji granicy produkcyjnej3. Powodem byta nieche¢ do arbitralnego okreélania
jej parametrycznej postaci oraz powazne trudno$ci w modelowaniu dla przypadku
wielu produktéw.

Bledy w zebranych danych, niepelny zbiér danych, nieuwzglednienie waznych
informacji o badanym procesie produkcyjnym czy niejednorodnos¢ technologiczna
obiektéw, stanowig potencjalne Zrédla niepewnosci dotyczacej rzeczywistej postaci
zbioru mozliwos$ci produkcyjnych. Dopiero w latach 90. pojawily sie prace [1], [10],
[11], w ktoérych przyjeto, Ze jest on nieznany i jako taki moze by¢ przedmiotem esty-
macji. Aby jednak stat si¢ on przedmiotem wnioskowania statystycznego na podstawie
proby nalezato zdefiniowaé odpowiedni model statystyczny. Ze wzgledu na nieparame-
tryczny charakter obu metod zrezygnowano z modeli parametrycznych, ktére wymagaja
jawnej specyfikacji analitycznej postaci granicy produkcyjnej. Wykorzystano natomiast
modele nieparametryczne, uzywane juz od lat 60. ubiegtego wieku do estymacji zbio-
réow i funkcji (zob. [3], [17], [18]).

Celem opracowania jest przedstawienie propozycji modelowania zbioru produk-
cyjnego na podstawie prac [10], [11], [12]. Odbedzie sie to wedlug nastepujgcego
schematu. Na poczatek (w czesci drugiej) zostanie wprowadzony ogélny model staty-
styczny. W czesci tej przedstawimy tez kryterium optymalno$ci estymatoréw oparte na
pojeciu asymptotycznego ryzyka minimaksowego. W czeSci trzeciej zostanie skonstruo-
wany wariant szczegélowy modelu, stuzacy jako podstawa estymacji zbioru mozliwo-

I Praca wykonana w ramach badan statutowych finansowanych przez Uniwersytet Ekonomiczny
w Krakowie.

2 FDH z ang. Free Disposal Hull, DEA z ang. Data Envelopment Analysis.

3 Zwanej funkcja produkcji (jeden produkt) lub transformata produkeji (wiele produktow).
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$ci produkcyjnych. Przedstawimy tam tez definicje odpowiednich estymatoréw. Czesé
czwarta pracy zawiera ilustracje i wlasno$ci statystyczne wprowadzonych estymatoréw.
W zakoniczeniu wyniki z niniejszej pracy zostang krétko zestawione z innymi rezulta-
tami w zakresie estymacji zbioréw o podobnym charakterze. Wskazano réwniez inne
potencjalne zastosowania ogdélnego modelu statystycznego wprowadzonego w czesci
drugiej pracy.

2. OGOLNY MODEL STATYSTYCZNY

Za pomocy kolejnych zalozen okreslimy ogélny model statystyczny, ktéry zostanie
uszczegdtowiony dla naszych potrzeb w podrozdziale trzecim. Zacznijmy od okreslenia
przedmiotu naszego wnioskowania, czyli przestrzeni parametrow.

Zalozenie 1. Pare (®, d (-,")) nazywamy przestrzenia parametréw z pseudometryka
d ("), p € ® jest wiec nieznanym parametrem podlegajacym estymacji.

UWAGA: W praktyce bedziemy czesto wyodrebniaé¢ podzbiér X przestrzeni para-
metréw wyrazajacy pewne dodatkowe informacje o parametrze bedacym przedmiotem
estymacji. Ze wzgledu na to, ze parametrem mogg by¢ obiekty typu zbidr czy funkcja
wprowadzono ogdlniejszy sposéb pomiaru odlegloéci za pomoca pseudometryki4.

Kolejne zatozenie definiuje pojecie wektora obserwacji.

Zalozenie 2. Wektor obserwacji (préba statystyczna) X, jest elementem pewnej
przestrzeni mierzalnej (X, 0,) zwanej przestrzenia préoby, gdzie n — liczba obserwacji.

Zalozenie trzecie okresla ogdlnie mechanizm generowania wektora obserwacji.

Zalozenie 3. Dana jest rodzina rozktadéw prawdopodobienstwa {Pg, pEXC CD}
na przestrzeni proby (X, o,). Zakladamy, ze jeden z jej elementéw (odpowiadajacy
rzeczywistej wartoSci parametru) jest odpowiedzialny za sposéb generowania obser-
wacji.

UWAGA: Istnieje obiekt losowy &,: (X, ox, P) = (X,, 0,) zwany préba losowa,
ktérego rozktad jest przedmiotem zainteresowaniad. Jego realizacja to wtasnie wektor
obserwacji Xj,.

Zalozenie czwarte zapewnia istnienie rodziny gestosci odpowiadajgcej, wprowa-
dzonej w poprzednim zatozeniu, rodzinie rozktadéw prawdopodobienstwa.

Zalozenie 4. Istnieje o-skonczona miara v, na przestrzeni (X,, o,) taka, ze miary
P sa w stosunku do niej absolutnie ciggte.

UWAGA: Przy tym zalozeniu, z twierdzenia Radona-Nikodyma wynika, Ze:

Ve eXc CDEfg:(Xn,Gn) - [0,00) mierzalna VA € 0, Py(A) = ffgdvn.
A

W tym przypadku funkcja f7 jest nazywana gestoscia rozkladu prawdopodobieri-
stwa P].
¢

4 Spetnia ona, podobnie jak metryka, warunek symetrii i ,tréjkata”. Dopuszcza jednak nieidentycznosé
obiektow, ktorych odlegtosé jest zerowa.

5 Méwi o tym odpowiednie twierdzenie (zob. np. [13], s. 31). Dla (Xp, o) = (R?, B(R")) odwzorowanie
mierzalne g, nazywamy wektorem losowym. Dodatkowo, przy n = 1, méwimy o zmiennej losowej.
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Wprowadzimy teraz pojecie estymatora parametru bedacego przedmiotem wnio-
skowania.

Definicja 2.1. Dowolne, mierzalne odwzorowanie ¢,: (X,, oy) = (®, d(:,")) nazy-
wamy estymatorem (parametru ).

UWAGA: W kwestii mierzalnoéci ¢, warto zaznaczy¢, ze pseudometryka zadaje
w przestrzeni parametréw topologie. Tak wiec za o-algebre przyjeto tu rodzing zbioréw
borelowskich® B(®).

Przejdziemy teraz do problemu zdefiniowania tzw. funkcji ryzyka (z ang. risk
function) bedacej podstawg, sformutowanego w dalszym ciggu pracy, kryterium opty-
malno$ci estymatoréw zwanego minimaksowym. Na gruncie statystyki parametrycznej
funkcja ryzyka jest zwykle postaci?

R($, @) = EL[W(@, 0)] = [ w(,. ©)dPL.
Xll
gdzie:
w (-,) — dowolna nieujemna funkcja zwana funkcja straty® (z ang. loss function);
E} — warto$¢ oczekiwana wzgledem rozktadu P} (zaktadamy jej istnienie).

Skonczona parametryzacja modelu gwarantuje m.in. istnienie naturalnej odlegltosci
euklidesowej mierzacej doktadnos¢ estymacji. Dla naszego modelu ogdélnego, role tej
odlegtosci bedzie petni¢ pseudometryka d (-,°).

Definicja 2.2. Funkcja ryzyka nazywamy odwzorowanie R (-,-) okreSlone nastepu-
jaco:
R(®,. ¢)= EZ[W(d((bn, CP))]

Po wprowadzeniu dostepnej nam informacji o przestrzeni parametréw ® w postaci
jej podzbioru X, definiujemy:

Definicja 2.3. Maksymalnym ryzykiem estymatora ¢, , na zbiorze X nazywamy
liczbe:

r(fpn) = (pslelpZR((Apn, ®).

Przedmiotem naszego zainteresowania bedzie estymator, dla ktérego to maksymalne
ryzyko bedzie najmniejsze.

6 Rodzina zbioréw borelowskich jest to najmniejsza o-algebra zawierajgca wszystkie zbiory otwarte
w przestrzeni (®, d (-,")).

7 Zob. np. [8], s. 16.

8 Jest to subiektywny miernik straty, jaka ponosimy na skutek odstepstwa estymatora od nieznanej
warto$ci parametru. Czesto przyjmuje si¢ jeszcze pewne, dodatkowe wlasnosci tej funkeji (zob. np. [10],
s. 478).
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Definicja 2.4. Liczbg infr(¢,) nazywamy ryzykiem minimaksowym.
#n

O ile ryzyko minimaksowe istnieje zawsze, o tyle estymator, ktérego maksymalne
ryzyko bytoby najmniejsze wsréd wszystkich mozliwych estymatoréw wecale nie musi
istnie¢? (tzw. estymator optymalny w sensie ryzyka minimaksowego). Stad zwykle
ogranicza sie klase rozwazanych estymatoréw!0 lub bada te wlasno$é¢ asymptotycznie.
W naszym przypadku przedstawimy drugie podejScie, ze wzgledu na asymptotyczny
charakter rezultatéw uzyskanych w modelu szczegétowym.

Definicja 2.5. Granice lim inf r((ﬁn) nazywamy asymptotycznym ryzykiem mini-
n-o g

maksowym.

Jedli istnieje ta granicall i estymator ¢ takie, ze:

Jim_infe(9,) = lim r(4;),
to méwimy, iz jest on optymalny w sensie asymptotycznego ryzyka minimaksowego.

Wprowadzmy teraz definicje zwigzane z kolejnymi wlasno$ciami estymatoréw
o charakterze asymptotycznym.

Definicja 2.6. Estymator ¢, nazywamy asymptotycznie nieobcigzonym, gdy:

1im E3[d($,, ¢)] = 0.
Definicja 2.7. Estymator ¢, nazywamy zgodnym (stabo zbieznym, zbieznym wg
rozktadu), gdy:

Ve> O:nlimooPg (d((bn, @) < e) = ”llmeE" {Xn S Xn:d<?pn (Xn),qa) < e} =1.

Stosuje si¢ oznaczenia: ¢, *Pwp lub d(qbn, @)= 0p(1). Zwréémy uwage, ze
pseudometryka d (-,") pelni tu ponownie role odlegtosci euklidesowej w ,zwykltej” defi-
nicji zgodnosci dla modeli parametrycznych!2.

Innym warunkiem jest tzw. ograniczono$¢ wg rozktadu (z ang. bounded in pro-

bability).

9 Zob. np. praca [8], s. 4. Supremum oraz infimum dla zbioru liczbowego zawsze istnieje, choé¢ nie
zawsze nalezy do tego zbioru.

10 Na przyktad rozwaza sie tylko estymatory asymptotycznie normalne albo nieobcigzone parametru,
zob. [8], s. 41 17.

11 Przyklad zaimplementowania tej idei, przy pewnych dodatkowych warunkach narzuconych na funkcje
straty, w pracy [10], s. 478-479.

12 Te koncepcje rozszerzenia definicji wlasnoéci asymptotycznych mozna znalezé np. w pracy [20],
s. 16.
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Definicja 2.8. Estymator ¢ nazywamy ograniczonym wg rozkladu, gdy!3:
Ve>0dB_3n_Vn = nEPg(d(gbn, Q) = Bg) >1-—=

Stosuje si¢ oznaczeniel4: d(¢,, ¢) = Op(1).
Warunek zgodnoSci jest tu najsilniejszy, o czym méwi ponizsze twierdzenielS.

Twierdzenie 2.1. Jesli ¢, jest estymatorem o skofczonej wartodci oczekiwanej,
zbieznym wg rozktadu, to jest rowniez ograniczony wg rozktadu oraz asymptotycznie
nieobcigzony.

Warto zastanowié¢ sie nad rolg powyzszego, stabszego warunku w dalszej anali-
zie. Czy jego wprowadzenie oznacza, ze nie mogac dowie$¢ zbieznosci wg rozkladu,
bedziemy staraé sie dowie$¢ choéby ograniczono$é wg rozktadu? Zdecydowanie nie,
jego rola jest tu ,bardziej pozytywna” i wigze si¢ $ciSle z pojeciem tempa zbieznosci
(z ang. rate of convergence).

Definicja 2.9. Tempem zbiezno$ci nazywamy dowolny, dodatni, zbiezny do zera
cigg liczb rzeczywistych .

Pojecie to stuzy do okreslenia ,szybkosci” zachodzenia réznego typu wilasnosci
asymptotycznych (np. zbiezno$ci wg rozktadu, ale réwniez optymalno$ci w sensie
ryzyka minimaksowego).

WprowadZmy to pojecie do uzytku w kontek$cie dwéch zdefiniowanych powyzej
rodzajow zbieznosci.

Definicja 2.10. Estymator ¢, jest zbiezny (ograniczony) wg prawdopodobienstwa
w tempie y,, gdy:
1b;1d(60n, (P) = Op(l) [q;;ld(gbn, (p)) = Op(l)].

Stosuje sie, odpowiednio, oznaczenie: d(gbn, ¢) = op(llfn) oraz d(gbn, ¢) = Op(llrn).
Zwr6émy uwagg, ze ze zbieznosci ciggu ;! do nieskorficzonosci, wynika odpo-

wiednio zbieznos¢ (ograniczonos¢) wg rozkiadu ciggu zmiennych losowych d(¢,. ¢).
Ponadto zachodza nastepujgce zaleznosci.

Twierdzenie 2.2. Jesli d(¢,, ¢) = Op(U,), to d(p,, ®) = op(1).

13 Definicja za pracg [21], s. 437-438. Zapis skrécony (por. def. 2.7).

14 Oznaczenia ,0-duze” i ,0-male” stosuje sie réwniez w analizie matematycznej dla okrelenia szyb-
kosci zbieznosci ciggéw czy funkcji rzeczywistych.

15 Zob. np. [20], s. 60-61. W pracy tej opisano réwniez inne zwigzki pomiedzy réznymi rodzajami
zbieznosci zmiennych losowych.
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Dowdd: Implikacja zachodzi na mocy wprowadzonych definicji oraz faktu, ze:
Ve>0VB,>0:B. Uy, 0.

Twierdzenie 2.3. Jesli d(?pn, ¢) = OP(tlfn) i Vne Ny, =9, ,9, >0, to
A(8,: 9) = Op (1)

Dowdd: Twierdzenie wynika wprost z odpowiednich definicji oraz faktu, ze:
Vn e Ny, ' <l

Z powyzszych twierdzen wynika, iz wlasno$¢ ograniczonosci wg prawdopodobieni-
stwa moze sluzy¢ wykazaniu zgodnoSci innego ciggu zmiennych losowych. Ponadto,
dany cigg zmiennych losowych moze mie¢ wiele réznych temp zbieznosci. Byloby
interesujacym wykazanie, ze wsréd nich istnieje tempo optymalne w jakim$ sensie.
W celu znalezienia owego kryterium optymalno$ci wykorzystamy kryterium minimak-
sowe. Tym razem jednak definicje bedg ukierunkowane na poszukiwanie optymalnego
tempa zbiezno$ci.

Definicja 2.11. Funkcja ryzyka R (-,+,") w tempiel® {, nazywamy odwzorowanie
okreslone nastepujaco:

R(By 6. 1) = E2[w(U5 - 4(3,. )]

Definicja 2.12. Maksymalnym ryzykiem estymatora ¢, w tempie 1, na zbiorze
3 nazywamy liczbe:

1@y Uy) = Sup, R(®, @, Uy).

Poniewaz wprowadziliSmy pojecie tempa zbiezno$ci to w naturalny sposéb inte-
resuje nas raczej asymptotyczne ryzyko minimaksowe (w tempie yp):

lim infr(gbn, dfn).

— 00 4
n ¢n

Granica ta jednak, ze wzgledu na wystepowanie tempa, wcale nie musi istnieé
w danym modelu szczegélowym. Zastapimy ja wiec pojeciami limes inferior i limes
superior, ktére zawsze istniejg i zazgdamy od optymalnego tempa spelnienia stabszego
warunku ograniczono$ci ciggéw liminf oraz limsup ryzyk minimaksowych!7.

16 Nazwa wlasna Autora. W zZrédtowej pracy [12] pomija sie stowa ,w tempie y,". Wydaje sie jednak
wlasciwie zaznaczenie w nazwie w jakim kontek$cie funkcjonuje tutaj podej$cie minimaksowe.
17 Zob. tez uwagi w pracy [8], na s. 4-5.
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Definicja 2.13. Ciag dodatni ¢, jest nazywany nizszym tempem zbieznosci (z ang.
lower rate of convergence) dla zbioru = w pseudometryce d (-,"), gdy:

3C,>0: linrrl iorolf ignfr(é)n, 11rn) = C,.

Wiasno$é ta, jesli zachodzi, ma charakter negatywny. Oznacza bowiem, Ze estyma-
tory parametru ¢ nie zbiegajg do niego zbyt szybko (w sensie wyzej opisanego asymp-
totycznego ryzyka minimaksowego). Zwr6émy tez uwage, ze nizsze tempo zbiezno$ci
nie musi by¢ zdefiniowane jednoznacznie, moze istnie¢ wiele ciggéw y,, spetniajacych
powyzszy warunek (zob. [12], s. 48).

Definicja 2.14. Ciag dodatni 1 jest nazywany minimaksowym tempem zbieznosci
dla zbioru £ w pseudometryce d (-,-), gdy jest nizszym tempem zbiezno$ci oraz:

3¢, 3C, > 0:1im supr(@fl, 1!1:) <C,.
n— oo

Estymator spetniajacy te wlasno$¢ réowniez jest nazywamy optymalnym w sensie
asymptotycznego ryzyka minimaksowego (por. def. 2.5). Niestety, minimaksowe tempo
zbieznosci rowniez nie musi by¢ wyznaczone jednoznacznie, lecz z doktadnoscig do
statej!8.

Dla wyjasnienia znaczenia owej optymalnosci rozwazmy ciag nieréwnosci:

0<C, = linrrl inf ipfr(gbn, 1[J:) < lim sup ignfr(gb”, 1[;2) < lim supr(fp:, 1[;2) <C,.

Pp n— oo n— oo

Sa one prawdziwe wprost z definicji odpowiednich wielkosci. Przy zatozeniu ist-

nienia asymptotycznego ryzyka estymatora ¢, oraz ryzyka minimaksowego otrzymu-
jemy:

0<C, = lim infr(¢,. ¥,) < lim r(¢,.¥,) = C,.

— 0O — 0O
@ n

Wida¢ wiec, ze granice zostaly tu zastgpione limes inferior i superior, a odpowiednie
ciggi sg przynajmniej ograniczone, skoro nie wiadomo czy powyzsze granice istnieja.
W szczegélnosci asymptotyczne ryzyko estymatora ¢, jest ograniczone. Zauwazmy
tez, ze granice te (jesli istniejg) nie sg réwne zero dla optymalnego tempa zbieznoSci.
Mozna jednak wykazaé (przy odpowiednich zatozeniach odnosnie do funkcji straty),
ze dla tempa ,wolniejszego” granica ta wynosi zero, natomiast dla tempa ,szybszego”
zmierza do nieskoniczonosci. W tym wlasénie sensie tempo minimaksowe jest optymalne.
W ramach modelu szczegétowego wyjasnimy co oznacza pojecie tempa ,wolniejszego”
lub ,szybszego”.

18 Oznacza to, ze istniejg funkcje straty takie, ze ciag ¥, = L7, gdzie L > 0 réwniez speia to
kryterium optymalnosci (dla potegowej i wskaznikowej funkeji straty zob. [12], s. 49).
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3. SZCZEGOLOWY MODEL STATYSTYCZNY

Przypomnijmy (zob. wstep), ze przedmiotem naszej analizy jest zbiér mozliwosci
produkcyjnych!? postaci:

T={(x,y) € RE{ %z x mozna wyprodukowac v}

Element tego zbioru bedziemy nazywac¢ wykonalnym planem produkcyjnym i utoz-
samiaé¢ z jednostkg produkcyjng lub obiektem gospodarczym, ktéry go zrealizowal.
Pomocniczo zdefiniujemy jeszcze granicg produkcyjng?® zbioru T:

0T ={(x,y) € T:V0 € (0,1)(0x,y) € T, VO > 1:(x, 0y) & T}.

Zbiér T jest nieznany i w zwigzku z tym moze by¢ potraktowany jako parametr
podlegajacy estymacji pod warunkiem zdefiniowania odpowiedniego modelu staty-
stycznego.

Sklada sie on z szeregu zalozen i jest szczegb6lnym przypadkiem ogélnego schematu
modelowania oméwionego wcze$nie;j.

Zalozenie 1’ Zbior2! P(R%q), z okreslong pseudometrykg miary Lebesgue’'a
symetrycznej réznicy zbioréow:

VA,B € P(RY{Y):MAAB) = A(A\B) U (B\A)),

jest przestrzenia parametréw.

Pseudometryka ta bedzie mierzy¢ jak blisko nieznanego zbioru T (parametru) jest
warto$¢ jego estymatora. Oczywiscie istniejg inne pseudometryki, ktére mozna by w tym
celu wykorzysta¢ (zob. zakoniczenie oraz praca [10], s. 478). Wybdr tej wlasnie jest
podyktowany rezultatami teoretycznymi, ktére beda omawiane w niniejszej pracy.

Kolejne zalozenie bedzie stuzy¢ wyodrebnieniu podzbioru P(RE (%)) wyrazajacego
naszg informacje o nieznanym parametrze T.

Zalozenie 2’ T jest podrodzing P(R%q)), ktérej elementy sa:

a. zbiorami zwartymi;
b. spelniajg warunek tzw. swobodnej dyslokacji naktadéw i produktéw?2 tzn.:

Vxzx,y=y[(xy)€ET=(xy) €T}

19 RP*9 1o iloczyn kartezjanski p + q przedziatéw postaci [0,).

20 Za pracg [21], s. 421. Zob. tez przypis 3. Zbiér ten opisywany jest tez jako cze$¢ wspélna zbio-
ruT i domknigcia jego dopelnienia (w sensie topologicznym nie nalezy wiec myli¢ go z pojeciem brzegu
zbioru).

21 Jest to rodzina wszystkich podzbioréw danego zbioru zwana zbiorem potggowym.

22 Nier6éwnoéci miedzy wektorami rozumiane ,po wspéirzednych”.
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c. w przypadku braku nakladéw nie mozna niczego wyprodukowac?3:
x=0,y+0=(x,y) & T

W razie potrzeby bedziemy tez zakladaé, ze:
d. T jest wypukly tzn.:

Vx,y € TVa € [0,1}ax+ (1 —a)y € T.

O tym, w jaki sposéb generowane sg obserwacje méwi nastepne zatozenie mode-
lowe (jest to potagczenie zal. 3 i 4 z ogdlniejszego schematu):

Zalozenie 3’ Proba statystyczna X, = ((xi, yi) € ROG4i=1,..., n) S
((R%q)n; B(R%q)n) jest realizacjg ciggu niezaleznych wektoréw losowych (X;, Y;)
o tym samym rozkladzie, kazdy o gestosci (wzgledem miary Lebesgue’a):
fr(x, y):RE{9 = R, ciaglej na no$niku24 T.

UWAGA: Z niezalezno$ci wektoréw losowych wynika, ze gesto$é taczna wyraza
si¢ wzorem:

L (Xn) = ﬁfT(xi, yi).

i=1

Dla wiekszej czytelno$ci, w literaturze przedmiotu pomija sie indeks n przy ozna-
czeniach gesto$ci, rozktadu prawdopodobienistwa oraz miary Lebesgue’a, ktora petni
tu role miary v, z zal. 4 ogdlniejszego schematu modelowania.

Zatozenie 3’ implikuje w szczegdlnosci, ze:

V(x,y) €0T:f(x,y)>0 iciagla w tym punkcie w kierunku wnetrza?> T,
Pr((x;, y;) € T)=1, dla dowolnego i = 1, ..., n.

Jest to warunek wystarczajacy zgodno$ci estymatoréw rozwazanych w dalszej czeSci
pracy. Oznaczajacy niezerowa szanse zaobserwowania obiektu w dowolnym otoczeniu
zbioru dT. Z punktu widzenia teorii mikroekonomicznej rynkéw konkurencyjnych jest
to rozsadne zalozenie, gdyz oznacza, ze w dlugim okresie firmy nieefektywne beda
opuszczaé rynek (za pracg [21], s. 427). Zaktadamy ponadto, iz realizacje wektoréw
jako obserwowalne sg planami wykonalnymi.

23 Zapis y # 0 oznacza, iz przynajmniej jedna wspotrzedna wektora y jest rézna od zera.

24 Nosnik gestosci to zbiér argumentéw, na ktérym przyjmuje ona wartoéci dodatnie.

25 Wnetrze zbioru T ozn. intT to najwickszy (w sensie inkluzji) zbiér otwarty zawarty w T. Pojecie
ciggloéci w kierunku wnetrza za$ oznacza spetnienie warunku:

Ve > 0V {x, vk € N} € intTi(xp, ) = (% y) Tk VK = k[ f(xp v,) = f(x, y)‘< 3
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Mamy okreslong rodzing gestosci {f;(+)}. _, na przestrzeni (R‘r{)q)n. Para
((R%q)”,{fT(-)}T B T) jest wiec modelem statystycznym (przestrzenig statystyczna).

Warto tez podkreslié, ze jest to model nieparametryczny, poniewaz nie istnieje skon-
czenie wymiarowa parametryzacja T.

W celu przeprowadzenia uzytecznego wnioskowania statystycznego w oparciu
o ten model ponownie okre$limy co rozumiemy pod pojeciem estymatora zbioru T
(por. def. 2.1 ogodlniejszego schematu).

Definicja 3.1. Estymatorem zbioru T nazywamy dowolne odwzorowanie mierzalne
T:(R2H9)" — P(RA9).

Zwr6émy uwage, ze warto$¢ estymatora nie musi byé zbiorem z rodziny T, do
ktérej nalezy nieznany parametr. W powyzszych przestrzeniach mierzalnych przyjmu-
jemy o-algebry zbioréw borelowskich.

Uszczegétowimy teraz pojecie funkcji ryzyka (por. def. 2.11) bedace podstawg
omoOwionego juz kryterium minimaksowego optymalnosci estymatoréw i tempa zbiez-
nosci.

Funkcjg ryzyka R (-,,7) w tempie n~* nazywamy odwzorowanie

R(T, T,n"%) = E;[n®- A(TAT))]

gdzie26:

Et - warto$¢ oczekiwana rozkladu o gestosci fr(x, y) (zakladamy, ze istnieje),

n, dla a > 0 - przyjmujemy szczegdlng postaé ciggéw opisujacych tempo zbieznosci.
Wraz ze wzrostem o, bedziemy méwié, iz tempo zbieznoSci roénie (jest szybsze).

Odpowiednie definicje, zwigzane z funkcja ryzyka, zostaly juz wprowadzone przy
okazji omawiania modelu ogélniejszego. Przystapimy wiec do przedstawienia dwéch
wybranych propozycji2’ estymatoréw zbioru mozliwo$ci produkcyjnych T na podstawie
préby Xj,.

Definicja 3.2. Estymatorem FDH zbioru T jest:
Tepy (X)) = {(x, y) € RRFEJi e {l,...,nkx = x,,y < yi}.

Przypomnijmy, ze warto$¢ tego estymatora nie musi naleze¢ do T. Jednak dal-
sze rezultaty, dotyczace wlasnosci tego estymatora, uzyskano przy zalozeniu, ze
Trpu (Xn) € T. Zbidr ten jest najmniejszym zbiorem zawierajacym obserwacje i spet-
niajagcym zal. 2'b o swobodnej dyslokacji (z ang. free disposal, stad jego nazwa). Zostat
wprowadzony do literatury przedmiotu w roku 1984 (praca [5]). Jest to zbiér domkniety,
ograniczony ze wzgledu na produkty, jednak formalnie nieograniczony ze wzgledu

26 Za funkcje straty przyjeto warto$¢ bezwzgledna, stad wobec nieujemnosci pseudometryki, nie wyste-
puje ona explicite w definicji funkcji ryzyka.

27 Istniejg inne propozycje (zob. zakonczenie) nie sa one jednak zwigzane bezposrednio z metodami
DEA i FDH.



Estymacja zbioru mozliwosci produkcyjnych... 13

na nakfady. Nie spelnia wiec w pelni zal. 2’a. Mozna jednak zalozyé, iz poszczegblne
naktady nie moga rosnaé nieograniczenie, czyli przyjaé, ze:

IM > 0: Ty (X)) € {(x,y) € [OM]PF%:Ti € {1, ., nfix = x, y =y}
Wtedy Trpy (Xy), jako podzbior domknigty zbioru zwartego?8, spetnia zat. 2’a.
Twierdzenie 3.1. Zbiér Tgpy (X,) spelnia zal. 2’c.

Dowdd: Zatézmy nie wprost, ze zal. 2’c nie jest spelnione, wtedy:
Ji € {l,....,n}0 =x,y <y, orazy # 0.

Wobec kierunkéw nieréwnosci i nieujemnos$ci wielkosci naktadéw oznaczatoby
to, iz:

Ji € {1,....,nkx;=0,y, F 0(%).
Z drugiej strony, zal. 3'implikuje:
P((xpv;) € T) =1,
gdzie zbior T spelnia zal. 2’c. Stoi to w sprzecznosci z (¥). c.b.d.o.

Latwo réwniez wykazaé, ze w wiekszosci praktycznych sytuacji zbiér ten nie jest
wypukly, czyli nie spelnia zal. 2'd (zob. ilustracja). Przypomnijmy jednak, iz zal. 2'd
zostal wprowadzony opcjonalnie. Oznacza to, ze w sytuacji gdy podejrzewamy, iz zbiér
mozliwo$ci produkcyjnych moze nie by¢ wypukty (np. niepodzielne jednostki naktadéw
i produktéw, czy wystepowanie globalnie rosnacego efektu skali) warto zastosowaé
ten estymator.

Przyjmujac, ze zbiér mozliwosci produkeyjnych spetnia zat. 2’'d (wypuktosé, czyli
wykonalno$¢ ,posrednich” planéw produkcyjnych) istnieje potrzeba uzycia innego
estymatora.

Definicja 3.3. Estymatorem DEA2° zbioru T jest:

Tpea (X)) = {(x, y) € REGEIN = 0oy = 2Ny x = 20 x, LA = 1}.

i=1 i=1 i=1

28 Twierdzenie to mozna znalezé np. w pracy [9], s. 164.

29 Te wersje estymatora DEA wprowadzono, w kontekécie miar efektywnosci Farrella, w 1984 roku
w pracy [2]. Istniejg inne wersje, ktére pojawily sie¢ zar6wno wcze$niej, jak i pézniej (zob. np. [15],
s. 57-58).
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Przy zalozeniu wypuklosci T, estymator ten ma nieco lepsze wlasnosci niz Tgpy (Xp).
Jednak uzycie estymatora Tpga (Xy,), gdy zal. 2'd nie jest spetnione, prowadzi do braku
jego zgodnosci (zob. tw. 4.1d). Ponownie przyjmuje sie, ze:

IM > 0: T, (X)) © {(x, y) € [OLM]PPFEIN = 0y < DAy X = DA x, A = 1}.

i=1 i=1 i=1

4. ILUSTRACJA I WEASNOSCI WPROWADZONYCH ESTYMATOROW

Zat6zmy przykladowo, iz mamy w prébie piec¢ obiektéw, ktére z jednego naktadu
wytwarzaja jeden produkt30. Odpowiednie dane, dotyczace warto$ci naktadu i produktu
dla poszczegdlnych jednostek, zebrano w tabeli 1.

Tabela 1
Dane dotyczace obiektéw z proby
i 1 2 3 4 5
X 1 3 4 5 6
Vi 2 1 3 5 4
Zrédlo: opracowanie wiasne.
Y
8 -
7 4
6 4
5 - . —e— FDH
4 A A —a— DEA
3 ™l Y T
24 -
1 4
0 T T T T 1 X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rysunek 1. Ilustracja dotyczaca konstrukcji rozwazanych estymatoréw

Zrodlo: opracowanie wlasne.

30 Umozliwi to ich ilustracje na plaszczyznie w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych. Niewielka
liczno$¢ proby (mimo asymptotycznych wiasnosci rozwazanych estymatoréw) nie zmniejsza ogdlnosci przed-
stawionej ilustracji graficznej.



Estymacja zbioru mozliwosci produkcyjnych... 15

Zgodnie z zapisem, wprowadzonym na poczatku czesci trzeciej pracy, obiekty sg
przedstawiane za pomocg wektora wartosci naktadu i produktu. Prébe mozna wiec
zapisa¢ w nastepujacy sposéb: X5 = {(1,2); (3,1); (4,3); (5,5); (6,4)}. Wszystkie jednostki
produkcyjne nalezg do nieznanego zbioru mozliwosci produkcyjnych T, ktéry podlega
estymacji (obszar ograniczony od géry drobng linig przerywang na rysunku 1). Obszary,
na rysunku 1, ograniczone od gory szarg oraz czarng linig famang to odpowiednio
zbiory Tpga (Xs5) 1 Tppy (X5). Sa to realizacje estymatoréw zbioru T uzyskane dla
naszej proby.

Zauwazmy, ze spelnione sg inkluzje: Tppg X5) & Tpga (X5) & T. Jest to ogdlna
prawidlowos$¢ wynikajaca wprost z odpowiednich definicji, do ktérej powrdcimy przy
okazji omawiania wiasnosci estymatoréw. Zwréémy ponadto uwage na prostote wyzna-
czania realizacji estymatoréw zbioru mozliwosci produkcyjnych na podstawie préby.

W pracy [11] (s. 7) dowiedziono twierdzenie, ktére potwierdza optymalno$é wpro-
wadzonych estymatoréw. Wnioskiem z tego twierdzenia sg wlasno$ci estymatoréw
zebrane ponizej.

Twierdzenie 4.1. Dla (p = l orazq = 1) lub(q = 1 orazp = 1)
a. (p =1, q =1 AMTppu (Xy) AT) = Op(n-/p*l),

M(Tpga (Xy) AT) = Op(n=2/p+2), gdy T jest zbiorem wypuklym.
b. (@ = 1, p = 1) M(Tppu (Xp) AT) = Op(n-Vatl),

A (Tpga (Xp) AT) = Op(n-2/a+2), gdy T jest zbiorem wypuklym.

c. Trpu (Xy), Tpga (Xp) sa estymatorami zgodnymi, gdy T jest zbiorem wypu-
ktym.

d. Tppy (Xy) jest estymatorem zgodnym i Tpga (X,,) jest estymatorem niezgodnym,
gdy T nie jest zbiorem wypuklym.

e. Tpga (Xp) ma szybsze3! tempo zbiezno$ci niz Tppy (Xp), gdy T jest zbiorem
wypuktym.

f. Im wigksza jest liczba odpowiednio produktéw lub naktadéw, tym wolniejsza
jest zbiezno$¢ obu estymatoréow (tzw. przeklenistwo wymiarowosci, z ang. curse of
dimensionality).

g. Jesli zbior T jest wypukly, to Tpga (X,) jest estymatorem optymalnym w sensie
(asymptotycznego) ryzyka minimaksowego. Jego tempo zbieznosci z punktéow a i b
jest wtedy minimaksowym tempem zbieznoSci.

h. Jesli zbiér T nie jest wypukly, to Trpy (X,,) jest estymatorem optymalnym w sensie
(asymptotycznego) ryzyka minimaksowego. Jego tempo zbieznosci z punktéw a i b jest
wtedy minimaksowym tempem zbieznosci.

31 Przyktadowo 2/(p + 2) > 1/(p + 1) (zob. tw. 4.1a). Wtedy tempo n-2/(P+2) nazywa sie szybszym od
n-Up+1),
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Z tw. 4.1c oraz tw. 2.1 wynika ponadto, ze rozwazane estymatory zbioréw sg
asymptotycznie nieobcigzone, przy zatozeniu wypuklosci zbioru T. Skoro zachodzg
inkluzje Tppy (X)) € Tpga(X,) S T estymatory te nazywa sie, w skonczonej prébie,
obcigzonymi do wewnatrz (z ang. inward biased). Widaé tez, ze estymator DEA jest
,blizszy” w sensie inkluzji nieznanemu zbiorowi T, stad jego szybsze tempo zbieznosci
(zob. tw. 4.1e). Zwré¢émy uwage, ze nie uzyskano zadnych rezultatéow dla przypadku
ogdlnego, gdy p, g = 1. W dowodzie wspomnianego twierdzenia z pracy [11] korzy-
stano z faktu, ze dla p = 1 lub q = 1 granice zbioru mozliwosci produkcyjnych mozna
wyrazi¢ jako funkcje o odpowiednich wtasnosciach (wynikajacych z wtasnosci zbioru T
ujetych w zal. 2').

5. ZAKONCZENIE

Niniejsze opracowanie ma charakter teoretyczny i stuzy jako podstawa badan o cha-
rakterze symulacyjnym i empirycznym. Ogélny schemat modelu, przedstawiony w czesci
drugiej, ma wiele réznych szczegétowych wariantéw, stuzacych réznym zastosowaniom
(przeglad mozna znalez¢ w pracy [12]). Przedmiotem dalszych badan autora bedzie
m.in. préba estymacji gestosci lgcznej rozktadu wprowadzonego w zatozeniu 3.

Szczegblowy model statystyczny oraz dwie propozycje estymatoréw zbioru mozli-
wosci produkeyjnych, przedstawione w pracy, ukierunkowane sg na cel gléwny badan
autora. Jest nim, jak wspomniano we wstepie, rozszerzenie deterministycznych metod
FDH i DEA w kierunku stochastycznym. Przy zastosowaniu podejécia probabilistycz-
nego nie tracimy bowiem informacji uzyskanych za pomocg wersji deterministycznej,
a zyskujemy mozliwo$¢ opisu niepewnosci zwigzanej z estymacja32. Nawet w tym ogra-
niczonym zakresie istniejg jeszcze inne rezultaty i propozycje modelowe. Przyktadowo,
w pracy [10] wprowadzono w przestrzeni parametréw pseudometryke zwang dystansem
Hausdorffa oraz natozono dodatkowe warunki na funkcje straty. Rozwazano jedynie
estymator FDH (nie zaktadano warunku wypuklosci). Uzyskano podobne wlasnosci,
lecz inng postaé¢ optymalnego tempa zbieznosci33. Owa posta¢ tempa jest charaktery-
styczna dla rozwazanej pseudometryki réwniez pod katem wcze$niejszych rezultatow
uzyskanych dla zbioré6w wypuktych (zob. [7], [19]). Ponadto, w ogdélnym przypadku
(przy braku zatozenia wypukltosci), proponuje sie réwniez inng postac¢ estymatora zbioru
zwang estymatorem Devroye-Wise'a34 (zob. [6]). Szeroki przeglad literatury dotyczacej
estymacji zbior6w mozna znalezé np. w pracy [4].

Autor wykorzystal przedstawiony powyzej schemat wnioskowania statystycznego
w swoich dwéch wezesniejszych pracach (uszczegétowiony pod katem estymacji miar
efektywnosci technicznej Farrella). Wazne byloby réwniez wykorzystanie go w celu
estymacji gestosci tacznej rozkladu wprowadzonej w zal. 3’. Problem ten wigze si¢

32 Dotyczy to nie tylko zbioru mozliwosci produkcyjnych, lecz przede wszystkim estymacji miary
efektywnosci technicznej Farrella, ktéra stanowi gléwne zastosowanie obu metod (uzyskujemy miary roz-
proszenia i przedzialy ufnosci dla warto$ci wspomnianej miary).

33 Tempo postaci 1V = [(logn)/n]”(“l), gdzies =p (dlag=1)lubs =q(dlap = 1).

34 Jest to odpowiednik tzw. estymatoréw jadrowych stuzacych do estymacji gestosci prawdopodobiefi-
stwa.
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Sci$le z estymacjg nieznanych statych w asymptotycznych rozktadach préobkowych esty-
matoréw miar efektywnoS$ci technicznej (zob. prace [14], [16]).
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ESTYMACJA ZBIORU MOZLIWOSCI PRODUKCYJNYCH
W RAMACH FORMALNEGO MODELU STATYSTYCZNEGO

Streszczenie

W artykule przedstawiono ogélny model statystyczny oraz jedna, z jego szczegdtowych wersji, stu-
zaca jako podstawa formalna estymacji zbioru mozliwosci produkcyjnych w ramach metod DEA i FDH.
Przedstawiono wlasnosci estymatoréw FDH i DEA oraz zilustrowano ich realizacje w skoniczonej probie.
Wprowadzono elementy podej$cia minimaksowego oraz wykorzystano pojecie tempa zbieznosci dla okre-
$lenia definicji optymalnosci estymatora.

Stowa kluczowe: nieparametryczny model statystyczny, podej$cie minimaksowe, tempo zbieznosci,
zbiér mozliwosci produkeyjnych, estymacja zbioréw, metoda FDH, metoda DEA.

ESTIMATION OF PRODUCTION SET BASED ON FORMAL STATISTICAL MODEL
Summary

In the paper some general statistical model is presented and one of its particular version is exploited
to formal estimate of the production set within the DEA and FDH methods. Properties of the FDH and
DEA estimators are presented and their realizations for a finite sample are illustrated. Elements of the
minimax approach are introduced and the rate of convergence is exploited to express the definition of
asymptotic optimality of the estimators.

Key words: nonparametric statistical model, minimax approach, rate of convergence, production set,
set estimation, FDH method, DEA method.



