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EFEKTY INTERAKCJI MIEDZY ZMIENNYMI OBJASNIAJACYMI W MODELU
LOGITOWYM W ANALIZIE ZROZNICOWANIA RYZYKA ZGONU

1. WSTEP

Modele regresji logistycznej (modele logitowe) wykorzystywane sa do objasniania
zmiennych jakosciowych w zaleznoSci od poziomu zmiennych egzogenicznych (jako-
Sciowych badz ilosciowych). Regresja logistyczna znajduje wazne zastosowanie m. in.
w modelowaniu ryzyka znalezienia si¢ jednostki badania w pewnym stanie. Jezeli
zmienna objasniana przyjmuje dwa stany, tzn. mowi, czy badane zjawisko wystapilo,
czy tez nie, to mamy do czynienia z modelem dwumianowym.!

Wspdlczesnie modele logitowe znalazly powszechne zastosowanie w bankach do
oceny ryzyka kredytowego oraz w przedsiebiorstwach do oceny lojalnosci klientéw.
Sa takze jednym z narzedzi wykorzystywanym przez aktuariuszy do oceny ryzyka
ubezpieczeniowego oraz oceny szansy konwersji i retencji polis ubezpieczeniowych
[7]. W ubezpieczeniach na zycie model logitowy pozwala na oszacowanie prawdopo-
dobieristwa §mierci w zaleznoSci od podstawowych cech demograficznych, takich jak
pte¢, wiek, miejsce zamieszkania [9], a w przypadku posiadania odpowiednio duzych
baz danych dotyczacych historii ubezpieczonych do modelu mozna wigczy¢ informacje
zbierane za pomocg ankiet medycznych dotgczanych do wniosku ubezpieczeniowego.

W dziedzinie demografii na ogét poszukuje si¢ parametrycznych (analitycznych)
modeli ludzkiego procesu przezycia (tzw. praw wymieralno$ci’) jedynie w zaleznosci
od wieku budujgc oddzielnie modele dla kobiet i me¢zczyzn (ewentualnie dla oséb
mieszkajacych w miastach i na wsi). W tym celu wykorzystuje sie regresje krzywoli-
niowg. Jako modele analityczne wspéiczynnikéw zgonu najczesciej sg stosowane funk-
cje: wykladnicze, potegowe, wielomianowe, wielomianowo-wyktadnicze, logistyczne
(por. np. [11]). Dostep do baz danych coraz lepszej jakosci oraz rozwdj metod nume-
rycznych i oprogramowania komputerowego sprawiaja, ze modele te sa coraz bardziej
rozbudowane. W literaturze mozna odnalez¢ wiele préb stworzenia demograficznych
modeli analitycznych, lecz rzadziej spotka¢ mozna zastosowania uogélnionych modeli

! Model wielomianowy jest wykorzystywany, jezeli zmienna zalezna moze przyjmowaé wiecej niz
dwa niezalezne stany — mamy wéwczas do czynienia z modelem ryzyka konkurencyjnego, tzn. wszystkie
zdarzenia sa wzajemnie niezalezne i suma prawdopodobienstw ich wystapienia wynosi 1.

% Do pierwszych znanych praw wymieralnosci naleza m. in. prawo de Moivre (1725), prawo Gom-
pertza (1825), prawo Makehama (1860), prawo Weibulla (1939). [11]
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liniowych (GLM - generalised linear models), w tym regresji logistycznej, do ana-
lizy danych demograficznych [7], [9], [10]. Metody regresji logistycznej pozwalaja
na znalezienie statystycznie istotnych czynnikéw ryzyka zgonu oraz zbadanie efektéw
interakcji miedzy tymi czynnikami, a dodatkowym atutem modelu logitowego jest
mozliwo$¢ interpretacji jego parametrow.

O ile metody regresji logistycznej sa szeroko opisane w literaturze i znajdujg coraz
wiecej zastosowan, to mniej uwagi poSwieca si¢ modelowaniu interakcji [6]. Przyjmuje
si¢, ze efekt interakcji wystepuje, jezeli wplyw zmiennej niezaleznej na zmienng zalez-
ng zmienia si¢ w zaleznosci od wartoSci innej zmiennej niezaleznej. Analiza efektow
interakcji miedzy zmiennymi objasniajagcymi w regresji logistycznej zostala dokonana
poprzez wprowadzenie do modelu iloczynu tych zmiennych. Szczegdlna uwaga zostala
zwrécona na interpretacje parametréw modelu, ktéra zalezy od sposobu kodowania
zmiennych oraz uwzglednienia efektéw interakcji miedzy zmiennymi objasniajacymi.

Dopasowanie oraz zdolno$¢ predykcyjna modelu zalezg od jakos$ci danych oraz
liczebnosci grup jednostek wyodrebnionych wedtug wariantéw analizowanych cech.
W szczegdlnosci dla oséb o zaawansowanym wieku ubezpieczyciele w Polsce nie
posiadaja wystarczajaco duzo obserwacji, lecz mogg wykorzysta¢ dane demograficzne
gromadzone przez GUS. Estymacja modelu przezycia dla oséb starszych jest przede
wszystkim niezbedna przy konstrukcji dobrowolnych ubezpieczeniowych produktéw
emerytalnych, jak dotad stabo rozpowszechnionych w Polsce.

W niniejszym artykule dwumianowy model logitowy zostal wykorzystany do ana-
lizy ryzyka zgonu o0s6b starszych (w wieku co najmniej 60 lat) w wojewddztwie pomor-
skim w 2009 roku w zaleznoSci od podstawowych cech demograficznych. Celem tej
analizy byla identyfikacja predyktoréw ryzyka zgonu oraz odkrycie efektéw interakcji
migdzy zmiennymi objasniajacymi.

2. POSTAC MODELU LOGITOWEGO

Dwumianowy model regresji logistycznej (model logitowy) wykorzystywany jest
do objasniania dychotomicznej zmiennej jako$ciowej Y w zalezno$ci od poziomu
zmiennych egzogenicznych X, X», ..., X (jakoSciowych badz ilo§ciowych). Zmienna
objasniana reprezentowana jest zwykle przez zmienng zero-jedynkowa:

ey

¥ = 1 zdarzenie wystgpito
~ | 0 zdarzenie nie wystapifo

Model logitowy jest szczegdlnym przypadkiem uogélnionego modelu liniowego [10]:

g(/.l) = ,30 +ﬁ1X1 +132X2 + ... +,3ka, (2)

gdzie By jest wyrazem wolnym; 51, B>, ..., Br sa wspoiczynnikami regresji; g jest
funkcjg wiazaca (link function) okreslajaca zwigzek Sredniej wartosci zmiennej obja-
$nianej u = E(Y|X; = x1,X2 = x2,..., X = x¢) z liniowg kombinacjg predyktoréw.
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W modelu logitowym pu = p = P(Y = 1|1X; = x1, X2 = x2,...,Xx = x), a funkcja
wiazaca nazywana logitem ma postac

2(p) = logit(p) = In (1 P p). 3)

Podsumowujac, model logitowy mozna zapisaé w nastgpujacej postaci

k
exp (,30 + gl ,Bixi)

p=PY =1Xi =x,X, =x0,..., Xp = x3) = p . 4)
1 +exp (,30 + 2 ,Bixi)
i=1
Parametry modelu Sy, Bi, ..., B¢ estymuje si¢ najczesciej metoda najwigkszej wia-

rygodnosci maksymalizujgc logarytm funkcji wiarygodnosci wzgledem parametrow
modelu za pomocy iteracyjnych procedur numerycznych?®.

Jezeli wsréd zmiennych objasniajacych znajduja si¢ zmienne jakoSciowe, to wpro-
wadza si¢ je do modelu odpowiednio kodujac (dummy coding, indicator coding) [1].
Zwykle, gdy zmienna ma m wariantéw, to wprowadza si¢ m — 1 zmiennych zero-
jedynkowych (dummy variables). Grupa jednostek badania, dla ktérej warto$ci wszyst-
kich zmiennych objasniajacych sg rowne zero nazywa sie grupg referencyjng (reference
group). Badacz kodujac predyktory za pomocg zmiennych zero-jedynkowych ustala
arbitralnie grupe referencyjng (np. wybierajac grupe najliczniejszg, najwigckszego lub
najmniejszego ryzyka), ktora stanie si¢ grupa odniesienia przy interpretacji parametrow
modelu.*

Zaleta modelu logitowego jest mozliwo$é interpretaciji parametréw e”. W tym celu
wykorzystuje si¢ pojecie szansy (odds) definiowanej jako iloraz prawdopodobieristwa
wystapienia zdarzenia oraz prawdopodobieristwa nie wystgpienia zdarzenia. W rozwa-
zanym modelu (4) szans¢ mozna wyrazi¢ jako funkcj¢ zmiennych objasniajacych:

k
% :’)/()Cl,)Cz,..., xk) = exp[ﬁ0+2ﬂ,~xi} (5)
i=1

W przypadku wyrazu wolnego, warto$é ¢ jest interpretowana jako szansa wystapienia
zjawiska w grupie referencyjne;.

* W pracy [3] przedstawiono metody estymaciji w przypadku makrodanych, tzn. gdy ,.(...) w miejsce
obserwacji 0-1 dla zmiennej Y mamy dane jedynie frakcje tych obserwacji w grupach jednostek, ktérych
indywidualne cechy nie sg rozréznialne” [3, s. 87].

* Dyskusje o innych sposobach kodowania mozna znalezé w [S] i [8]. Sposéb kodowania ma wplyw
na warto$¢ wspotczynnikOw regresji oraz na interpretacje¢ parametréw modelu (zmienia si¢ grupa referen-
cyjna), natomiast nie wplywa na warto$¢ prognozowanego prawdopodobienistwa.
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Wplyw przyrostu wartoSci zmiennych niezaleznych o Ax; (i = 1, 2, ..., k) na szans¢
wystgpienia zjawiska mozna okresli¢ wyznaczajac iloraz szans (odds ratio):

w(x17x2’ MR xk; Axl’sz’ AR Axk) =

k
+ Ax1,x + Axo, ..., X+ A 6
Y1+ Axp, 0 + Axp X+ Ax) _ exp Zﬁle" ' (6)
(X1, %2, 0oy X) P
Jezeli X; (i = 1, 2, ..., k) jest zmienng zero-jedynkowa, to e? jest réwny ilorazowi

szans dla grupy, w ktoérej X; = 1 oraz grupy, w ktérej X; = 0, przy pozostalych
zmiennych jednakowych. Natomiast, gdy zmienna ta jest zmienng iloSciows, to iloraz
szans e”’ méwi, jak zmieni si¢ szansa, jezeli zmienna X; wzrosnie o 1 jednostke przy
pozostatych zmiennych ustalonych.

3. MODELOWANIE INTERAKCJI W REGRESII LOGISTYCZNEJ

W literaturze istniejg rézne definicje efektu interakcji. Wedtug [6, s. 12]: ,,Méwimy,
ze istnieje efekt interakcji, kiedy wptyw zmiennej niezaleznej na zmienng zalezng rézni
si¢ w zaleznoS$ci od warto$ci trzeciej zmiennej nazywanej zmienng moderatorem”. W
regresji logistycznej moderator jest wiec zmienng niezalezng, ktérej wartoSci majg
wplyw na site i/lub kierunek podstawowej zaleznoSci.

W modelu logitowym z dwoma predyktorami

logit(p) = ap + a1 X| + 2 X» @)

niech X, bedzie moderatorem zmiennej X;. Wplyw zmiennej X; na zmienng objasniang
zalezy wiec od wartoSci zmiennej X5, co oznacza, ze parametr a; jest funkcjg zmiennej
X,. Zatozenie, ze wspotczynnik przy zmiennej X; jest liniowg funkcjg moderatora (np.
[4] 1 [6])

ay) = 0’6 + a3X, (8)

prowadzi do modelu postaci
IOgit(p) = Qq + (0’6 + CU3X2)X1 +arXo = ap + a'E)Xl + arXo + a3 X1 Xo, (9)

w ktérym pojawia si¢ zmienna interakcyjna bedaca iloczynem zmiennych objasniaja-
cych. Zmieniajgc oznaczenia parametrOw regresji otrzymujemy ostateczng posta¢ mo-
delu

logit(p) = Bo + B1 X1 + BoXo + B3 X1 Xs. (10)

Zgodnie z zatozeniem model (10) opisuje wpltyw X| na Y, gdzie X, jest moderatorem,
a poniewaz powyzsza funkcja jest symetryczna ze wzgledu na zmienne X; i X5, wigc
model (10) opisuje takze wplyw X, na Y, gdzie X; jest moderatorem. Modelowanie
interakcji w regresji logistycznej przy uzyciu iloczynu zmiennych nie wymaga iden-
tyfikacji, ktéra zmienna niezalezna jest moderatorem, a ktéra podlega moderowaniu.
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OkreSlenie, ktéra zmienna jest moderatorem jest arbitralne — méwi jedynie o punkcie
widzenia badacza i nie ma wplywu na oszacowanie wspotczynnikéw regresji, tylko na
interpretacje modelu.

Kontynuujgc powyzsze rozumowanie model z trzema predyktorami uwzgledniaja-
cy wszystkie efekty interakcji (interakcje stopnia trzeciego oraz wszystkie interakcje
stopnia drugiego) ma postac

logit(p) = Bo + 1 X1 + BoXo + B3 X3 + BaX1 Xo + BsX1 X3 + L6 X2 X3 + 7 X1 X0 X5, (11)

Model zawierajagcy wszystkie mozliwe zmienne interakcyjne nalezy do modeli hierar-
chicznie dobrze zdefiniowanych (typu HWF — hierarchically well-formulated). Jezeli
model hierarchicznie dobrze zdefiniowany zawiera jedynie dychotomiczne zmienne
niezalezne, to prawdopodobieristwo wystapienia zdarzenia oszacowane na podstawie
modelu jest réwne prawdopodobiefistwu empirycznemu w grupach jednostek wyodreb-
nionych wedlug wariantéw wszystkich niezaleznych zmiennych wystepujacych w mo-

delu. (Por. [3, s. 83])

Konstruujgc model nalezy pamigtaé, ze jezeli predyktor jakoSciowy majacy m > 2
wariantéw jest reprezentowany przez m — 1 zmiennych zero-jedynkowych, to nie jest
dozwolone wprowadzenie do modelu iloczynéw tych zmiennych (gdyz oznaczatoby to
interakcje miedzy wariantami jednej cechy) [4].

Oceng¢ poprawy dopasowania modelu poprzez wprowadzenie zmiennej interakcyj-
nej mozna dokona¢ poréwnujac miary dobroci dopasowania (np. miary typu pseudo-
R?) modelu zawierajacego wyrazenie reprezentujace interakcje oraz modelu nie zawie-
rajagcego wyrazenia reprezentujgcego interakcje. Weryfikacje statystycznej istotnosci
zmiennych interakcyjnych przeprowadza si¢ w analogiczny sposéb, jak pojedynczych
zmiennych objasniajacych [6], tzn. przy pomocy:

1. testu ilorazu wiarygodnosci stuzacego do sprawdzenia, czy warto$¢ funkcji wiary-
godnosci wzrosla statystycznie istotnie poprzez wprowadzenie do modelu zmiennej
interakcyjnej;

2. testu Walda stuzacego do sprawdzenia istotnoSci wspétczynnika regresji przy zmien-
nej interakcyjne;j.

Szczegdlng uwage nalezy zwrdcié na interpretacje parametru e? dla iloczynu zmien-

nych. Dodatkowo obecno$¢ iloczynu zmiennych w modelu powoduje takze zmiang

interpretacji innych parametréw za wyjatkiem interpretacji parametru ¢”°, gdzie 8,

jest wyrazem wolnym. Warto$¢ e jest to szansa wystapienia zjawiska w grupie refe-

rencyjnej (wowczas wszystkie zmienne i iloczyny tych zmiennych sg réwne zero).

Interpretacja parametréw modelu jest odmienna dla pojedynczej zmiennej, ilo-
czynu dwéch zmiennych, iloczynu trzech zmiennych itd., co zostanie przedstawione
na przyktadzie modelu (11) z trzema zmiennymi uwzgledniajacego wszystkie efekty
interakcji. W modelu tym dla zmiennej nie bedacej iloczynem np. X; parametr e”'
mozna otrzymaé wyznaczajac iloraz szans dla jednostkowego przyrostu zmiennej X;:

Y1+ 1,x0,x3)

(xi,x2, x3; 1,0, 0) = ————— =exp(B1 + faxz + Bsxz + Brxoxs)  (12)
Y(x1,x2, X3)
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pod warunkiem, ze X, = X3 = 0 (zmienne bedace moderatorami zmiennej X; sg réwne
Z€ero).

Natomiast dla iloczynu dwéch zmiennych np. X; X, z modelu (11) parametr e/
mozna uzyskaé dzielac ilorazy szans. Jezeli iloraz szans (12), w ktérym w miejsce
warto$ci x, wstawiono x; + 1 zostanie podzielony przez iloraz szans (12) z drugg
zmienng na poziomie x,, to otrzymany zostanie nastepujacy iloraz ilorazéw szans:

Y(xp,xo+1,x3;1,0,0)
W(xi,x, x35 1,0,0)
exp (,81 +ﬁ4()€2 + 1) +ﬁ5X3 +B7(X2 + 1)X3)

— =ex + B7x3),
exp (B1 + Baxo + Bsxz + f7x2x3) P(Bs+ fras

13)

ktéry przyjmuje wartosé e?* dla X3 = 0. Mozna wykazad, ze poa.xtl v 1,0.0)
l//(.X'l,Xz, X33 19 O’ O)
¢(x1 +1,x2, x3;0, 1, 0)
Y(x1,x2, x33 0, 1, 0)
znaczenia w jakiej kolejnosci badane sa jednostkowe przyrosty zmiennej X; i X».
W przypadku iloczynu trzech zmiennych X;X,X3 z modelu (11) parametr e’
mozna wyznaczyC jako iloraz ilorazu szans (13), w ktérym w miejsce wartoSci x3
wstawiono x3 + 1 podzielony przez iloraz ilorazu szans (13) z trzecig zmienng na

poziomie x3:

, czyli przy wyznaczaniu ilorazu ilorazéw szans (13) nie ma

v(x,xo+ 1, x3+1;1,0,0)
Y(x1,x2, x3+1; 1,0, 0) exp (B4 + B7(x3 + 1))
= =ceX . 14
Y(x,x2 + 1, x3; 1, 0, 0) exp (Bs + Brx3) p (B7) (14)
Y(xi, x2, x35 1, 0, 0)

Podobnie, jak dla wyrazenia (13) mozna wykazaé, ze przy wyznaczaniu ilorazu ilora-
z6w ilorazéw szans (14) nie ma znaczenia w jakiej kolejnosci badane sg jednostkowe
przyrosty zmiennej X, X i X3.

Biorac pod uwage wyrazenia (12)-(14) mozna sformufowa¢ interpretacje parame-
tréw e” w modelach ze zmiennymi jakosciowymi i ilosciowymi. Interpretacja parame-
trow modelu w przypadku analizy interakcji migdzy predyktorami jakoSciowymi repre-

zentowanymi przez zmienne zero-jedynkowe zostala przedstawiona ponizej w punktach
1)-3).

1) Interpretacja parametru ¢” dla zmiennej X nie bedacej iloczynem zmiennych

Parametr ¢” jest réwny ilorazowi szans dla grupy, w ktérej X = 1 oraz grupy, w ktdrej
X = 0, pod warunkiem, Ze zmienne bedace moderatorami zmiennej X przyjmuja
warto$¢ zero, czyli zmienne wystepujace w iloczynach z analizowang zmienng sg réwne
zero (przy pozostalych zmiennych jednakowych w obu grupach).
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2) Interpretacja parametru ¢” dla zmiennej XZ bedacej iloczynem dwéch zmien-
nych

Obecnos¢ interakcji stopnia drugiego odzwierciedla si¢ w zrdéznicowaniu ilorazéw
szans. Poréwnania ilorazéw szans mozna dokona¢ wyznaczajac ich iloraz i sprawdzajac,
czy rézni si¢ statystycznie istotnie od 1. Jezeli zmienna Z zostanie potraktowana jako
moderator zmiennej X, to wspétczynnik e” jest réwny ilorazowi dwéch ilorazéw szans
otrzymanemu poprzez podzielenie ilorazu szans dla grupy, w ktérej X = 1 oraz grupy,
w ktorej X = 0 pod warunkiem, ze Z = 1 przez iloraz tych szans pod warunkiem,
ze Z = 0 (przy pozostalych moderatorach zmiennej X réwnych zero oraz ustalonej
wartoSci pozostalych zmiennych niezaleznych).

3) Interpretacja parametru ¢ dla zmiennej QXZ bedacej iloczynem trzech zmien-
nych

Tak, jak obecnos¢ interakcji stopnia drugiego mozna stwierdzi¢ dzielgc ilorazy szans,
tak obecnos¢ interakcji stopnia trzeciego mozna zaobserwowac dzielac ilorazy ilorazéw
szans. Niech zmienne Q oraz Z beda moderatorami zmiennej X, to warto$¢ e” mozna
uzyska¢ dzielac iloraz ilorazu szans otrzymany tak, jak przy badaniu interakcji stopnia
drugiego miedzy zmienng X oraz Z, lecz pod warunkiem, ze Q = 1 przez iloraz ilorazu
szans otrzymany analogicznie, tym razem pod warunkiem, ze Q = 0 (przy pozostatych
moderatorach zmiennej X réwnych zero oraz ustalonej wartosci pozostatych zmiennych
niezaleznych).

W sytuacji, gdy analizowana jest interakcja miedzy predyktorami jakoSciowymi
i iloSciowymi lub interakcja miedzy predyktorami tylko iloSciowymi interpretacje 1)-3)
nalezy nieco zmieni¢. W przypadku zmiennej ilo§ciowej w powyzszych interpretacjach
zastepuje si¢ grupy zakodowane jako 0 oraz jako 1 przez dwie grupy, dla ktérych
zmienna ilo§ciowa rézni si¢ o 1 jednostke. (por. (12)-(14) i [6]).

4. ANALIZA RYZYKA ZGONU Z WYKORZYSTANIEM MODELU LOGITOWEGO

Analiza dotyczy ryzyka zgonu os6b starszych (w wieku od 60 lat) w wojewddz-
twie pomorskim w roku 2009. Model zbudowano na podstawie nastepujacych danych
pochodzacych z GUS:

1. liczba os6b zmarlych w roku 2009,

2. liczba os6b zyjacych na koncu roku 2008 oraz 2009

sklasyfikowanych jednoczesnie wedlug roku urodzenia, wieku ukoficzonego, pici, miej-
sca zamieszkania (miasto/wies). Wiek oséb przyjeto na moment 31 XII 2008, czyli
w roku 2009 obserwowane byly generacje osob urodzonych w roku 1948 i wczesniej,
przy czym uwzgledniono poprawke na liczbe oséb migrujacych (por. [12, s. 36-37]).
W okresie roku kalendarzowego obserwacji poddano 379 tys. mieszkancéw wojewodz-
twa pomorskiego. Jednoczesna klasyfikacja os6b wedlug wszystkich cech badania po-
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zwolita na uzyskanie indywidualnych danych dla kazdej jednostki.’ Parametry modelu
wyznaczono metodg najwiekszej wiarygodnosci przy uzyciu modutu ,,Uogdlnione mo-
dele liniowe” zawartego w pakiecie komputerowym Statistica 8.0.

Zréznicowanie ryzyka zgonu w zalezno$ci od plci, wieku, miejsca zamieszkania
mozna wstepnie zaobserwowaé poréwnujac empiryczne (nie poddane modelowaniu)
warto$ci prawdopodobienistwa oraz szansy zgonu w grupach oséb sklasyfikowanych
pod wzgledem tych cech (patrz tabela 1).

Tabela 1
Empiryczne warto$ci prawdopodobienistwa oraz szansy zgonu wedlug plci, miejsca zamieszkania
i 5-letnich grup wieku w wojewddztwie pomorskim w 2009 roku

Prawdopodobiefistwo zgonu Szansa zgonu

Wiek Miasta Wies Miasta Wies

Mezczyzni | Kobiety | Mezczyzni | Kobiety | MezczyZzni | Kobiety | Mezczyzni | Kobiety
60-64 | 0,01957 | 0,00890 | 0,02257 | 0,01075 | 0,01996 | 0,00898 | 0,02309 | 0,01087
65-69 | 0,03073 | 0,01393 | 0,03274 | 0,01605 | 0,03170 | 0,01413 | 0,03385 | 0,01632
70-74 | 0,03997 | 0,02106 | 0,05221 | 0,02248 | 0,04164 | 0,02151 | 0,05508 | 0,02300

75-79 | 0,06355 | 0,03681 | 0,07222 | 0,04058 | 0,06786 | 0,03821 | 0,07784 | 0,04230

80-84 | 0,09416 | 0,06926 | 0,10776 | 0,07484 | 0,10394 | 0,07442 | 0,12078 | 0,08089
85+ 0,16845 | 0,13944 | 0,18120 | 0,15395 | 0,20257 | 0,16203 | 0,22130 | 0,18197

Zr6dio: obliczenia wlasne na podstawie danych GUS.

Regresja logistyczna umozliwila znalezienie statystycznie istotnych predyktoréw
ryzyka zgonu oraz odkrycie efektéw interakcji miedzy tymi predyktorami. Zmienna
objasniana przyjeta postac

|
Y = zgon (15)
0 przezycie

Dwa predyktory jakoSciowe ple¢ i miejsce zamieszkania zostaly wprowadzone do mo-
delu przy pomocy zmiennych zero-jedynkowych. Grupe referencyjna utworzyly kobiety
mieszkajace w mieScie. Zmienng wiek w analizie uwzgledniono na dwa sposoby:

5 Przy uzyciu metody najwickszej wiarygodnosci model estymowany na podstawie danych indywi-
dualnych jest identyczny z modelem estymowanym na podstawie danych pogrupowanych jednocze$nie
wedlug wszystkich wariantéw cech wystepujacych dla danych indywidualnych [7, s. 105-106].



32 Beata Jackowska

1. jako zmienng skategoryzowang — wyodrebniono sze$¢ kategorii wieku (patrz
tabela 1)® reprezentowanych w modelu przez pig¢ zmiennych zero-jedynkowych’
(najmiodsza grupa wieku od 60 do 64 lat zostata grupa referencyjna),

2. jako zmienna ciagla minus 60 (w tym przypadku 60-latkowie utworzyli grupe
referencyjng).

Powyzsze dwa podej$cia majg swoje ograniczenia. Wprowadzenie predyktora wiek
do modelu jako zmiennej ilo§ciowej wymaga zatozenia, aby logit byt linowa funkcja
wieku, a tym samym oznacza to, ze kazdy wzrost wieku o rok powoduje taki sam
procentowy wzrost szansy zgonu (staly iloraz szans dla jednakowych przyrostéw wie-
ku). Zatozenie to mozna omingé kategoryzujac zmienng i wprowadzajac ja do mo-
delu jako zespdt zmiennych zero-jedynkowych. Dla kazdej zmiennej zero-jedynkowe;j
oszacowany zostaje odrebny wspdlczynnik regresji, wiec ilorazy szans w sgsiednich
grupach wieku nie musza by¢ state. Jednakze wyodrebnienie grup wieku powoduje
utrat¢ szczegétowosci danych.

4.1 WYNIKI ESTYMACIJI MODELU LOGITOWEGO BEZ UWZGLEDNIENIA EFEKTOW
INTERAKCII

Konstrukcja dwumianowego modelu logitowego pozwolila na identyfikacje pre-
dyktoréw ryzyka zgonu. Wszystkie analizowane zmienne obja$niajace okazaly si¢
statystycznie istotne zaréwno w wariancie z wiekiem jako zmienng skategoryzowang
(tabela 2) oraz w wariancie z wiekiem jako zmienng ciagla (tabela 3). Wystepowanie
zréznicowania ryzyka zgonu w zaleznosci od plci, wieku, miejsca zamieszkania mozna
stwierdzi¢ sprawdzajac, czy wspétczynnik regresji 5 rézni si¢ statystycznie istotnie od
0 na poziomie istotnosci @ = 0, 05, co jest rdwnoznaczne z tym, ze iloraz szans réwny
w modelu logitowym e? rézni sie statystycznie istotnie od 1, a takze tym, ze 95%
przedzial ufnosci dla e® nie zawiera 1 (por. np. [5]).

W przypadku wyrazu wolnego wspétczynnik ¢® réwna sie szansie wystapienia
zgonu w grupie referencyjnej, tzn. grupie kobiet w wieku 60-64 lata (tabela 2) lub w
wieku 60 lat (tabela 3) zamieszkujacych w miastach (por. wartosci z tabeli 2 1 3 z rze-
czywista warto$cig z tabeli 1). Jest to grupa najnizszego ryzyka w badanej populacji
(potwierdzaja to dodatnie wspétczynniki regresji S przy zmiennych objasniajacych).
Analizujac ilorazy szans e” z tablicy 2 i 3 mozna stwierdzi¢, ze oba modele wskazuja,
ze szansa zgonu mezczyzn jest wieksza o okolo 71%-73% niz szansa zgonu kobiet,
natomiast szansa zgonu mieszkarnca wsi jest wieksza o okoto 14% niz szansa zgonu
mieszkarica miasta. Dla zmiennej skategoryzowanej wiek oszacowano ilorazy szans
zgonu ¢? w danej grupie wieku w stosunku do grupy referencyjnej 60-64 lata, np.

% Sa to grupy wieku stosowane tradycyjnie do prezentacji danych demograficznych. Problem wyod-
rebnienia grup wieku, ktdére sg zréznicowane ze wzgledu na prawdopodobienistwo zgonu jest ztozonym
tematem (dyskusji mozna podda¢ wybor liczby grup, czy granic przedziatéw wieku, tzw. punktéw odcie-
cia).

7 Inny sposéb kodowania grup wieku zastosowano m. in. w [9, s. 148-151].
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Tabela 2

Wyniki estymacji modelu logitowego z zero-jedynkowymi zmiennymi objasniajacymi bez uwzglednienia
efektéw interakcji

Ocena

Blad

parametru 8 standardowy ef 95% przedziat dla e”

Wyraz wolny -4,5421 0,0281 0,0107 | 0,0101 0,0113
Ple¢ (1-me¢zczyzna, 0-kobieta) 0,5381 0,0174 1,7127 | 1,6552 1,7722
Miejsce (1-wies, 0-miasto) 0,1324 0,0191 1,1415 | 1,0997 1,1850
Wiek 65-69 0,4341 0,0354 1,5435 | 1,4401 1,6545
Wiek 70-74 0,7888 0,0334 2,2007 | 2,0612 2,3496
Wiek 75-79 1,2922 0,0321 3,6409 | 3,4190 3,8771
Wiek 80-84 1,8565 0,0322 6,4014 | 6,0098 6,8185
Wiek 85+ 2,6186 0,0320 13,7166 | 12,8833 | 14,6037

test ilorazu wiarygodnosci: p-value = 0,0000 czuto$¢ modelu = 58,9%

pseudo-R2 Vealla-Zimmermanna = 0,1040 swoisto$¢ modelu = 74,7%

Zr6dlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

Tabela 3

Wyniki estymacji modelu logitowego z zero-jedynkowymi zmiennymi ple¢ i miejsce zamieszkania oraz

zmienng ciagla wiek bez uwzglednienia efektéw interakcji

par(zi)r(r:gtlrau B stanggt((iiowy e 95% przedziat dla e’
Wyraz wolny -4,8650 0,0227 0,0077 | 0,0074 0,0081
Pte¢ (1-mezczyzna, 0-kobieta) 0,5467 0,0175 1,7275 | 1,6694 1,7877
Miejsce (1-wies, 0-miasto) 0,1358 0,0191 1,1454 | 1,1033 1,1891
Wiek 0,1001 0,0010 1,1053 | 1,1031 1,1075

test ilorazu wiarygodnosci: p-value = 0,0000
pseudo-R? Vealla-Zimmermanna = 0,1070

czutos¢ modelu = 66,3%
swoistos¢ modelu = 67,8%

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

szansa zgonu w grupie 65-69 lat jest wigksza o 54% niz w grupie 60-64 lata, szansa
zgonu w grupie 70-74 lat jest wicksza o 120% niz w grupie 60-64 lata itd. Na tej
podstawie mozna takze obliczy¢, iz w stosunku do sasiedniej mlodszej grupy szansa
zgonu jest wigksza w grupie: 70-74 lat 0 43%, 75-79 lat o 65%, 80-84 lat o 76%, 85+
lat 0 114%. Natomiast w modelu przedstawionym w tabeli 3 zwigkszenie wieku o rok
powoduje wzrost szansy zgonu o 10,5%, czyli zwigkszenie wieku o 5 lat powoduje

wzrost szansy zgonu o 65% (e = 1,6496).
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4.2 WYNIKI ESTYMACIJI MODELU Z UWZGLEDNIENIEM EFEKTOW INTERAKCII

Pte¢, miejsce zamieszkania i wiek sg istotnymi predyktorami ryzyka zgonu, jed-
nakze ich wplyw na zmienng objasniang moze zaleze¢ od wzajemnych interakcji.
Uwzglednienie wszystkich interakcji (do stopnia 3 wiacznie) w modelu ze wszystkimi
zmiennymi zero-jedynkowymi powoduje, ze prawdopodobiefistwa zgonu oszacowane
na podstawie takiego modelu sa réwne prawdopodobienistwom empirycznym dla danych
pogrupowanych jednoczes$nie wedlug plci, miejsca zamieszkania i grup wieku (wartosci
zmiennych objasniajacych podzielity w tym przypadku zbiorowo$¢ na 2 X 2 X 6 = 24
grupy). Prowadzi to do rozbudowanego modelu (z 24 parametrami) mimo wystepowa-
nia tylko trzech predyktoréw. Jednak nie wszystkie zmienne interakcyjne okazaly si¢
statystycznie istotne. W tabeli 4 przedstawiono model ze zmiennymi dychotomicznymi
zawierajacy istotne statystycznie efekty interakcji. Budowa modelu metodg krokowq

Tabela 4
Wyniki estymacji modelu logitowego z zero-jedynkowymi zmiennymi objasniajacymi z uwzglednieniem
efektéw interakcji

pargr(rzlzrtlrau B stan]c?;?gowy e 95% przedziat dla e”

Wyraz wolny -4,6966 0,0437 0,0091 | 0,0084 0,0099
Ple¢ (1-mezczyzna, 0-kobieta) 0,7877 0,0538 2,1984 1,9783 2,4430
Miejsce (1-wies, 0-miasto) 0,1287 0,0190 1,1374 | 1,0957 1,1806
Wiek 65-69 04411 0,0591 1,5545 1,3845 1,7453
Wiek 70-74 0,8407 0,0545 2,3181 | 2,0830 2,5796
Wiek 75-79 1,4243 0,0514 4,1550 | 3,7565 4,5957
Wiek 80-84 2,0859 0,0498 8,0519 | 17,3027 8,8780
Wiek 85+ 2,8733 0,0486 17,6951 | 16,0863 | 19,4648
Pte¢ * Wiek 65-69 -0,0017 0,0738 0,9983 | 0,8638 1,1538
Pte¢ * Wiek 70-74 -0,0637 0,0691 0,9383 | 0,8194 1,0744
Pte¢ * Wiek 75-79 -0,2033 0,0662 0,8161 | 0,7168 0,9290
Pte¢ * Wiek 80-84 -0,4352 0,0668 0,6472 | 0,5677 0,7377
Pte¢ * Wiek 85+ -0,5717 0,0676 0,5646 | 0,4945 0,6446

test ilorazu wiarygodnosci: p-value = 0,0000 czulo$¢ modelu = 64,9%

pseudo—R2 Vealla-Zimmermanna = 0,1055 swoisto$¢ modelu = 68,9%

Zrédlo: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu Statistica.
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postepujaca oraz krokowa wsteczng data ten sam rezultat.® Statystycznie istotna oka-
zala si¢ interakcja plci z wiekiem, natomiast nieistotne okazaly si¢ interakcje stopnia
drugiego miejsca zamieszkania z plcig oraz miejsca zamieszkania z wiekiem, jak tez
interakcja stopnia trzeciego miedzy analizowanymi trzema predyktorami.’

Wspétezynnik ¢ dla zmiennej ple¢ (tabela 4) méwi, ze szansa zgonu mezczyzn
jest okoto dwa razy wigksza niz szansa zgonu kobiet, ale tylko w wieku 60-64 lata
(grupa referencyjna dla moderatora zmiennej pte¢) zaréwno na wsi, jak i w mieScie
(miejsce zamieszkania nie jest moderatorem zmiennej ptec). Interpretacja wspdtczynni-
ka e” dla zmiennej miejsce zamieszkania nie zmienila sig, gdyz zmienna ta nie posiada
moderatora (szansa zgonu mieszkarica wsi jest wicksza o okolo 14% niz szansa zgo-
nu mieszkanica miasta). W przypadku zmiennych zero-jedynkowych reprezentujacych
grupy wieku wspélczynnik e” jest réwny ilorazowi szans zgonu w danej grupie wieku
oraz grupie referencyjnej w wieku 60-64 lata, ale tylko dla kobiet (moderator zmiennej
wiek rowna si¢ wowczas zero), np. szansa zgonu kobiet w wieku 65-69 lat jest o 55%
wigksza niz kobiet w wieku 60-64 lata (zar6wno na wsi, jak i w miescie). Wspodtczyn-
nik e? przy iloczynie zmiennej ple¢ oraz zmiennej zero-jedynkowej reprezentujacej
grupe wieku interpretowany jest jako iloraz dwoch ilorazéw szans, np. iloraz szans
zgonu mezczyzn i kobiet w wieku 85 lat i wiecej jest mniejszy o 43,5% od ilorazu
szans m¢zcezyzn i kobiet w wieku 60-64 lata (iloraz szans zgonu mezczyzn i kobiet
zmniejsza si¢ z wiekiem, gdyz powyzej 60 lat maleje przewaga umieralnoSci mezczyzn
nad umieralno$cig kobiet).

W celu zobrazowania dopasowania modeli ze wszystkimi zmiennymi zero-jedynko-
wymi na wykresie 1 przedstawiono réznice wzgledne (w %) migdzy prawdopodo-
biefistwem zgonu teoretycznym a prawdopodobiefistwem empirycznym we wszystkich
grupach wieku dla kobiet i mezczyzn mieszkajacych w miastach.'” Model bez interak-
cji jest znacznie gorzej dopasowany: w zaleznoSci od wariantéw analizowanych cech
réznice wzgledne wahaty sie od kilku do okofo 20%. W przypadku modelu ze wszyst-
kimi interakcjami stopnia drugiego oraz modelu z interakcjami wylgcznie statystycznie
istotnymi (tabela 4) réznice wzgledne sg znacznie mniejsze i nie przekraczajg 5%, wigc
przyjecie modelu zawierajgcego interakcje jedynie statystycznie istotne jest calkowicie
zadawalajace.

8 Brak regul przy przeszukiwaniu zbioru zmiennych moze prowadzi¢ do przypadkowych wynikéw,
dlatego wykorzystuje si¢ algorytmy do wyboru zmiennych objasniajacych do modelu (stepwise logistic
regression). (Por. [2] i [5])

® Zgodnie z kryterium informacyjnym Akaike’a oraz bayesowskim kryterium informacyjnym sposréd
modeli ze zmiennymi dychotomicznymi najlepszy okazal si¢ réwniez model opisany w tabeli 4.

10 Dla 0s6b mieszkajacych na wsi prawidlowosci zaobserwowane w odchyleniach wartosci teoretycz-
nych od empirycznych byly podobne jak dla mieszkaficéw miast (nieistotne interakcje miejsca zamiesz-
kania z pozostatymi predyktorami).

' Na wykresie 1 nie zaprezentowano odchyleri dla modelu HWF ze wszystkimi efektami interakcji
(w tym przypadku do stopnia trzeciego wlacznie), gdyz dla takiego modelu odchylenia sg réwne zero
(patrz uwaga w punkcie 3).
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Wykres 1. Réznice wzgledne w % migdzy prawdopodobieristwem zgonu teoretycznym (oszacowanym na
podstawie modelu z zero-jedynkowymi zmiennymi obja$niajagcymi) a prawdopodobienistwem empirycznym

MeiczyZzni miasta Kobiety miasta

20% 20%

15% 15%

10% 10%

5% 5%

0% | - H e - 0% -+ u — ™
.59 60-64 65-69 7T0-74 75-79 B0-84 85+ 50, . 00-64 65-69 ?(!74 75-79 80-84 |85+
-10% -10%

-15%

Model bez interakcji Model bez interakeji

B Model ze wszystkimi interakcjami stopnia 2 B Model ze wszystkimi interakejami stopnia 2

Model z interakejami tylko istotnymi Model z interakcjami tylko istotnymi

Zr6dto: opracowanie wlasne.

W przypadku wprowadzenia do modelu predyktora wiek jako zmiennej ciaglej
mozna graficznie przedstawi¢ logit jako liniowa funkcje wieku w grupach wedtug
plci i miejsca zamieszkania. Wykres 2 prezentuje przebieg tej funkcji oszacowanej na

podstawie modelu zawierajacego wszystkie efekty interakcji (czyli do stopnia trzeciego
wigcznie).

Wykres 2. Logit jako funkcja zmiennej cigglej wiek w grupach wedlug pici i miejsca zamieszkania —
wyniki estymacji modelu zawierajacego wszystkie efekty interakcji

logit(p)

60 65 70 75 80 85 90 935 100
Wiek

—a— Mezczyzni Miasto —e— Kobiety Miasto - - &- - Mezczyzni Wied - - ©- - Kobiety Wies

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rézne katy nachylenia prostych w grupie kobiet i mezczyzn Swiadczg o wystepo-
waniu interakcji miedzy predyktorami wiek i pte¢. Natomiast zblizony do réwnolegtego
przebieg prostych dla mezczyzn zamieszkalych w miastach i na wsi oraz réwnolegly
przebieg prostych dla kobiet zamieszkatych w miastach i na wsi Swiadczy o nieistot-
nej sile interakcji miedzy predyktorami wiek i miejsce zamieszkania (por. [4] i [6]).
Zblizone odlegtosci migdzy parami tych prostych $wiadczg takze o niewielkiej sile
interakcji miedzy predyktorami pte¢ i miejsce zamieszkania. Procedura konstrukcji
modelu zaréwno krokowa postepujaca oraz krokowa wsteczna potwierdzily powyzsze
obserwacje. Statystycznie istotne okazaly si¢ predyktory ple¢, miejsce zamieszkania,
wiek oraz iloczyn wieku i plci (tabela 5).'?

Tabela 5
Wyniki estymacji modelu logitowego z zero-jedynkowymi zmiennymi ple¢ i miejsce zamieszkania oraz
zmienng ciagla wiek z uwzglednieniem efektéw interakcji

Ocena Biad B . B
parametru 3 standardowy ¢ 93% przedziat dla e
Wyraz wolny -5,0962 0,0297 0,0061 | 0,0058 0,0065
Ple¢ (1-mg¢zczyzna, O-kobieta) 0,9927 0,0383 2,6984 | 2,5030 2,9090
Miejsce (1-wies, 0-miasto) 0,1332 0,0191 1,1425 | 1,1005 1,1860
Wiek 0,1126 0,0014 1,1191 | 1,1160 1,1222
Wiek*Plec¢ -0,0270 0,0021 0,9734 | 0,9695 0,9773
test ilorazu wiarygodnosci: p-value = 0,0000 czuto$¢ modelu = 68,1%
pseudo-R? Vealla-Zimmermanna = 0,1088 swoisto$¢ modelu = 66,1%

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

Wspétczynniki e? dla zmiennej pleé (tabela 5) méwia, Ze szansa zgonu mezczyzn
jest okoto 2,7 razy wieksza niz szansa zgonu kobiet, ale tylko w wieku 60 lat (grupa
referencyjna dla moderatora zmiennej pfe¢) zaréwno na wsi, jak i w miescie (miejsce
zamieszkania nie jest moderatorem zmiennej pte¢). Interpretacja wspétczynnika e
dla zmiennej miejsce zamieszkania nie zmienifa si¢, gdyz zmienna ta nie posiada
moderatora (szansa zgonu mieszkafica wsi jest wigksza o okoto 14% niz szansa zgonu
mieszkarica miasta). W przypadku zmiennej wiek wspétczynnik e informuje, ze wraz
ze wzrostem wieku o jeden rok szansa zgonu ro$nie o okolo 12%, ale tylko w grupie
kobiet (moderator zmiennej wiek réwna si¢ wowczas zero). Wspdlczynnik e? przy
iloczynie zmiennej ple¢ oraz wiek méwi, ze jezeli wiek wzro$nie o jeden rok, to iloraz
szans zgonu me¢zczyzn i kobiet zmaleje o 2,7% (wraz z wiekiem maleje przewaga
umieralno$ci me¢zczyzn nad umieralnoscia kobiet).

Prawdopodobieristwa zgonu empiryczne i teoretyczne jako funkcje wieku dla mez-
czyzn mieszkajgcych w miastach przedstawiono na wykresie 3, a dla kobiet mieszkaja-

12 Kryterium informacyjne Akaike’a oraz bayesowskie kryterium informacyjne réwniez wskazaly na
model opisany w tabeli 5.
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cych w miastach na wykresie 4.!*> Na wykresie dokonano poréwnania dla modelu bez
interakcji oraz modelu z interakcjami tylko statystycznie istotnymi.

Wykres 3. Prawdopodobienistwa zgonu empiryczne i teoretyczne (oszacowane na podstawie modelu ze
zmienng ciagly wiek) w przypadku mezczyzn zamieszkujacych w miastach

MezezyZni miasta

0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

60 65 70 75 80 85 90 95 100
Wiek

Prawdopodobienstwo

warto$ci empiryczne
AAAAA wartosci teoretyczne - model bez interakeji

®x wartosci teoretyczne - model z interakcjami tylko istotnymi

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 4. Prawdopodobienistwa zgonu empiryczne i teoretyczne (oszacowane na podstawie modelu ze
zmienng ciagly wiek) w przypadku kobiet zamieszkujacych w miastach

Kobiety miasta

0,40
0,35
0,30
0,25
0,20

0,15

Prawdopodobienstwo

0,10
0,05 -

0,00

60 65 70 75 &0 &5 90 95 100
Wick

wartosci empiryczne
----- wartosci teoretyczne - model bez interakcji

*— wartosci teoretyczne - model z interakcjami tylko istotnymi
Zrédto: opracowanie wiasne.

13 Analogiczne prawidtowos$ci mozna zaobserwowaé dla mieszkaficéw wsi (nieistotne interakcje miej-
sca zamieszkania z pozostalymi predyktorami).
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Empiryczne prawdopodobieristwa zgonu traktowane jako funkcja wieku charak-
teryzujg si¢ nieregularnym przebiegiem, w szczegdlnoSci dla najstarszych rocznikéw
(mniejsza liczba danych). Do ich wygladzenia (wyréwnania) mozna wykorzysta¢ mode-
le logitowe. W przypadku modelu bez interakcji znaki odchylen wartosci empirycznych
od teoretycznych tworzg zbyt dlugie serie. W przypadku me¢zczyzn model bez interak-
cji przeszacowuje prawdopodobieristwa zgonu (dlugie serie punktéw empirycznych pod
wykresem oszacowanej funkcji (wykres 3)), natomiast w przypadku kobiet model bez
interakcji niedoszacowuje prawdopodobiefistwa zgonu (dlugie serie punktéw empi-
rycznych nad wykresem oszacowanej funkcji (wykres 4))'4. Uwzglednienie interakcji
powoduje, ze odchylenia warto$ci empirycznych od teoretycznych mozna uznaé za
losowe".

Poniewaz cze$¢ efektéw interakcji okazata si¢ statystycznie nieistotna, wiec prze-
bieg funkcji ze wszystkimi zmiennymi interakcyjnymi oraz z wybranymi zmiennymi
interakcyjnymi jest zblizony. W praktyce poszukuje sie funkcji jak najlepiej dopaso-
wanej i jednoczesnie o mozliwie najmniejszej liczbie parametréw, wiec jako model
analityczny (parametryczny) ludzkiego procesu wymieralnoSci wystarczy przyjaé¢ mo-
del jedynie z interakcjami statystycznie istotnymi.

5. PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule przedstawiono propozycje zastosowania modelu logitowego
w analizie zr6Znicowania ryzyka zgonu. Regresja logistyczna pozwolila na oszacowanie
prawdopodobieristwa zgonu w zaleznosci od poziomu zmiennych objasniajgcych: pted,
miejsce zamieszkania oraz wiek. Zaleta modelu logitowego jest to, ze obok iloScio-
wych zmiennych niezaleznych, mogg wystepowa¢ w modelu takze jakoSciowe zmienne
niezalezne zakodowane w odpowiedni sposéb.

W zalezno$ci od przeznaczenia modelu zmienng iloSciowg mozna skategoryzo-
wad, a nastepnie otrzymane kategorie zakodowac np. za pomocg zmiennych zero-
jedynkowych. Model z wiekiem jako zmienng skategoryzowang (tabela 2 i 4) pozwala
na oszacowanie odrgbnych wspotczynnikéw regresji dla grup wieku, co pozwala unik-
naé zalozenia o stalym ilorazie szans dla jednakowych przyrostow wieku i moze by¢
cenne dla oceny ryzyka np. metodg scoringowa. Natomiast model z wiekiem jako
zmienng ciagla (tabela 3 i 5) moze znaleZ¢ zastosowanie do wygtadzania ciagu empi-
rycznych prawdopodobiefistw zgonu (patrz wykres 3 i 4).

Wprowadzenie zmiennych interakcyjnych w postaci iloczynu zmiennych pozwolito
na wykrycie efektow interakcji miedzy zmiennymi objasniajagcymi, przy czym staty-
stycznie istotna okazata si¢ interakcja plci z wiekiem, natomiast nieistotne okazaly

4 W modelu bez interakcji uwzgledniony jest staly (usredniony) poziom nadumieralnosci mezczyzn
w stosunku do kobiet, lecz nadumieralno$¢ mezczyzn maleje po 60 roku zycia.

15 Innym sposobem rozwiazania tego problemu byloby oszacowanie modeli odrebnych dla mezczyzn
1 kobiet. Jednakze budowa modelu logitowego ze zmiennymi interakcyjnymi pozwala dodatkowo na oceng
sily i kierunku efektu interakcji.
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si¢ interakcje stopnia drugiego miejsca zamieszkania z plcig oraz miejsca zamiesz-
kania z wiekiem, jak tez interakcja stopnia trzeciego mi¢dzy analizowanymi trzema
predyktorami.

Szczegblng uwage w artykule zwrécono na mozliwos¢ interpretacji parametréw e”.
Interpretacja ta zalezy od sposobu kodowania zmiennych oraz od tego, czy wspétczyn-
nik regresji B wystepuje przy zmiennej nie bedacej iloczynem, czy tez przy zmiennej
bedacej iloczynem, jak tez od tego ile zmiennych wystepuje w iloczynie. Do interpre-
tacji parametru ¢” oszacowanego dla zmiennej nie bedacej iloczynem wykorzystuje sie
pojecie ilorazu szans, dla zmiennej bedacej iloczynem dwéch zmiennych wykorzystuje
si¢ pojecie ilorazu ilorazu szans, dla zmiennej bedacej iloczynem trzech zmiennych
wykorzystuje si¢ pojecie ilorazu ilorazu ilorazu szans itd. W artykule rozwazone zo-
staly przypadki interakcji migdzy predyktorami jako$ciowymi, migdzy predyktorem
jakosciowym i ilo§ciowym oraz migdzy predyktorami iloSciowymi.

Model logitowy pozwala na uwzglednienie cech demograficzno-spolecznych oraz
efektu interakcji miedzy tymi cechami przy szacowaniu prawdopodobieristwa zgonu,
co moze znalez¢ praktyczne zastosowania, np. w dziedzinie ubezpieczei, planach eme-
rytalnych, czy medycynie.
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EFEKTY INTERAKCIJI MIEDZY ZMIENNYMI OBJASNIAJACYMI W MODELU LOGITOWYM
W ANALIZIE ZROZNICOWANIA RYZYKA ZGONU

Streszczenie

Celem pracy jest identyfikacja predyktoréw ryzyka zgonu oraz zbadanie efektow interakcji pomiedzy
nimi. W artykule wykorzystano model regresji logistycznej do oszacowania prawdopodobienstw zgonu
0s6b starszych (w wieku od 60 lat) w wojewddztwie pomorskim w 2009 roku. Jako predyktory ryzyka
zgonu przyjeto: wiek, pte¢ oraz miejsce zamieszkania (miasto/wie§). W modelu uwzgledniono wiek na
dwa sposoby: jako zmienng ciagla oraz jako zmienng skategoryzowana. Przeprowadzono analize¢ efektéw
interakcji miedzy predyktorami poprzez wprowadzenie do modelu iloczynu zmiennych objasniajacych.
Szczegblng uwage zwrécono na interpretacje wspéiczynnikow w modelu zawierajacym zmienne interak-
cyjne. Rozwazono przypadki interakcji miedzy predyktorami jakoSciowymi, miedzy predyktorem jako-
Sciowym i ilo§ciowym oraz migdzy predyktorami iloSciowymi. Statystycznie istotna okazata si¢ interakcja
plci z wiekiem.

Stowa kluczowe: regresja logistyczna, efekt interakcji, prawdopodobiefistwo zgonu

INTERACTION EFFECTS BETWEEN PREDICTOR VARIABLES IN A LOGISTIC MODEL
IN AN ANALYSIS OF THE DIVERSITY OF DEATH RISK

Summary

The aims of this paper include the identification of predictors of death risk and the examination
of interaction effects between them. In this study, a logistic regression model is used to estimate death
probability at old age (above 60) in the Pomorskie Voivodship in 2009. The following risk factors of
death are considered: age, gender and place of residence (urban/rural areas). In the model, age is treated
both as a continuous variable and as a categorical variable. The paper presents an analysis of interaction
effects between predictors with the use of product terms in the logistic regression model. The emphasis
is on the interpretation of the coefficients of the interactive logistic model. The study includes cases of
interactions between qualitative predictors, between qualitative and quantitative predictors, and between
quantitative predictors. It appears that the interaction between gender and age is statistically significant.

Key words: logistic regression, interaction effect, death probability



